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Das  Problem  des  Pappus  ad  tres  ant  plares  lineas 
im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte' 
durch  die  Methode  der  Synthesis  und  der  Coordinaten. 
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§.  l. 

Begriff  des  Problems  im  weitem  Sinn, 

Nach  Chasles  „Geschichte  der  Geometrie^',  übersetzt  von 
Sohncke,  S.  35.  besteht  das  genannte  Problem  im  weitern  Sinn 
in  folgender  Ortsbestimmung: 

Gegeben  mehrere  feste  Gerade»  geschieden  in  zwei 
Gruppen    oder   n-Seite,     nämifch:     (Ai,  A^,  A^,  ,,.,  An) 
und  (Bi,  B^, ....  ßn)»  beide  von  gleicher  Anzahl  n  Gera- 
der oder  Seiten;   aus  einem  beliebigen  Punkte  P  gehe 
nach  jeder  Geraden  eine  Gerade  als  Strahl^  im  Ganzen 
nach  allen  festen  Geraden  zwei  Gruppen  von  Strahlen 
oder  zwei  Strahlenbüscbel,  nämlich:  (Ri,  R^,  R^,,.„Rn) 
und    (r|,  r«, «... ffi)»   entsprechend  jenen    zwei   Gruppen 
der  festen  Geraden   oder  den   beiden  n-Seiten;   jeder 
Strahl    Rk   oder  rk    bilde   ferner   mit    der  zugehörigen 
festen    Geraden   einen    der    GrOsse    nach    beständigen 
Winkel  ak  oder  ßk»  welche  Winkel  ai ,  cu^y  a^, ....  ak, ....  a«; 
Pi>  ß^9  ßz9"-<ßkf"ßn  entweder  alle  ungleich,    oder  alle 
gleich»    oder   nur   theilweise  gleich   sein  können,   und 
xwar  so  :   dass  die  Gleichheit  nur  Statt  findet  zwischen 
4en  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich,  entweder  thell- 
weise   oder  im  Ganzen,    oder  so:    dass  theilweise  oder 
Urehgeheade   Gleichheit   Statt  findet    zwischen    den 
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Winkeln  der  einen  Gruppe  und  den  Winkeln  der  andern 
Gruppe:  unter  diesen  Voraussetzungen  also  zu  be- 
stimmen einen  solchen  Ort  für  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  P  jener  zwei  Strahlenbüscbel^  dass  das 
Product  aus  den  Strahlen  des  einen  Büschels  zum 
Product  aus  den  Strahlen  des  andern  Büschels  in 
einem  unveränderlichen  Verhältnisse  stehe. 

Besondere    Fälle. 

Unter  den  Elementen  dieses  allgemeinen  Probleme  kSnnen  auch 
wiederholte  vorkommen;    welcher  Fall  eintritt^    wenn  z.  B.  zwei 
oder  mehrere  feste  Gerade  in   der  einen  oder  in  beiden  Gruppen 
in  eine  zusammenfallen  und  zugleich  die  Winkel  zwischen  diesen 
zusammenfallenden  Geraden  und  ihren  Strahlen  unter  sich  gleich 
werden,   und  in  Folge  auch  diese  Strahlen  in  einen  zusammen- 
fallen, so  dass  dann  in  den  Producten  Potenzen  zusammenfallen- 
der Strahlen  vorkommen.    Den  einfachsten  Fall  der  Art,  wo  für 
drei  feste  Gerade  das  Quadrat  eines  Strahls,    der  zugleich  senk- 
recht auf  der  zugehörigen  festen  Grundlinie  steht,    zum  Product 
der  beiden  andern  ebenfalls  auf  ihren  festen  Geraden  senkrech- 
ten Strahlen   in   einem  beständigen  Verhältnisse  steht,   oder  wo 
ein  Dreieck  entsteht  aus  einem  Viereck  durch  das  Zusammen- 
fallen zweier  Seiten :    diesen  besondern  Fall  werden   wir   unten 
hervorheben  und  ausführlich  behandeln ,  sowohl  synthetisch»   als 
nach  der  Coordinatenmethode,  mit  der  noch  nähern  Bestimmung, 
dass  das  Verhältniss  jener  Producte  aus  den  Strahlen  den  Werth 
1  annehme,  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Perpendikels) 
gleich  sei  dem  Producte  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel). 
Den  Werth  1  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Producte  auch 
anter  andern  Umständen  annehmen,  bei  vier  und  mehreren  Gera- 
den, hei  zusammenfallenden  und  getrennt  bleibenden  Elementen, 
wie  sich  von  selbst  versteht. 


§.  2. 

Geschichte  und  Zusammenhang  des  Problems  mit  der  Thewrie 

der  Kegelschnitte. 

Nach  Pappus  war  das  Problem  im  weitern  Sinne  eine  Klippe 
der  Alten  und  blieb  daher  unberührt,  bis  ihm  Descartes  eine 
neue  Berühmtheit  verschaffte  dadurch,  dass  die  erste  Anwendung 
seiner  analytischen  Geometrie  oder  Coordinaten-Geometrie  bestaDd 
in  der  Ldsung  dieses  Problems  durch  dieselbe.    Seit  Descartes 
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iit  da«  Problem  daher  bekannt  anter  dem  Namen  ,,  Problem  des 
Ptppus'',  obgleich  es  schon  den  Scharfsinn  eines  Enklides  und 
Apolloniali  erprobt  hätte.  Diese  Geometer  des  Alterthums  haben 
die  Aufgabe  gerade  nar  fOr  drei  oder  vier  Gerade  gelöst,  in  vrel- 
drem  Falle  der  gesuchte  geometrische  Ort  ein  Kegelschnitt  ist» 
wie  nachher  bewiesen  werden  soll,  woraus  weiter  folgende  allge- 
BMoe  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  benrorgeht:  Wenn  ein  be- 
Kebiges  Viereck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  steht 
di9  Prodnct  der  Entfernungen  jedes  Curvenpunktes  von  zwei 
Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Entfernungen  desselben 
Punktes  von  den  beiden  andern  Seiten  in  einem  bestfindigen 
VerbSltniss.  Newton  hat  dieses  letzte  schöne  Theorem  erwei* 
tert  in  dem  Sinne,  dass  aus  den  Curvenpunkten  auf  die  Seiten 
beliebig  schiefe  Strahlen  statt  der  Perpendikel  gezogen  werden, 
und  von  dem  so  gestellten  Theorem  einen  rein  geometrischen 
Beweis  gegeben,  obgleich  Chasles  das  Theorem  Ihm  nur  in 
jenem  engeren  Sinne  zuschreibt  Der  Verfasser  der  Principia 
mathematica  pbilosophiae  naturalis  bedient  sich  in  diesem 
Werk  jenes  erweiterten  Theorems  mit  Vortheil  und  Gewandtheit, 
die  an  ibm  nicht  Oberrascbt,  aber  doch  immer  Bewunderung  ein- 
flosst,  zu  weiterer  Entwickelung  der  Kegelscbnitte.  Die  Werke 
über  Kegelschnitte,  welche  zunächst  nach  dem  genannten  Werke 
Newton 's  erschienen  sind,  haben  von  ihm  dieses  Theorem  in 
engerer  oder  weiterer  Fassung  entlebnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
wendungen davon  zu  machen,  deren  es  föhig  ist;  später  ist  es 
so  zu  sagen  ganz  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  verschwun- 
den, wenigstens  lange  ohne  Folgen  und  Entwickelung  geblieben 
bei  der  blossen  unveränderten  Ceberlieferung  an  spätere  Zeiten, 
als  wäre  es  zu  ewiger  Unfruchtbarkeit  verdammt.  Diese  Unfrucht- 
barkeit, mit  welcher  dieser  Hauptsatz  Jahrhunderte  hindurch  sich 
fortschleppte,  während  sich  aus  ihm  beinahe  alle  Eigenschaften 
der  Kegelscbnitte  ableiten  lassen,  und  die  geringe  Wichtigkeit, 
welche  bis  auf  die  neuere  Zeit  die  schönen  Sätze  des  Desar- 
j^aes  und  Pascal,  die  natflrllche  und  so  zu  sagen  unmittelbare 
Folgerungen  daraus  sind,  zu  verdienen  schienen,  rufen  nach  Chas- 
les eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  in's  Gedächtniss, 
die  noch  durch  manches  Beispiel  in  Chasles  Geschichte  der 
Geometrie  bestätigt  wird.  Bailly  sagt  nämlich:  „Es  scheint, 
dass  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  und  einen  anzüglichen 
Zustand  der  Schwäche  haben;  bei  ihrem  Entstehen  können  sie 
loch  nicht  selbst  zeugen,  sondern  verdanken  Ihre  fruchtbringende 
Kraft  erst  dem  Alter  unci  der  Zeit."  Seitdem  aber  hat  die  neue 
Geometrie  es  durch  die  That  bewiesen ,  dass  obiges  Theorem  vom 
«ii^escbriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  als   die  allgemeinste 
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und  frachtbringendste  Eigenschaft  dieser  Cmre  za  betrachten  ist. 
Als  einfache  Folgerungen  daraus  sind  schon  angedeutet  und  hier 
noch  bestimmter  anzuführen:  das  bekannite  mystische  Sechseck 
des  Pascal 9  das  Theorem  des  Desargues  über  die  Involution 
von  den  sechs  Punkten  einer  Transversale,  die  entstehen  durch 
den  Durchschnitt  mit  der  Curve  und  mit  den  vier  Seiten  eines 
eingeschriebenen  Vierecks,  das  beständige  Verhältniss  des  Qua» 
drats  einer  Halbsehne  (Ordinate)  zum  Product  aus  den  Abschnit- 
ten des  conjugirten  Durchmessers,  das  schune  Theorem  des  New- 
ton Ober  die  „organische^  Beschreibung  der  Kegelschnitte,  durch 
zwei  der  Grosse  nach  beständige  Winkel,  deren  jeder  um  seinen 
festen  Scheitel  als  Pol  gedreht  wird  und  deren  eines  Schenkel- 
paar zum  Ort  des  Durchschnittspnnktes  hat  eine  Gerade,  nach 
Newton  selbst,  oder  einen  Kegelschnitt,  nach  der  erweiterten 
Auffassung  der  neuen  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel- 
paar zum  Ort  des  Durchschnittspunktes  immer  einen  Kegelschnitt 
hat,  der  durch  die  beiden  festen  Scheitel  oder  Pole  geht.  Eben- 
dahin  gehurt  endlich  auch  das  Haupttheorem  über  das  projecti- 
vische  Verhalten  der  Punkte  eines  Kegelschnitts,  aus  dem  sich 
umgekehrt  die  meisten  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  ableiten 
lassen,  mitinbegriffen  die  obige  vom  eingeschriebenen  Viereck. 

So  viel  zur  Einleitung  über  Begriffsbestimmung,  Zusammen- 
hang und  Geschichte  unsers  Problems  im  Allgemeinen,  da  mit 
der  Rückkehr  zum  Anfang  und  Ausgangspunkt  der  Kreislauf  die- 
ser Begriffsentwicklung  geschlossen  Ist. 


§.3. 

Beschränkung  des  allgemeinen  IVob/etiM  durch  das  Theorem 
Newion^s  vom  eisyeschriehenen   Viereck  des  Kegelschnitts. 

Um  die  hier  gesteckten  Grenzen  niclit  zu  überschreiten ,  heben 
wir  aus  dem  weiten  Umfang  der  Bestimmungen  des  §.  1.  Über  das 
allgemeine  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plures  lineas  zu 
einlässlicher  Behandlung  bloss  heraus  die  auf  ein  Viereck  be- 
schränkte Ortsbestimmung  des  Mittelpunktes  P  der  Strahlen,  wo- 
bei wir  um  des  geschichtlichen  Gewichtes  willen  auffrischen  wol* 
len  die  geometrischen  Methoden  New  ton' s  und  seiner  Zeit  an 
folgendem  an  sich  wichtigen  Theorem: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  P  eines  gege- 
benen Kegelschnitts  nach  den  Seiten  eines  einge- 
schriebenen Vierecks. 2liBZ>C  Gerade  gezogen  werden. 
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deren  jede  mit  der  zugehörigen  Seite  einen  bestimm- 
ten nnverfinderlicben  Winkel  bildet,  nämlich  PQ 
nach  AB,  PR  nach  CD,  PS  nach  AC,  PT  nach  BD:  so 
ist  das  Rechteck  oder  Prodnct  PQ.PR  der  Geraden 
nach  dem  einen  Paar  Gegenseiten  zum  Product  oder 
Rechteck  PS.PT  der  Geraden  nach  dem  andern  Paar 
Gegenseiten  in  einem  gegebenen  Verbältnisse. 

Im  Sinn  und  Geist  der  vom  Einzelnen  zum  Allgemeinen  fort- 
schreitenden alterthumlichen  Synthesis  unterscheidet  Newton 
beim  Beweise  dieses  Satzes  drei  Fälle,  sowohl  nach  der  Art  des 
Vierecks,  als  nach  der  Richtung  der  Strahlen. 

Erster  Fall.  Das  Viereck  sei  nach  Taf.  I.  Fig.  1.  ein  Tra- 
pez mit  den  parallelen  Seiten  AC  und  BD,  und  es  sei  sowohl 
PQ  als  PR  parallel  mit  diesen,  und  sowohl  PS  als  PT  parallel 
zu  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  AB.  Nun  ist  nach  allbekann- 
ten Eigenschaften  der  Kegelschnitte  die  Gerade  ÄX  durch  die 
Mitten  der  parallelen  Seiten  als  Sehnen  des  Kegelschnitts  ein 
Durehmesser  der  Curve  und  hSiftet  auch  den  Abstand  RQ  zwischen 
den  Theilpunkten  R  und  Q  der  nicht  parallelen  Seiten,  da  nach 
der  Voraussetzung  PR -nnd  PQ  in  einer  zu  den  parallelen  Sei- 
ten AC  und  BD  parallelen  Richtung  liegen.  Die  Mitte  der  Strecke 
'  RQ  sei  O,  so  ist  PO  eine  zu  jenem  Durchmesser  JT^  conjagirte 
Halhsehne  oder  sogenannte  Ordinate  (ordinatim  applicata  ad  dia- 
metrum).  Verlängere  PO  nach  K,  so  dass  OK  gleich  OP,  so 
ist  OK  Ordinate  auf  der  andern  Seite  des  Durchmessers  und  K 
Am  sechste  Punkt  unserer  Curre  zu  den  filnf  vorausgesetzten 
A,  B,  C,  D,  P.  Da  nun  also  die  Punkte  A,  B,  K  auf  dem 
Kegelschnitt  liegen  und  PK  die  AB  unter  einem  gegebenen  Win- 
kel schneidet,  so  ist  (Satz  17.  und  18.  Buch  111.  der  Kegelschnitte 
des  Apollonius)  das  Rechteck  PQ.QK  zum  Rechteck  AQ.QB 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse.  Aber  QK  gleich  PR  als  Dif- 
ferenzen der  gleichen  Grcissenpaare  OK  und  OP,  OQ  und  OR, 
und  daher  auch  Rechteck  PQ.QK  gleich  Rechteck  PQ.PR,  und 
folglich  auch  Rechteck  PQ.PR  zum  Rechteck  AQ.QB  oder  zum 
Rechteck  PS.PT  in  einem  gegebenen  Verhältnisse,  wie  zu  be- 
weisen war. 

Doch  ich  besinne  mich,  dass  viele  Leser  den  Apollonius 
weder  in  Urschrift,  noch  in  der  Cebersetzung  Balsams  zur  Hand 
haben,  um  den  Beweis  des  so  eben  angeführten  Satzes  selbst 
Dachzuschlagen,  wenn  er  ihnen  nicht  schon  vorher  geläufig  ist, 
sei  es  aus  synthetischen  HOlfsmitteln  oder  aus  analytischen  der 
Goordinaten- Geometrie,   eine  Voraussetzung,   die  nicht  allzu  zu- 
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versicbtiicfa  aufgestellt  werden  darf,  da  jener  Satz,  der  nächste 
Verwandte  vom  Potenzsatz  im  Kreise,  selbst  in  ansfilhrlichen 
HandbSchern  der  Coordinaten  •  Geometrie  fehlt. 

Daher  sei  für  alle  Fälle  so  kurz  als  möglich  ein  anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versucht 

Lehrsatz.  Wenn  durch  irgend  einen  Punkt  Q  innerhalb  oder 
ausserhalb  eines  Kegelschnitts  zwei  der  Lage  nach  [gegebene 
Gerade  so  gezogen  werden,  dass  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  einen  Sehne  zum  Recht* 
eck  aus  den  Abschnitten  der  andern  Sehne  in  einem  beständigen 
Verhältniss,  oder  nach  Taf.  I.  Fig.  1.  ist  AQ.QBiPQ.QK  ein 
gegebenes  Verhältniss. 

Beweis.  Erster  Fall.  Man  verbinde  in  Taf.  I.Fig.  1.,  die  der 
Leser  aus  sich  selbst  ergänzen  wolle,  den  Theilpunkt  Q  der  Aß 
mit  dem  Centrum  JH  des  Kegelschnitts  durch  den  Durchmesser 
FMQG,  dessen  Enden  seien  Fund  G,  ziehe  aus  dem  Curvenpunkte 
A  die  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Halbsehne  oder  Ordinate 
AE=zy.  Setzen  wir  ferner  ffir  die  Dnrchmesserabschnitte  aus 
dem  Fusspunkt  E  der  Ordinate  FE:=:m,  GE:=n,  so  haben  wir 
nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  y^:mn=^p 
oder  das  Verhältniss  des  Quadrates  der  Ordinate  zum  Rechteck 
der  DuTcbmesserabschnitte  ist  ein  gegebenes  (Apoll.,  Kegelschn., 
L  Bd.,  2L  Satz).  Nun  ist  der  Winkel  AQP  zwischen  AB  und 
PQ  ein  gegebener,  und  sicher  auch  der  Winkel  (r,  x)  zwischen 
AQ=zr  und  dem  Durchmesser  FMQG  als  der  Aze  der  x,  eben- 
so der  Winkel  (x,  y)  zwischen  derselben  Axe  der  x  und  der  Or- 
dinate AE=zy,    Es  sind  also  gegeben  die  Verhältnisse: 

y*:mn=p   und  r*:^*  =  Sin*(j?,  y):Sin*(r>  a:)  =  5, 

und  daraus  auch  zusammengesetzt: 

r^:mn:=zps  oder  r*  =  mit^* (1) 

Auf  dieselbe  Art  bekommen  wir  aus  QB  =  q  und  BL  als 
Ordinate  aus  dem  Curvenpunkte  ß  auf  denselben  Durchmesser 
FMQG  als  Axc  der  x  das  gegebene  Verhältniss  y^:fiv:^p,  des- 
sen Werth  p  derselbe  geblieben  ist  wie  vorhin,  wenn  FL^ft 
und  GL  =  V  vorstellen  die  Durchmesserabschnitte  aus  dem  Fuss- 
punkte  L  der  Ordinate  BL,  wozu  kömmt 

Q^:y^z=2  Sin*(^,  y)  :  Sin*(^,  x)^=s 

als  ebenfalls  mit  den  fraglichen  Winkeln  gegebenes  Verhältniss 
und  gleich  an  Werth  dem  vorigen  Sindsverhältniss.  Aus  diesen 
beiden  Verhältnissen  aber  bekommen  wir  durch  Zusammensetzung: 
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Q^tfiivssps  oder   ^*=ffti^j (2) 

Nun  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  TQ^zpsS/ mn^v  oder  das 
Prodoct  AQ.BQ  als  ein  gegebenes. 

Dieselbe  Taf.  1.  Pig.  1.  mit  den  nothigen  Ergänzungen  gibt  ffir 
PQ^^u,  KQszv  mit  Bezug  auf  den  nfimlichen  Dorchmesser 
FMQG  und  mit  Hülfe  der  conjngirten  Halbsebnen  oder  Ordinaten 
aas  P  und  K  auf  denselben  das  Product  uv  oder  PQ.KQ  als 
ein  gegebenes,  wenn  auch  wegen  der  Verschiedenheit  der  Win- 
kel einen  andern  Werth  desselben.  Daher  ist  auch  das  VerhSit- 
niss  TQittv  oder  AQ.BQiPQ.KQ  dieser  Producte  ein  gegebe- 
neSy  w,  z.  b.  w. 

Zweiter  Fall.  Setzen  wir  nun  das  Viereck  ABDC  habe 
gar  keine  parallelen  Seiten  oder  sei  ein  Trapezoid.  Es  sei  aber 
in  Taf.  I.  Fig.  2.  PS  sowohl  als  PT  parallel  zu  AB,  und  daher 
diese  beiden  Strahlen  in  einer  Richtung »  ebenso  PQ  und  PR 
parallel  zu  AC,  und  daher  in  einer  Richtung.  Nun  ziehe  man 
noch  die  Hfilfslinie  Bd  parallel  zu  AC  und  verlängere  sie  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Richtung  ST  \d  t;  diese  Ufilfslinie  1?<2  treffe 
zugleich  den  Kegelschnitt  in  d.  Ziehe  Cd,  die  PQ  in  r  schneide, 
zu  PQ  und  AC  parallel  die  DMN,  die  Cd  in  M  und  AB  in  N 
schneide.  Nun  sind  die  Dreiecke  BTt  und  BDN  ähnlich,  und 
daraus  folgt  die  Proportion: 

Bt:Tt  =  DN:BN    oder    PQ:Tti=DN:BN; 
ebenso  diese: 

RrxDM^AQiAN  oder  RrxPS=iDM:AN, 
darch  Zusammensetzung: 

PQ.Rr:Tt.PS=DN.DM:AN,BN, 
und  nach  dem  ersten  Falle: 

PQ.Pr:PS.Pt=DM.DN:AN.BJS, 

und  daher: 

PQ.iPr^-Rry.PSlPt-TOz^DM.DNiAN.BN 
oder 

PQ.PR:PS.PT=iDM.DNiAJS.BN, 

oder  das  Verbältniss  jener  Rechtecke  ein  gegebenes.    Denn  Bd 
ist  der  Richtung  nach  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und  PQ, 
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und  mit  dem  Kegelschnitt  auch  der  Durchschnlttspankt  d,  daher 
auch  Cd  mit  C  und  d.  Durch  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DMN  aus  dem  gegebenen  Punkte  Z>,  daher  auch 
ihre  Ourchschnittspunkte  M  und  N  mit  den  gegebenen  Cd  und  AB. 
Damit  Ist  endlich  das  Verhältniss  der  Rechtecke  DM.DNiAN.BN 
ein  gegebenes  und  nach  der  letzten  Proportion  auch  das  Ver- 
hältniss der  Rechtecke  PQ.PRiPS.PT  ein  gegebenes,  wie  zu 
beweisen  war. 

Dritter  Fall.  Setzen  wir  endlich  ein  Trapezoid  wie  im 
vorigen  Fall,  nach  Taf.  I.  Fig.  3.  aber  keinen  Strahl  PQ,  PR, 
PS,  PT  parallel  zu  irgend  einer  Seite  AC  order  AB,  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt.  Anstatt  dersel- 
ben ziehe  Pq,  Pr  parallel  zu  AC,  und  Ps,  Pt  parallel  zu  AB. 
Und  wegen  der  gegebenen  Winkel  der  Dreiecke  PQq,  PRr,  PSs, 
PT^sind  auch  gegeben  die  Seitenverhältnisse  PQiPq,  PRiPr, 
PSiPs,  PTiPt  und  damit  auch  die  zusammengesetzten  Verhält- 
nisse PQ.PRiPq.Pr  und  PS.PTiPs.Pt  Aber  nach  dem  oben 
Bewiesenen  Ist  das  Verhältniss  Pq.PriPs.Pt  gegeben,  also 
auch  das  Verhältniss  PQ.PRiPS.PT,   wie  zu   beweisen   war. 


§4. 

Umgekehrter  Lehrsatz  Newton^ s.    (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Es  sei  wie  im  Vorigen  gegeben  ein  beliebiges 
Viereck,  und  das  Rechteck.  PQ. PA  der  Strahlen  aas 
einem  Punkte  P  nach  zwei  Gegenseiten  stehe  zum 
Rechteck  PS.PT  der  Strahlen  aus  demselben  Punkte 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse: so  ist  der  Ausgangspunkt  P  der  Strahlen 
anf  einem  Kegelschnitte,  der  dem  gegebenen  Viereck 
umschrieben  ist. 

Beweis.  Durch  die  vier  Ecken  A,  B,  C,  D  des  gegebenen 
Vierecks  und  irgend  einen  fCinflten  Punkt  p  aus  den  unendlich 
vielen ,  unter  obiger  Bedingung  möglichen  Punkten  P  sei  ein  Kegel* 
schnitt  beschrieben  :  so  behaupte  ich ,  der  Punkt  P  liegt  immer 
auf  dieser  Curve.  Denn  angenommen  das  Gegentheil,  so  ver- 
binde diesen  Punkt  P  mit  einer  Ecke,  z.  B.  A,  des  Vierecks «  so 
wlfd  die  AP  den  Kegelschnitt  in  einem  andern  Punkte  als  in 
P  treffen,  etwa  in  b,  wenn  es  niuglich  ist.  Daher  ziehe  man  aus 
diesen  Punkten  />  und  6  nach  den  Seiten  des  Vierecks  Strahlen 
pq,  pt,  ps,  pt;  bk,  bg,  bs,  bd  unter  gegebenen  Winkehi,  bo 
wird    nach    dem    vorigen    Lehrsatze    bestehen    die    Proportion: 
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bk.bQibi.bd  =  pg.prips.pi=:PQ.PRiPS.PT  (nach  der  Vor- 
aoasetzuDg).  Aber  wegen  der  Aehnlicbkeit  der  Vierecke  bkAs, 
PQAS  besteht  auch  diese  Proportion:  bkib$:=zPQ:PS\  diese 
gibt  mit  der  vorigen :  bgibd^^  PR :  PT,  und  daher  die  gleichwink- 
ligen Tierecke  Dgbd,  DRPT  ähnlich,  so  dass  ihre  Diagonalen 
Db,  DP  zusammenfallen  müssen.  Also  föllt  b  in  den  Durchschnitt 
der  Geraden  AP  und  DP  oder  ßlllt  mit  dem  Punkte  P  zusam- 
men. Daher  muss  der  Punkt  Py  wo  er  auch  angenommen  wird, 
onter  obiger  Bedingung,  fallen  auf  den  oben  bestimmten  Kegel- 
schnitt, wie  zu  beweisen  war. 

Zusatz.  Wenn  daher  aus  einem  gemeinschaftlichen 
Ausgangspunkte  P  drei  Strahlen  PQ,  PR,  PS  nach  drei 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  AC  oder 
nach  den  Seitenrichtungen  eines  Dreiecks  gezogen 
werden,  so  dass  zu  jeder  festen  Geraden  ein  Strahl 
gebort,  mit  ihr  einen  gegebenen  Winkel  bildet  und 
zugleich  das  Rechteck  PQ.PR  aus  zwei  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  dritten  Strahls  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  steht:  so  liegt  der  gemeinschaftliche 
Ausgangspunkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Geraden  AB,  CD  in  A  und  C  be- 
rOhrt,  und  umgekehrt:  Wenn  gegeben  ist  ein  Kegel- 
schnitt mit  zwei  Tangenten  AB,  CD,  ihren  Berührungs- 
punkten A  und  C,  und  folglich  der  Berfihrungssehne 
AC,  und  es  werden  aus  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
PStrahlen  unter  gegebenen  Winkeln  nach  jenen  drei 
Geraden  gezogen:  so  steht  das  Rechteck  PQ.PR  der 
nach  den  Tangenten  AB,  CD  gezogenen  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  nach  der  Berührungssehne  AC  gezo- 
genen Strahls  in  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Denn  in  Taf.  1.  Fig.  4.  falle  die  Gerade  BD  zusammen  mit  der 
Geraden  ACf  ohne  Aenderung  in  der  Lage  der  drei  Geraden 
AB,  CD,  AC;  femer  falle  der  Strahl  PT  zusammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  aus  dem  Rechteck  PS. PT  das  Quadrat  P^ 
oder  PT^,  und  die  Geraden  Aß,  CD,  welche  die  Curve  in  je 
iwei  Punkten  A,  B;  C,  D  schnitten,  können  sie  nun  in  jenen 
zusammenfallenden  Punkten  nicht  mehr  schneiden,  sondern  nur 
noch  berühren. 

e 

Erklärung.    Der  Name  Kegelschnitt  wird  hier  im  weitesten 

Sione  gefasst,  so  dass  er  auch  in  sich  scbliesst  sowohl  den  gerad- 
^igen  Schnitt  durch  den  Kegelscheitel,  als  den  kreisförmigen 
^oitt,  der  parallel  ist  zur  Kegelbasis  im  aufrechten  und  sebie- 
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fen  Kegel,  als  deir  kreisforroigen  Schnitt,  der  aDtipacallel  ist  zor 
Kegelbasis  im  schiefen  Kegel. 

Anmerkung.    Die  letzte  Unterscheidung,  obgleich  hier  über- 
gangen von  Newton  und  foo  uns  beigefugt,  kann  jenem  unmog^ 
lieb  fremd  gewesen  sein,   da  er  ja  überall  zu  diesen  Beweisen 
den  Apollonins  anruft,    der  dieses  Alles  scharf  unterscheidet 
Denn,  um  zur  Sache  zurückzukehren,  wenn  der  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Gerade  der  Punkte  Af  B,  C,  D  föllt,  so  verwandelt  sich 
der  Kegelschnitt  sofort   in    ein  Paar   Gerader,    deren   eine   den 
Punkt  p  enthält,  deren  andere  eine  Gerade  irgend  zweier  andern 
Punkte  ist,  und  das  Verhältniss  der  Rechtecke  bekommt  0  zum 
Werthe.    Wenn  zwei  gegenüberliegende  Winkel  des  Vierecks  ein- 
ander zu  zwei  Rechten  ergänzen  und  die  vier  Strahlen  PQ,  PRt 
PS,  PT  rechtwinklig  oder  schief,  aber  unter  gleichen  Winkeln 
nach  den  Seiten  gezogen  werden,  und  das  Rechteck  PQ.P£  des 
einen  Strahlenpaares  gleich   ist  dem  Rechteck  PS.PT  des  an- 
dern Strahlenpaares,  so  ist  der  Kegelschnitt  ein  Kreis.    Dasselbe 
findet  Statt,    wenn  die  vier  Strahlen  zwar  unter  ungleichen  Win- 
keln nach  den  Seiten  gezogen  werden,    aber  mit  der  Bedingung, 
dass  das  Rechteck  PQ.PR  des  einen  Strahlenpaares  zum  Recht- 
eck PS.PT  sich  verhalte  wie  das  Rechteck  aus  den  Sinus  der 
Winkel  (PS,  AC)  und  (PT,  BD)  zum  Rechteck  aus  den  Sinus 
der  Winkel  (PQ,  AB)  und  (PR,  CD),  so  dass  die  Strahlen  und 
ihre  Winkel  zu  den  Seiten  in  umgekehrter  Ordnung  erscheinen. 
In  allen  andern  Fällen  ist  der  Ort  des  Punktes  P  als  des  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunktes  der  Strahlen,  eine  der  drei  eigent- 
lichen Kegelschnittfiguren.    Statt  des  gemeinen  Vierecks  ABCD 
kann  aber  gesetzt  werden  das  vollständige  Vierseit,  das  alle  Ge- 
raden der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  zu  Seiten  bat.    Es  kann  aber 
auch  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  eines  solchen  Vierseits 
einer  oder  ein  Paar  in*s  Unendliche  binausrücken ,  wodurch  die 
Geraden  parallel  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten   convergir* 
ten.    In  diesem  Falle  geht  der  Kegelschnitt  durch  die  übrigen 
Punkte  und  verwandelt  sich  in  ein  Paar  Paralleler. 


§.6. 

Construction  zum  Problem  des  Pappus. 

Aufgabe.  Zu  finden  einen  Punkt  P,  aus  dem  vief 
Strahlen  PQ,  PR,  PS,  PT  nach  vier  gegebenen  Gera- 
den AB,  CD,  AC,  BD  der  Reihe  nach  unter  gegebenen 
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Winkeln  gezogen,  geben   ein  bestimmtes  Verhiltniss 
der  Rechtecke  PQ.PR  und  PS.PT. 

Die  Geraden  AB 9  CD,  nach  welchen  die  das  eine  Rechteck 
bildenden  Strahlen  PQ,  PR  gezogen  werdeo,  schoeiden  die  an* 
dem  zwei  Geraden  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  Aus  einem 
dieser  Punkte,  z.  B.  A,  ziehe  in  beliebiger  Richtung  eine  Gerade 
AHy  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  P  liegen  soll.  Diese  schneide 
die  Gegenseiten  BD^  CD,  die  erste  in  H^  die  zweite  in  J.  Weil 
nan  alle  Winkel  der  Figur  gegeben  sind,  so  sind  damit  auch  ge- 
geben die  Verhältnisse  PQiPA,  PA: PS,  und  daher  das  Ver- 
h&ltniss  PQ  zu  PS.  Das  vorausgesetzte  Verhältniss  der  Recht- 
ecke ist  PQ.PR: PS.PT;  dieses  dividirt  durch  das  vorige  gibt 
PRiPT,  dieses  zusammengesetzt  mit  PJiPR  gibt  PJ:PT,  und 
dieses  zusammengesetzt  mit  PT :  PH  gibt  endlich  PJ :  PH  und 
damit  auch  den  Punkt  P,  der  zu  inden  war. 

Zusatz  1.  Daher  kann  auch  zu  jedem  beliebigen  Punkte  D 
unter  den  unendlich  vielen  Punkten  P,  die  unter  obiger  Ortsbe- 
dingung möglich  'sind,  eine  Tangente  gezogen  werden.  Denn  in 
Taf.  L  Fig.  5.  geht  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  zum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  und  D  zusammenfallen,  d.  h.  wenn 
die  AH  durch  den  Punkt  D  geht,  also  in  AD  abergeht.  In  die> 
sem  Falle  «^ird  das  letzte  VerbSltniss  der  bis  zum  Verschwinden 
abnehmenden  Abschnitte  PJ  und  PH  mit  HOlfe  des  vorigen  Be- 
weises gefunden  wie  folgt:  Man  ziehe  Dq  parallel  zu  PQ,  Ds 
parallel  zu  PjT,  als  dem  Curvenpunkte  D  entsprechende  Strahlen 
za  AB  und  AC,  deren  jeder  mit  der  zugeh5rigen  Geraden  immer 
seinen  gegebenen  Winkel  bilden  soll. 

Nun  geht  unsere  obige  Bedingung,  dass  PQ.PR:PS.PT 
ein  gegebenes  Verhältniss  sei,  durch  die  besondere  Lage  des 
Punktes  P  bei  D  unmittelbar  über  in  (Dg  +  x).Pr:(Ds  +  ^).Pi, 
welcher  Ausdruck  denselben  gegebenen  Werth  hat,  und  wo  P 
▼orAellt  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  von  D  bis  zum  Ver- 
schwinden abnehmend  gedacht  wird,  so  dass  or  und  y  gleichfalls 
und  gleichzeitig  mit  Pr  und  Pt  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nun  verschwinden  die  unendlich  kleinen  x  und  y  vor  den  end- 
lichen Grössen  Dq  und  Ds,  so  dass  wir  haben:  Dq.Pr:Ds.Pt, 
gleich  demselben  Wevth,  den  wir  für  PQ.PR:PS.PT  voraus- 
gesetzt haben;  Dq  und  Ds  sind  aber  durch  die  besondere  Lage 
des  Punktes  P  bei  D  unmittelbar  gegeben  und  damit  auch  das 
letzte  Verhältniss  Pr:Pt  der  bis  zum  Verschwinden  abnehmen- 
den Pr  und  Pt  oder  die  „ultima  ratio  evanescentium''  mittelbar 
bestimmt,  so  dass  wh:  haben,  PQ.PR: PS.PT  =:g  vorausge* 
•etst,  Pr:Pt^g.Ds:  Dq,  wo  das  Verhältniss  der  anendlich  klei- 
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neu  Pr  and  Pt  übersetzt  ist  in  ein  Verhältniss  endlicher  GrSssen 
and  erst  dadurch  zar  Construction  geeignet  erscheint.  Nun  ziehe 
man  nach  Newton  CF,  parallel  zu  JZ),  theile  sie  in  jenem  letzten 
Verhältniss  der  JP  und  Pff  in  E  und  ziehe  DE  als  gesuchte 
Tangente,  weil  CF,  deren  Endpunkt  F  auf  der  Richtung  ££>,  und 
das  verschwindend  kleine  Jff,  unendlich  nahe  an  Z),  zu  einander 
und  zu  AD  parallel  sind  und  daher  auch  in  E  und  P  in  demsel- 
ben Verhältniss  getheilt,  das  als  letztes  Verhältniss  der  bis  zum 
Verschwinden  abnehmenden  JP  und  PH  aus  dem  letzten  Ver- 
hältniss Pr:  Pt  abgeleitet  wird  wie  im  vorigen  Beweis  JPiPH 
aus  der  Bedingung  PQ.PR:PS.PT=:g  und  den  übrigen  geo- 
metrischen Bedingungen. 

Noch  unmittelbarer  lässt  sich  aber  nach  Taf.  I.  Fig.  5.  a.  die 
Tangentenrichtung  DE  aus  dem  einmal  gefundenen  letzten  Ver- 
hältniss PriPt  bestimmen  wie  folgt:  Man  ziehe  Mq  parallel  zu 
PR  aus  einem  beliebigen  Punkte  q  der  CD  in  beliebiger  Länge, 
durch  ihren  Endpunkt  M  eine  Gerade  G  parallel  zu  CD,  aus 
einem  beliebigen  Punkte  r  der  BDF  die  iVr  parallel  zu  BDF,  so 
dass  MQ:Nt  =  Pr:Pi  =  g.Ds:Dq,  d.  h.  die  Länge  der  iVr  nach 
Maassgabe  des  letzten  Verhältnisses  PriPt;  durch  den  Endpunkt 
N  eine  Gerade  K  parallel  zu  BDF:  der  Treffpunkt  L  der  Gera- 
den G  und  K,  verbunden  mit  Z>,  gibt  die  gesuchte  Tangente  des 
Kegelschnittes  im  Punkte  D.  Der  Leser  möge  in  Taf.  I.  Fig.  5. 
die  nothigen  Ergänzungen  selbst  machen. 

Zusatz  2.  Daraus  kann  auch  nach  Taf.  I.  Fig.  6.  die  Orts- 
curve  des  Punktes  P  bestimmt  werden.  Durch  irgend  einen  der 
vier  gegebenen  Punkte  A^  B,  C,  D,  z,  B,  durch  A,  ziehe  eine 
Tangente  AE  der  Ortscurve  und  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
B  eine  Parallele  BF  zu  derselben,  deren  Treffpunkt  mit  der 
Carve  F  sei;  dieser  wird  aber  gefnnden  nach  der  Analysis  der 
vorigen  Aufgabe.  Dann  hälfte  BF  in  6,  aus  dem  Berührungs- 
punkt A  der  Tangente  AE  ziehe  AG  nach  der  Mitte  G  der  pa* 
rallelen  Sehne  BF  nnbestinmit  lang,  so  ist  AG  eine  Durchmes- 
serrichtung, zu  welcher  die  Sehne  BGF  conjugirt  ist.  Die  AG 
treffe  die  Curve  in  H,  dann  ist  AH  eine  Durchmesserlänge,  welche 
mit  dem  Parameter  p  gibt  die  Proportion  pxAH^BG^iAG.GH* 
^enn  kein  Durchschnitt  Statt  findet  zwischen  AG  und  der  Curve, 
oder  wenn  AH  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Ortscurve  eine 
Parabel  und  der  zu   AG  gehörige  Parameter  (latus  rectum  oder 

BG^ 

erectum)  ist  -yf^'  Wenn  aber  die  Punkte  A  und  H  auf  dersel- 
ben Seite  von  G  liegen  in  endlicher  Entfernung,  so  ist  die  Orts- 
curve eine  Hyperbel;    eine  Ellipse  hingegen,  wenn  A  und  H  an 
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beiden  Seiten  tod  Cr  liegen  in  endlicher  Entfernnng ;  es  sei  denn, 
das8  der  Winkel  AGB  ein  rechter  sei  und  ansserdeni  das  Qua- 
drat BG^  gleich  dem  Rechteck  AG .  GH,  in  welchem  Falle  ein 
Kreis  sich  ergibt.  Damit  ist  also  auseinandergesetzt  die  Aufgabe 
der  Alten  de  quatuor  lineis,  die  von  Euklid  aufgestellt  und  in 
der*Lo8nng  begonnen,  von  Apollonius  fortgeftlhrt  worden  ist. 
Und  zwar  gibt  dieser  Zusatz  die  Auflösung  nicht  durch  Rech- 
BODg,  sondern  durch  geometrische  Construction ,  wie  sie  die  Alten 
anstrebten. 

§.  6. 

Bus  Problem  des  Pappus  im  Kreise  und  zugleich  beschränkt 
auf  drei  Gerade ,  wo  der  fVerih  des  Verhältnisses  i  ist. 

Schon  oben  in  §•  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lehrsatz  des 
Newton  Ist  das  Problem  des  Pappus  auf  drei  Gerade  beschränkt 
worden.  Eine  noch  engere  Begränzuiig  desselben  liegt  darin, 
wenn  jenes  die  Ortsbedingung  des  Punktes  P  enthaltende  Ver- 
hiltniss  des  Rechtecks  zweier  Strahlen  zum  Quadrat  des  dritten 
Strahls  den  Werth  1  annimmt,  d.  h.  wenn  das  Rechteck  zweier 
Strahlen  gleich  ist  dem  Quadrat  des  dritten  Strahles  und  zugleich 
die  Strahlen  auf  den  festen  Geraden  senkrecht  stehen.  Auch 
in  dieser  Beschränkung  der  Aufgabe  geht  im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  als  Ortscurve  aus  derselben  hervor;  wenn  aber  noch 
bestimmter  die  drei  festen  Geraden  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden,  so  spricht  sich  das  Ergebniss  unserer  Ortsbestimmung 
ans  in  dem  Lehrsatze : 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  P,  dessen  Ent- 
fernung Ton  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  gleichen 
Schenkeln,  gibt  als  Ortscurve  einen  Kreis,  welcher  die 
beiden  gleichen  Schenkel  in  den  Basisecken  berGhrt. 

Beweis.  Es  sei  also  zu  diesem  Ende  in  Taf.  Lf'ig.?.  als 
gegeben  angenommen  der  Punkt  C  mit  der  Bestimmung,  dass 
leioe  Entfernung  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen  seinen  Ent- 
fernungen   CP  und   CQ   von   den   Schenkeln   AG  und  BG  des 

Dteiecks ,  dass  also  bestehe  die  Voraussetzung  CD^  =  CP.  CQ, 
oad  es  sei  zu  Sachen  der  Ort  des  so  bestimmten  Pun^Ltes  C. 

Nun   ist  Winkel  a  =  DCQ  —  DCP—ABG  =  BAG  wegen 
te  Perpendikularität  der  Schenkel ;   aus  der  Voraussetzung  aber 
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folgt  die  ProportioD  CP:CD^CD:CQ;  also  ia  deo  Dreiecken 
CDP  uod  CDQ  ein  Winkel  gleich  and  die  einschiiessendeD  Se^ 
ten  in  gleichem  Verhältnis«»  womit  hergestellt  ist  ihre  Aehnlich- 
keit.  Zugleich  sind  ADCPnud  BDCQ  Kreissehnenvierecke,  und 
zwar  speciell  solche,  wo  eine  Diagonale  zugleich  Durchmesser 
des  umschriebenen  Kreises,  weil  wegen  der  Perpendikel  CD,  CP, 
CQ  ein  Paar  Ciegenwlnkel  Rechte  sind,  woraus  die  in  der  Figur 
mit  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Winkel  gleich  sind,  und 
daher  die  Dreiecke  ADP  und  BDQ  ebenfalls  ähnlich;  aber  auch 
Winkel  ACB  =  y+ß=:a=^  ABG=  BAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel an  der  Grundlinie:  was  den  Ort  des  Punktes  C  constituirt 
als  den  Kreis  auf  der  Sehne  AB,  welche  abschneidet  das  Seg- 
ment, das  den  Peripheriewinkel  d=zABG=^BAG  in  sich  fosst; 
zugleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  und  BG,  wie  zo 
beweisen  war. 


Vmkehrung  des  vorigen  Satzes, 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangenten  und  ihren 
BerShrungspunkten,  also  auch  der  Bertihrungssehne 
AB:  so  ist  die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes 
von  der  Berfihrungssehne  das  geometrische  Mittel 
zwischen  seinen  Entfernungen  von  den  Tangenten. 

Der  Satz  Tom  Huhenquadrat  des  rechtwinkligen  Dreiecks  oder 
vom  Quadrat  der  Ordinate  auf  den  Durchmesser  bildet  am  besten 
den  Eingang  zu  einem  besondern  Falle  unsers  Satzes  und  damit 
auch  den  Uebergang  zu  unserm  allgemeinen  Satze  selbst  Wer- 
den nämlich  an  die  Enden  des  Durchmessers,  auf  welchen  die 
Ordinate  geföllt  ist,  Tangenten  gelegt,  zugleich  die  Durchmes- 
serrichtung parallel  mit  sich  selbst  verschoben  bis  an  die  Peri- 
pherie, so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinate,  weil  dnrch 
jene  Verschiebung  die  Durchmesserabschnitte  die  Maasse  abge- 
ben ßr  die  Entfernungen  des  Peripheriepunktes  von  jenen  (paral- 
lelen) Tangenten,  folgendermaassen : 

Die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes  von  einem 
Durchmesser  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tan- 
genten in  den  Enden  des  Durchmessers. 

Nun  liegt  die  Voraussetzung  nahe,  dass  der  Satz  allgemeiner 
gelte  in  obiger  Fassung.  Dazu  ist  der  Beweis  folgender:  Wird 
noch  in  Taf.I.Fig.8.  der  Fussponkt  D  der  Ordinate  CD  verbun- 
den mit  den  Fusspunkten  P  und  Q  der  Perpendikel  auf  die  Tan- 
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genten^  so  haben  wir  vermuge  der  Perpendikel  zwei  Kreieeehnen* 
Tierecke  CDAP  und  CDBQ  mit  ihren  Diagonalen  AC  nnd  Z>P, 
BC  und  DQ,  die  mit  den  Seiten  die  Paare  gleicher  Winkel 
machen,  die  mit  denselben  Buchstaben  a  nnd  ß  bezeichnet  sind, 
bei  A  und  P,  bei  A  und  />;  dass  aber  auch  die  Winkel  a  und 
ß)m  A  und  B  einzeln,  denselben  Buchstaben  entsprechend,  ein- 
ander gleich  sind ,  folgt  aus  der  Eigenschaft  der  Tangentensehnen- 
iriokel,  so  dass  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aehn 
lichkelt  der  Dreiecke  CDP  und  CDQ  mit  der  gemeinschafUicben 
Seite  CD  9  worauf  eben  Alles  ankam  zur  Erzeugung  der  stetigen 

Proportion  PC:CD:=  CDiCQ,  wo  zur  besseren  Cebersicht  der 
jeder  Seite  gegenüberstehende  Winkelbuchstabe  oben  darauf  ge- 
setzt wurde,  und  diese  Proportion  ist  die  Behauptung,  die  zu 
beweisen  war. 


§.  7. 

Anwendung  des  vorigen  Satzes    auf  das  Kreissehnenviereck, 

Schon  oben  in  §.  4.  ist  nach  Newton  hervorgehoben  worden 
der  Fall,  wenn  als  die  durch  das  Problem  des  Pappus  bestimmte 
Ortscnrre  der  Kreis  hervorgeht  aus  dem  Viereck.  Darauf  kom- 
men wir  hier  wieder  zurück,  nicht  nur  des  näheren  Nachweises 
wegen,  sondern  weil  der  Beweis  jenes  besonderen  Falles  n^r 
eine  wiederholte  Anwendung  unsers  so  eben  bewiesenen  Satzes 
ist  Ist  nämlich  in  Taf.  II.  Fig.  9.  gegeben  das  Kreissehnenvierecfc 
ABKL  mit  den  Tangenten  an  den  Ecken,  der  fünfte  freie  Punkt 
C  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seiten  der  Figur  geföllt  die  Perpendikel  CD^f.  CG=g,  CE=h, 
CFz=ik  und  auf  die  Tangenten  in  den  Ecken  derselben  Figur  die 
Perpendikel  CP=fn,  CQ  —  r,  CV  =  n,  CV—s,  so  gibt  die 
widerholte  Anwendung  des  obigen  Satzes  folgende  Reihe  von 
Gleichungen : 

f^ssmr,    g*z=zms,    h'^  =  nr,    A*=iw; 
durch  Multiplication : 

mnrs:=zf*^,    g*h*ssmnrs  oder   fk=gh, 

uad  in  Worten: 

Das  Product  der  Entfernungen  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  von  einem  Paar  zugeordneter 
Selten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich 
lern  Product  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
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dem  einen  oder  andern   der  fibrigen  Paare  zageordne 
ter  Seiten. 


Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  Satz  des  Ptolemäus 
vom  Rroduct  der  Diagonalen  eines  Kreissehnenvierecks. 

Ein  allgemeiner  von  jedem  beliebigen  Viereck  AB  CD  gel- 
tender Satz  sagt  in  Bezog  auf  einen  Punkt  E  seiner  Ebene  ans 
die  Gfiltigkeit  folgender  Flächengleichong  zwischen  den  Dreiecken, 
deren  gemeinschaftlicber  Scheitel  £  und  deren  Gegenseiten  sind 
die  sechs  Strecken  zwischen  den  vier  Ecken  A,  ß,,C,  D: 

^EAC.^EBD  =  ^EAB.^ECD't^  ^EBC.^EAD 

oder  (die  Figur  weggelassen): 

x.AC.y.BD^m.AB.n.CD-t-p.BC.g.AD, 

wo  X,  y,  m,  n,  p,  q  der  Reihe  nach  die  Perpendikel  ans  E  auf 
AC,  BD,  AB,  CD,  BC,  AD  vorstellen,  die  aber,  um  Ceberla- 
dang  SU  vermeiden,  in  der  Figur  weggelassen  sind.  Nun  gilt  die* 
ser  Satz  sicher  auch  vom  Kreissebnenviereck  für  einen  belie- 
bigen Punkt  £  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
und,  damit  nach  dem  Lehrsatz  des  Ptolemäus  bestehe  die  Glei- 
chung AC.BDz^AB.CD+ßC.AD,  muss  noth wendig  xy  =  iim 
=^pq  sein.  Die  Gleichheit  der  Perpendikel -Producte  gilt  also 
för  alle  drei  Paare  zugeordneter  Seiten,  d.  h.  auch  fiSr  die  soge- 
nannten Diagonalen ,  wie  auch  aus  Taf.  IL  Fig.  9.  leicht  gezeigt 
werden  konnte,  was  nicht  geschehen,  um  ihre  Ueberladung  wa 
vermeiden.  Noch  ein  Beweis  zu  unserm  Satz  ergibt  sich  aus  den 
projectivisch  gleichen  Strahlbuscheln  im  Kreis,  nämlich 
in  Taf.  II.  Fig.  10.»  ^o  p,  q,  u^v  der  Reihe  nach  die  Perpendi- 
kel aus  m  auf  PA,  PB,  P'A,  P'B  vorstellen,  nnd  gültig  ist 
die  Proportion : 

SinmPA      SXumPA  mP.SinmPA       mP'.SlnmP'A 

SiiüPÄ-SiniiiP'i?   ®"^'   mP.SinmPB^  mP'.SinmP'B 

oder  -=-  oder  pe:=qu, 

also  wieder  die  in  Rede  stehenden  Prodncte  der  Perpendikelpaare 
auf  zugeordnete  Seiten  des  Kreissehnenvierecks  einand^  gleich. 

Noch  ein  Fall  der  Kreiserzeugnng  ans  dem  Viereck  durch  das 
Problem  des  Pappus  ist  oben  in  §•  4.  nach  Newton  bervorge- 
hoben  worden,  nämlich  der  besondere  Fall,  wo  die  vier  Strahlen 
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xwar  onter  ongleichen  Winkeln  nach  den  Seiten  gezogen  werden, 
aber  mit  der  Bedingung,  dass  in  Taf.  I.  Fig.  3.  PQ.PRiPS.PT 
=  Sin  (PS,  AC).Sm{PT,  BD):Sm(PQ,  AB).S\n(PR,  CD),  also 
in  nmgekebrter  Ordnung  der  Strahlen  und  Seiten.  Diess  ist  aber 
aar  eine  andere  Einkleidung  des  Satzes  der  gleichen  Perpendikel- 
prodacte  im  Kreissehnenviereck ,  denn  die  vorliegende  Bedin- 
gung gibt  nach  und  nach,  wenn  p,  q,  o,  u  der  Reihe  nach  die 
Perpendikel  auf  AB,  AC»  CD,  BD  vorstellen: 

p.Cosec(Pl!?,  AB).vCo8ec(PR,  CD) 

iqCouec (PS,  AQ.uCo8ec(PT,  BD) 

=  Sin(PÄ,  AC).Sm(PT,  BD):S\n(PQ,  AB).S\n(PR,  CD) 

oder  pc'=:qu  wie  oben. 


Zusammenhang  desselben  Satzes  mit  der  Involution  des 

Desargues, 

Schon  oben  im  §.  2.  ist  angedeutet  der  Zusammenhang  unsers 
Satzes  mit  dem  des  Desargues  über  die  Involution  der  sechs 
Paokte  einer  Transversale  durch  einen  Kegelschnitt  und  die  vier 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks.  Sind  nun  in  Taf.  II.  Fig.  IL, 
zur  näheren  Begründung  dieses  Zusammenhanges  oder  vielmehr 
zur  Ableitung  des  einen  Satzes  aus  dem  andern,  a  und  a'  die 
Durchschnittspunkte  zwischen  der  Transversale  und  dem  einen  Paar 
zugeordneter  Vierecksseiten  AB  und  ED,  ferner  b  und  b'  ffir 
das  andere  Paar  AD  und  BE,  endlich  c  und  c'  die  Durchschnitts- 
punkte zwischen  Curve  und  Transversale,  so  spricht  sich  das 
Involutionstheorem  unter  andern  aus  in  folgender  Gleichung: 

ac ,  a'c :  bc .  b'c  =  ac' .  a'& :  bc' .  b'c*. 

Werden  nan  aas  dem  einen  Curvenpunkie  c  gefüllt  die  Perpen- 
dikel m  auf  AB,  dann  n  auf  DE,  p  auf  AD,  q  auf  BE\  aus 
dem  andern  Curvenpunkt  c'  in  derselben  Ordnung  die  Perpendi- 
Itel  w! ,  n* ,  p* ,  q'  auf  dieselben  Seiten,  so  ist  m  =  ac. Sin a, 
ii=a'c.Sin/?,  p^bcSmy,  q=b'c. Sind,  wo  a,ß,y,8  die  Win- 
Icel  zwischen  der  Transversale  und  den  einzelnen  Vierecksseiten ; 
ebenso  wi'  =  ac'.  Sin  a ,  n'  =  a'c'.  Sin  ß,  p' = bc*,  Siny,  q'  =  b'c',  Sinä. 
Nim  gibt  unsere  obige  Invointionsgleichung,  verbunden  mit  der 
identischen : 

Sin  er  Sin /?:  Siny  Sin  ^  =  SincfSin/3:SinySin6', 
Theil  XXXVIII.  2 
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diese : 

ac  SiD  a.  a'c  Sin  ^ :  6cSin  y .  A'cSin  d 

=  ac'  Sin  a .  a!c*  Sin  /5 :  6c'  Sin  y  •  6'c'  Sin  d. 

Wird  nnn  die  Transversale  gedreht  um  den  festgehaltenen  Funict 
c*  y  so  bleiben  die  Perpendikel  m!  ^  n'  ,p' ,  q'  unverfindert,  so  dass 
vermöge  unserer  Proportion  das  beständige  Verhältniss  ihrer  Pro- 
ducts^ nSroüch  m'.n': p' 9'  oder  oc'.Sina.«'c'.SiojJ:6c'.Siny.ÄV.Sin^, 
auch  zur  Folge  hat  die  Beständigkeit  des  Productenverhältnisses 
m.nip.g  oder  ac.Sma,a'c.S\nß:bc.S\ny.b'c.S\nö,  womit  bewie- 
sen ist  die  allgemeine  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  vom  bestän- 
digen Verhältniss  der  in  Rede  stehenden  Perpendikelproducte. 


§.8. 

Das  Reciproke  des  Satzes   von   den  Entfertiungen    zwischen 
Curvenpunkty   zwei  festen  Tangenten  und  ihrer  Berührungs- 

sehne  heim  Kegelschnitt. 

Es  seien  in  Taf.  IL  Fig.  12.  gegeben  zu  einem  Kegelschnitt 
zwei  feste  Tangenten  AF,  BF  mit  den  Berührungspunkten  A 
und  B  und  dem  Treffpunkt  F,  eine  dritte  freie  Tangente  sei  PQ, 
die  die  beiden  ^festen  schneidet  in  P,  Q:  zu  bestimmen  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Entfernungen  AC  und  BD  der  festen 
Berührungspunkte  A,  B  von  einer  freien  Tangente  PQ  und  der 
Entfernung  FJ  des  festen  Treffpunktes  F  von  derselben.  Nun 
ist  nichts  leichter,  als  diese  Beziehungen  zu  finden»  wenn  wir  zu 
Hülfe  nehmen  die  projectivischen  Eigenschaften  der  Kegelschnitts- 
tangenten. Es  sind  nämlich  aus  Taf.  IL  Fig.  12.  selbstverständ- 
lich die  zwei  Proportionen: 

FJ:AC=FP:AP, 

FJ:BD=iFQ:BQ; 

«od  daraus  die  zusammengesetzte: 

FJ*:AC.BD^FP.FQ:AP.BQ 
oder 

FP  BO 


ebenso  filr  eine  zweite  freie  Tangente  P,Q,f  in  der  Figv  w^. 

gelassen, 

FP    BO 
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NoB  ist  nach  den  angefllbrten  projectivischen  EigenschafteD  der 
K^elecbnittetaiigenten : 

FP.FPf  _  BQ  . BQ, 

aP'AP,  -  FQ    Fe, 

oder 

FPBQ_FP,,BQ, 

APWQ  "ap/tq;* 

also  auch 

FJ^:AC.BD=  FJ,'^:AC,.BD,=zcon8ihnte, 

d.  h.  die  angeführten  Doppel  Verhältnisse  für  alle  freien  Tangenten 
PQ,  P,Q,9  P„Q„  U.S.  f.  von  beständigem  Werthe.  Daraus  der 
Satz,  das  Reciproke  zu  dem  auf  das  Dreieck  beschränkten  New- 
toDSchen  Satz  in  $.4.:  das  Quadrat  des  Abstandes  zwi- 
schen dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und 
einer  beliebigen  dritten  Tangente  steht  zu  dem  Recht- 
eck der  Entfernungen  zwischen  den  festen  Berüh- 
rungspunkten und  derselben  Tangente  in  einem  be- 
ständigen Verhältnisse. 

Oben  in  §.6.  hat  die  Ortsbestimmung  des  Pappus,  auf 
Kreis  und  gleichschenkliges  Dreieck  beschränkt,  den  Werth  des 
fraglichen  beständigen  Verhältnisses  zur  Folge  gehabt.  Nun  könnte 
es  scheinen,  auch  der  reciproke  Satz  führe  fOr  den  Kreis  auf 
denselben  Werth  1  des  hier  in  Rede  stehenden  beständigen  Ver* 
hältnisses.  Dass  es  aber  nicht  so  ist,  das  veranlasst  uns,  den 
zwar  schon  in  voriger  altgemeiner  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
eingeschlossenen  besondem  Fall  des  Kreises  hier  noch  besonders 
hervorzo heben,  ffir  ^en  wir  zudem  einen  neuen  Beweis  gefunden 
ta  haben  glauben ,  besonders  zur  Erhärtung  der  Thatsache,  dass 
das  fragliehe  Verhäitniss  nicht  1  ist,  sondern  einen  anderen  Werth 
hat,  und  endlich  zur  Bestimmung  dieses  Werthes  selbst. 

Es  sei  also  in  Taf.  11.  Fig.  13.  gegeben  ein  Kreis  aus  dem 
Centrum  ilf  mit  dem  Halbmesser  Jlf6r  =  r,  den  festen  Tangenten 
AF,  BF,  den  Berührungspunkten  A,  B,  also  der  Berührungs- 
>ehne  AB,  mit  ihrem  Pol  F  als  dem  Treffpunkt  der  Tangenten, 
dazu  eine  freie  dritte  Tangente  PQ,  die  festen  Tangenten  in  P, 
Q  schneidend,  ihr  Berährungspunkt  G\  der  Abstand  des  Poles 
Fvoro  Centnun  M  hingegen  F]U=ic;  der  Abstand  des  Berfih- 
nugspnnktes  G  der  freien  Tangente  PQ  von  der  festen  Polare 
•der  Berühningssehne  AB  sei  GE  =  p ;  der  Abstand  des  festen 
Berfilirungspunktes  A  von  der  PQ  ferner  AC=u;  der  Abstand 
^H  andern  festen  Berührungspunktes  B  von  derselben  PQ  end- 

2* 
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lieh  BD  =  V ;  der  Abstand  des  freien  Berfihrongspnnktes  G  von 
der  festen  Tangente  AF  sei  GH=zAC^=:v;  der  Abstand  des- 
selben G  i(on  der  andern  festen  Tangente  SF endlich  GK=-BD^=^t^ 
denn  auch  AP=^  GP  und  GQ=  BQ  als  Tangentenpaare  am  Kreis: 
so  lässt  sich  aus  diesen  Voraussetzungen  beweisen  die  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  FJM  und  EGM  mit  dem  gleichen  Winkel 
JFM=EGM=e^  oder  die  Proportion  JF:FM  =  EG:GM.  Es 
ist  nfimlich  FJL  senkrecht  auf  PQ^  elienso  der  Berührungshalb- 
messer  MG  senkrecht  auf  PQ,  daher  FJL  parallel  zu  GM,  ebenso 
LM  parallel  zu  PQ  und  gleich  JG,  MN  parallel  zu  AB  und 
gleich  OE,  und  daher  nach  und  nach: 

m  =  JF=FL^JL=FL— G;if=cCo8^-r, 
c  =  Füf,    JF:F;if=Co8d— -, 

f,=.GE=z  GN-^EN^  GJN^OM  =  r Cos^— -  , 
'  c 

r=^GM,    £G:Güf=Cos^— -, 

c 

und  damit  bewiesen  die  Proportion  JFi  FM=z  EG :  GM  oder 
mic^=pir  oder  die  Productengleichung  cp=^rm.  Nun  ist  aber 
in  5.6.  bewiesen  GE^=GH.GK  oder  p*=nv,  also  mV=:c*p*, 
iii*r*  =  c*iip,   oder  m*:tir  =  c*:r*,  d.h.: 

Im  Kreis  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und  einer 
freien  Tangente  zum  Rechteck  der  Abstände  zwischen 
den  festen  Berührungspunkten  und  derselben  freien 
Tangente  In  einem  beständigen  Verhältnisse,  and 
zwar  ist  dieses  Verhältnlss  wie  dks  Quadrat  des  Ab- 
standes zwischen  dem  festen  Treffpunkt  und  dem  Cen- 
trum zum  Quadrat  des  Halbmessers,  welches  Flächen- 
verhältnlss  oder  quadratische  Verhältnlss   sich  auch 

übersetzen  lässt  in  das  lineare  FMiOM  oder  c:3> 

Dnrch  wiederholte  Anwendung  dieser  Beziehungen  ergibt  sich 
das  zu  §.  4.  reciproke  Theorem : 

Ist  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umschrie- 
benen Viereck  oder  einem  Tangentenviereek:  so  steht 
dasRecbteck  aus  denEntfernungen  zweierGegenecken 
von  einer  freien  fünften  Tangente  zum  Rechteck  der 
Entfernungen  der  zwei  andern  Gegenecken  von  dersel- 
ben  freien    Tangente   In   einem    beständigen  Terbilt- 
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Bisse,  das  aber  beim  Kreis  uie  den  Werth  1  annimmt^ 
sodass  in  diesem  Falle  nie  ein  Prodnct  gleich  einem 
andern  ist. 

§.  9. 

Coerdinatetjuinatysis  zum  Saiz  des  Newton  und  seines 

Reciproken,' 

Zum  Schlass  sei  noch  die  Coordinatenanalysis  in  Wettkampf 
gesetzt  mit  unsern  synthetischen   nnd  neogeometriscben  Metho- 
den, zuerst  am  Lehrsatz   des  Newton  §.  4.  vom  Kegelschnitt 
und  dem  eingeschriebenen  VierecL    Die  dort  aufgestellte  Orts- 
^bediogung  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes  P  gibt  sofort  die 

Gleichung  pg  pf^ff   ^^^^  «^^^'  ^®  ^'®  Perpendikel  oder 

schiefen  Strahlen  PQ^m.  PR^n,  PS  =  p,  PT=q,  durch  die 
iaofenden  Coordlnaten  s,  y  des  Punktes  P  ausgedrückt,  lineare 
Functionen   dieser  Coordinatenv  vorstellen,  so   dass  wirklich   die 

BedinguDgsgleichung   --^z^g^  wo  je  zwei  solcher  linearer  Fuoc- 

p,q 

tionen  zum   Product  verbunden  sind»    eine  quadratische  wird   in 

Besag  auf  die  Coordlnaten  x^  y,  und  also  im  Allgemeinen  einen 

Kegelschnitt  vorstellt,   der  durch  die  vier  Ecken   des  gegebenen 

Vierecks  geht;  denn  wenn  it=0  ist,  so  rouss  auch  q  oder/»  =0 

sein,  und  wenn  mz=iQ  auch  p  oder  9  =0.    Die  Curve  muss  also 

durch  die  vier  Ecken  gehen,  da  nur  solche  Punkte  je  zwei  der 

Strahlen  oder  Perpendikel  zugleich  zu  0  machen. 

Hier  ist  überhaupt  zu  bemerken,  dass  immer  mn-\-gpq'=zQ 
vorstellt  die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades,  die  durch  vier 
Durcbschnittspunkte  der  Geraden  geht,  deren  Gleichungen  sind 
m=0,  11  =  0,  /7=:0,  9  =  0.  Mit  Hülfe  dieser  einfachen  Zeichen 
iSsst  sich  auch  leicht  obiger  Satz  Newton's  unikehren,  wie  folgt: 

Die  Curve  zweiten  Grades,  die  dem  Viereck  der  Geraden 

anschrieben  ist,   hat  die  Gleichung: 

mn  +  gpq  =  0. 
Ue  Perpendikel  aas  dem  beschreibenden  Punkt  (a;,  y)  sind: 


vi+0,2        vi+o,«        vi+o,«       vtm?' 
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Die  Ponkte  {x,  y)  der  Carve  müssen  aoeli  die  dorch  die  Cor- 
▼engleichong  mn  -f  gpq  =  0  aosgedriiclcte  Bedioginig  erföHen ,  aod 
also  geben: 

nnt=-gpg  oder  MN,Vl+ä^.  Vl+ä^-g.PQ.^Xf^.  Vl+ä^ 
oder 

die  Prodocte  der  Perpendikel  zugeordneter  Seiten  in  beständigem 
Verfaiitnissy  was  sich  aaf  beliebig  sebiefe  8trablea  ausdehnen  läset. 

Aach  der  zom  Newtonseben  reciproke  Satz  rom  Kegel* 
schnitt  and  dem  umschriebenen  Tiereck  lässt  sich  durch  eine 
ebenso  einfache  CoordinatenanaJysis' erledigen  wie  folgt: 

Wenn  das  Product  der  Abstfinde  m,  n  einer  freien  Geraden 
▼on  zwei  festen  Punkten  A9  B  zu  dem  Product  der  Abstände  p,  q 
derselben  Geraden  von  zwei  andern  festen  Punkten  C,  D  in  einem 

beständigen  Verbältnisse  steht ,  so  dass  — ^  =  ^,  so  umhüllt  die 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Curve  des  zweiten  Grades,  weiche 
die  vier  Geraden  beröhrt  ans  der  Verbindung  des  A  oder  B  mit 
C  oder  Z>.  Denn  was  zunächst  den  Grad  der  UmhfiliangscarTe 
betrifty  so  wird  sie  gefunden  wie  folgt:  Wir  setzen  a,  ß  als 
Coordinaten  des  festen  Punktes  A,  ferner  y,  d  als  Coordiniiten 
des  festen  Punktes  B,  dann  (,  (;  als  Coordinaten  des  festen 
Punktes  C,  endlich  17,  ^  als  Coordinaten  des  festen  Punktes  /> 
und  y  -t-iix+b^zO  als  Gleichung  der  freien  Geraden  mit  den  ver* 
änderlichen  Parametern  a  und  6.  Dann  sind  die  Perpendikel  ans 
den  festen  Punkten  auf  dieselbe  der  Reihe  nach : 

_a+a^+ift  y+ad^b  s  +  aj+b  fi^a»^^ 

^""VTT^'  ''■"v^nr«'  ^'-v^T^'  '^^'VtW 

und  die  Bedingung  ist: 

mn_         ,       {a  +  ftß  +  b)(yi-aö  +  b)  _ 
^^-^   oder     (,^^j.^^)(^^„^^^)  -^. 

Die  veränderlichen  Parameter  a,  b  der  Geraden  y  +  ax-i-b^O 
oder  der  Tangenten  zur  gesuchten  umhüllenden  Curve  beissen 
nach  PI  Ocker  und  Chasle«  Tangentialcoordinaten,  und  da  un- 
sere Bedingungsgleichung  in  Bezug  auf  diese  offenbar  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  umhüllenden  Curve  in 
den  Pnnktcoordinaten  x,  y  ebenfalls  vom  zweiten  Grade,  wie  zu 
beweisen   war.     Was    dann    ferner  die    Berührung    der  Geraden 
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twi8cli«n  A,  B,  C»  D  durch  unsere  umbQüende  Curye  betrifft^ 
80  ist  gleichieitig  der  Abstand  swischen  dem  festen  Punkt  von 
A  nnd  der  Tangente  mit  dem  Abstand  des  festen  Punktes  B  oder 
D  Ton  derselben  Null.  Die  Gurre  berfihrt  also  die  beiden  Gera- 
den AB  und  AD 9  ebenso  die  beiden  Geraden  BC  und  CD,  d.  b^ 
sie  ist  dem  Viereck  ABCD  eingeschrieben. 


$.  10. 

her  Regelschnilt  im  ungleichseitigen  Dreieck,  bestimmt  als 
Ort  durch  das  Problem  des  Pappus,  wo  das  Vtrhaltmss 
eines  Psrpendikelproducts  zum  Quadrat  des  dritten  Ptrpendi^ 
kelsden  Vf^erth  £  hat,  oder  wo  ein  Perpendikelproduct  gleich 
dem  Quadrat  des  dritten  Perpendikels ,  in  synthetischer  Ent' 

Wicklung, 

Es  sei  also  in  Taf.  II.  Fig.  14.  gegeben  ein  Dreieck  ABU  und 
in  seiner  Ebene  der  Punkt  C  so  bestimnity  dass  seine  Entfernung 
C£  Ton  einer  Grundlinie  AB  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen 
seinen  Entfernungen  CF  und  CG  von  den  beiden  andern  Seiten 
AU  und  BH  oder  dass  als  Voraussetzung  gelte  die  stetige  Pro- 
portion CF:CE=CE:CG  oder  die  Gleichung  CE^=CF.CG. 
Zur  Vergleichung  und  Vermittlung  dieser  Bestimmung  mit  Frühe- 
rem, namentlich  mit  §.  6.,  und  zur  Herstellung  beliebig  viele/ so 
bestimmter  Curvenpunkte  C  dient  folgende  Hulfsconstruction :  aus 
einer  bestimmten  Lage  C  des  Curvenpunktes  werde  parallel  mit 
der  Bissectrix  HAI  des  Dreieckswinkels  AHB=z2€c  die  Richtung 
CD  gezogen  und  darauf  von  C  aus  abgemessen  CD  =  CE  =  p 
als  eine  bestimmte  Grösse  der  Entfernung  eines  Curvenpunktes 
C  von  der  Grundlinie  AB  des  gegebenen  Dreiecks  ABB,  dann 
durch  das  Ende  D  dieser  Strecke  JK  senkrecht  zu  derselben 
ond  folglich  auch  zur  Bissectrix  HM,  bis  an  die  Dreiecksseiten 
AH  und  BH  in  J  und  K,  wodurch  aus  dem  ungleichseitigen 
Dreieck  ABH  abgeleitet  ist  das  gleichschenklige  HJK,  das  den 
Winkel  JHK^=^^l€t  mit  jenem  gemein  hat.  Durch  diese  Drehung 
der  urspränglichen  Perpendikelrichtung  CE  in  die  CD  mit  unver- 
iaderter  Strecke^  da  die  Seitenrichtungen  AH  und  BH  und  da- 
her auch  die  Perpendikel  CF  und  CG  darauf  ebenfalls  unverändert 
geblieben  sind  nach  Richtung  urid  GrOsse,  und  durch  die  Drehung 
der  Grundlinie  AB  in  die  JK  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ist 
^  Curvenpunkt  C  zurfickgefährt  nach  §.  6.  auf  einen  Periphe- 
>^l1lnkt  C  des  unter  den  neuen  Bedingungen  entstehenden  Krei- 
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^ 

ses,  and  die  bloss  affinen  Dreiecke  CEF  and  CEG  mit  d^r  8ei- 
teiiproportion  CF:CE=CE:CG,  ohne  Gleichheit  der  Winkel 
zwischen  diesen  proportionalen  Seiten,  verwandelt  in  die  ähnlichen 
CZ>F  and  CDG,  wobei  zu  merken,  dass  der  Kreis,  als  Stell- 
vertreter unserer  Ortscurve  für  vier  Punkte,  sein  Centrnm  M  anf 
der  Bissectrix  HM  hat  und  die  Seiten  AH  und  BH  in  J  und  K 
berührt. 

Die  vier,  unserer  ursprünglichen  Ortscurve  und  dem  Hfilfs- 
kreis  gemeinschaftlichen  Punkte  C  ergeben  sich  leicht  aus  der 
Bestimmung,  dass  immer  die  Entfernung  CE=:p  zwischen  einem 
beliebigen  Curvenpunkt  C  und  der  festen  Grundlinie  AB  des  ur- 
sprünglichen Dreiecks  ABH  gleich  sein  moss  der  Entfernung  CD 
zwischen  demselben  Curvenpunkt  C  und  der  beweglichen  Grand- 
linie JK  des  veränderlichen  gleichschenkligen  Dreiecks  HJK, 
Es  ist  nämlich  der  Ort  des  Punktes  C,  der  von  zwei  Geraden 
AB  und  JK  gleichweit  entfernt  ist  nach  unserer  Bestimmung, 
nichts  .anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Nebenwin- 
kel der  AB  und  JK  hälften,  wie  Taf.II.  Fig.  ]4.  zeigt.  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  AB, 
aber  immer  zwischen  den  Enden  A  und  B,  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  Seiten  AH  und  BH  und  senkrecht  zur  Bissectrix  HM, 
errichte  in  J  ein  Perpendikel  JM  auf  AH  bis  an  die  Bissectrix 
in  M,  beschreibe  aus  *M  mit  dem  Halbmesser  MJ  einen  Kreis, 
der  die  AH  und  BH  in  J  und  K  berühren  und  zugleich  ein  erster 
Ort  sein  wird  für  vier  Curvenpunkte  C  auf  einmal ;  ein  zweiter 
Ort  für  dieselben  vier  Punkte  ist,  wie  gesagt,  das  Paar  Gerader 
CPC  and  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  AB  und  JK  hälften, 
und,  ebenso  leicht  zu  construiren,  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Also  schneidet  ein  solcher  Kreis,  dessen  Centruro  auf  der  Bis- 
sectrix HM,  und  der  die  Seiten  AH  und  BH  berührt,  unsere 
Curve  immer  in  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verbindungs- 
linien derselben  rechtwinklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkte 
sind  übrigens  die  einzigen  gemeinschaftlichen  zwischen  dem  ge- 
nannten Kreise  und  unserer  Curve,  die  nach  dem  früher  in  §.  4. 
Zusatz  und  in  §.  6.  Bewiesenen  weder  ein  Kreis,  noch  eine  höhere 
Curve,  sondern  nur  ein  anderer  Kegelschnitt  sein  kann;  denn 
wenn  noch  mehr  Punkte  des  Kreises  unserer  Curve  angehörten, 
so  müssten  sich  Kreis  und  Kegelschnitt  in  mehr  als  vier  Punk- 
ten schneiden,  was  unmöglich  ist. 

Als  zwei  Grenzfäile  unserer  Curvenpunkte  sind  nach  Taf.  HL 
Fig.  15.  zu  betrachten  die,  wo  eine  Berti hrungssehne  AD  des 
stellvertretenden  Krei«es  durch  die  Grundlinienecke  A,  und  eine 
andere   BE  dieser   Berührangssehnen  durch  die  andere  Grand- 


Brändii:    Das  Problem  des  Pappus.  25 

ßnieoecke  B  des  gegebsnen  ungleichseitigen  Oreieclcs  ABH  geht. 
In  dem  einen  Grenzponkte  A  fallen  zwei  Corvenpnnkte  zusammeo 
in  einen  einfachen  Berührungspunkt  zwischen  Curve  und  sellFer- 
tretendem  Kreis,  AH  ist  also^Tangente  zn  beiden  in  diesem  Punkt; 
AMi ,  senkrecht  auf  AH  in  A  bis  an  die  Bissectrix  HM,  ist  ße- 
rfihrnngshalbmesser  des  stellvertretenden  Kreises,  und  bat  also  die 
Richtung  der  Normale  zur  Curve,  wenn  auch  Mi  nicht  Krüm- 
mnngsroittelpunkt  und  daher  AMi  nicht  KrOmmungshalbmesser  ist. 
Der  Kreis  um  Mi  hat  dann  ausser  A  nur  noch  die  zwei  Punkte 
Cx  und  Ci  mit  der  Curve  gemein;  sie  liegen,  wie  Taf.  111. Fig.  16. 
zeigt,  auf  den  Geraden  ACy  und  AC^  welche  die  Nebenwinkel 
zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  Beruhrungssehne  AD  des 
berührenden  Kreises  um  Mi  hälften.  Ebenso  ist  B  BerObrungs- 
piinkt,  BH  Tangente  an  Curve  und  Berfihrungskreis,  BM^  senk* 
recht  auf  BH  in  B  bis  an  die  Bissectrix  HM^  Halbmesser  des 
bernhrenden  Kreises,  M  Centrum  desselben;  ausser  B  hat  der 
bernbrende  Kreis  um  M  nur  noch  die  zwei  Punkte  C  und  C  mit 
^et  Curve  gemein ;  sie  liegen  auf  den  Geraden  BC  und  BC,  die 
die  Nebenwinkel  zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  Beruhrungs- 
sehne BE  des  berührenden  Kreises  um  M  hälften.  Wie  die  Be- 
rGhrungsschnen  AD  und  BE  als  Grundlinien  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ADH  und  BEH  gefunden  werden,  ist  wohl  nicht  nöthig 
zo  bemerken. 

Noch  unmittelbarer  ergeben  sich  AH  und  BH  als  Tangenten 
unserer  Curve  mit  den  Berührungspunkten  A  und  B  aus  der  Be- 
dingungsgleichung  CE^=CF.CG  zu  Taf.  II.  Fig.  14. ;   denn  in  A, 
indem  man  sich  von  zwei  Seiten,  sowohl  von  oben,  als  von  unten 
her  in   Bezug  auf  AB  nähert,    wird    CE^O,    CFz=0,    daher 
C£*=^0  =  0.C6r  =0,  und  deshalb  die  Bedingungsgleichung  be- 
friedigt.   Bei  B  geschieht  dasselbe  und  es  ist  CE  =  0,  C6r  =  0, 
daher  C£'=0=CF.O=0  und  die  Bedingungsgieichung  ebenfalls 
befriedigt,  so  dass  vorerst  wenigstens  A  und  B  als  Curvenpunkte 
aufgezeigt  sind,  da  sie  die  Ortsbedingung  erfüllen.    Aber  gleich- 
zeitig nähern  sich  die  Curvenpunkte  C  von  zwei  Seiten  her;  bis 
zum    Verschwinden   der  Entfernungen,    nicht   nur  den  A  und  B^ 
sondern  auch  den  Richtungen  AH  und  BH,  da  n)Eich  der  Bedin- 
gung gleichzeitig   CF  mit  CE  oder   CG  mit  CJS  bis  zum  Ver- 
schwinden  abnehmen  muss,    und  zwar  sowohl  för  ein  positives 
oder  oberhalb  AB  liegendes  CE,  als  auch  fiir  ein  negatives  oder 
QRterhalb  AB  liegendes  CE,  womit  AH  und  BH  als  Tangenten 
aafgezeigt  sind,   nach  allgemein   anerkannten  Grundsätzen.     Die- 
ser Beweis  gilt  auch  für  den  allgemeinenuFall  in  §.4.  Zusatz,  wo 
das  Verhäitniss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum 
Quadrat  des  dritten  Perpendikels  ein  beliebiges  ist.    Noch  zwei 
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Carvenpuokte  sind   mittelbar  gegeben  in  nnd  mit  dem    Dreieck 
ABH,   nämlich  der  Mittelpunkt  C  des  eingeschriebenen  Kreises 
in   Taf.  III.  Fig.  16.  und  der  Mittelpunkt  C  des  angeschriebenen 
Kreises 5  der  die  Richtungen  AH  und  BN  in  ihren  Verlängems- 
gen  und  die  Grundlinie  AB  zwischen  den  Ecken  A  und  B  berührt. 
Denn   in   beiden    Fällen    haben    wir    CE=CF^CG  und   daher 
CE*=zCF.CG   nach   der   Bedingung  unserer   Ortscurve.      Aber 
mit  jedem  dieser  Punkte  ist  eine  ^anze  Quaterne   von  Curven- 
punkten  und  ein  stellvertretender  Kreis  gegeben.    Diese  werden 
gefunden  wie  folgt:   Aus  dem  Centrum  C  des  dem  Dreieck  ABB 
eingeschriebenen  oder  des  i^uf  die  beschriebene  Art  angeschrie- 
benen Kreises  falle  man  das  Perpendikel  CE  auf  die  Grundlinie 
AB,  hallte  den  Winkel  DCE  durch  die  CP,  wo  HCDM  Bissec- 
trix  des   Dreieckswinkels  AHB=2a;    die   CP  treffe  AB  in   P, 
durch  P  ziehe   man  JPK   rechtwinklig  zu  HCDM,   und    CPC 
rechtwinklig  zu  CP,  so  ist  JPK  Berahrungssehne  des  die  Seiten 
AH  und  BH  berfihrenden  Kreises»  JM  rechtwinklig  in  J auf  AH 
bis  HM  gibt  den  Halbmesser  des   unsere  vier  Curvenpunkte  C 
auf  CP  und  CP  enthaltenden  Kreises  (ur  beide  Fälle.    Und  da- 
mit wieder  ac^ht  Curvenpunkte  gefunden. 

Da  AH  und  BH  Tangenten  an  unsere  Curve  in  A  und   ß 
sindy  also  AB  Berfibrungssehne  derselben,  so  ist  HO  durch  die 
Mitte   O  der  AB  eine  zu  AB  conjugirte  Durchmesserrichtung, 
und  es  ist  daher  zur   völligen   Bestimmung  unserer  Curve  Alles 
daran  gelegen,  zu  finden  die  Curvenpunkte  auf  HO,  d.  h.  zu  be- 
stimmen die  Länge  dieses  Durchmessers  und  mit  der  Mitte  des- 
selben auch  das  Centrum  der  Curve,   ferner  den  zu  HO  conju- 
girten  Durchmesser  parallel  zu  AB.    Nun  gibt  es  eine  einfache 
Hlilfsconstruction   zur    Bestimmung  -der  Curvenpunkte    nicht    nur 
auf  der  Durchmesserrichtung  HO,   sondern  auf  jeder  'beliebigen 
durch  H  gehenden  Richtung  HQ  nach  Taf.  III.  Fig.  17.    Man  wähle 
auf  der  Bissectrix  HM  des  Winkels  AHM  einen  beliebigen  Punkt 
M,  fölle  aus  M  auf  AH  oder  BH  das  Perpendikel  MJ  oder  MK 
als  Halbmesser  des  die  Seiten  AH  und  BH  berührenden  Hölfs- 
kreises,  welcher  die  HQ  etwa  in  X  schneiden  wird,  aus  X  l^lle 
XY  senkrecht  auf  die  Beröhruogssehne  JK,   aus  demselben  X 
fölle  XZ  senkrecht  auf  die  Grundlinie  AB,   messe  auf  XZ  ab 
von  X  aus  die  Strecke  XF=^XY,  ziehe  durch    F  zu  AB  die 
Parallele  Wü,    die   die  AH  und   BH  in    W  und   ü  schneidet, 
ziehe  WX  und  aus  A  die  ^C  parallel  zu  WX;    der  Punkt  C,  wo 
AC  die  HQ  trifft,   ist  der  gesuchte  Curvenpunkt.     Der  Beweis 
dieser  Construction  beruht    eigentlich  auf  der  Theorie   ähnlicher 
Kegelschnitte,   die  dem  Winkel  AHB  eingeschrieben  sind,    des- 
sen Schenkel  AH,  BH  gemeinsame   Tangenten   derselben   sind. 
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dessen  Scheitel  B  ihr  Aehniichkeitspankt;  die  Construction  kaon 
aber  anch  elementar  bewiesen  werden  wie  folgt.    Es  sei: 

LX=:^m,    PX-n,     tVX^g,    AC=qi,     üX=r, 

CFrrwii,  CG=ni,    VX=p,    C£=ipi,    CB:=ri, 

so  besteht  die  Gleichung  p*:=zmn  nach  $.6.  und  die  Proportionen 

m:mi  =  7:^1  =/7:pi  nm  der  Parallelen  willen» 
n:  iti  =  r  :  r|  =:p:pi  aus  gleichen  Gründen, 
rnittniifii  =^:9iri  =/'*:pi^  durch  Zusammensetsnng. 

Weil  nun  nach  §.  6.  besteht  die  Gleichung  p^  =  mn,  so  ist  auch 
|9i*  =  iii|n|,  wie  zu  beweisen  war,  oder  C  ein  Punkt  der  gesuch- 
ten Curve  und  X  der  entsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Hölfs- 
cnrve.  Die  nun  selbstverständliche  Taf.  III.  Fig.  18.  zeigt  dieselbe 
Constriiction  mit  Bezug  auf  den  Curvenpunkt  C  der  Durchmes- 
serrichtung HO, 

Vorhin  ist  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  an- 
geffihrt  und  angenommen  worden  die  Thatsache,  die  nicht  nur 
gilt  flQr  unser  aufs  Engste  beschränkte  Problem,  sondern  auch 
fflr  das  Weitere  im  Sinne  des  Zusatzes  zu  §.  4.,  wo  das  Verhälf* 
niss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum  Quadrat 
des  dritten  Perpendikels  ein  beliebiges  ist,  dass  nämlich  in  Taf.  IV. 
Fig.  19.  die  Beruhrungssehne  AB  der  Tangenten  AH  und  BH 
und  die  HO  aus  dem  Treffpunkt  H  dieser  Tangenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  conjugirte  Richtungen  sind,  oder  dass  HO 
alle  zu  AB  parallelen  Sehnen  unserer  Curve  hälftet.  Die  Gründ- 
lichkeit der  Methode  verlangt  aber  diess  nicht  nur  so  unmittelbar 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  anzunehmen,  son- 
dern ins  Besondere  zu  beweisen  aus  dem  hier  gerade  vorliegen- 
den Grundsatz  der  Curvenbeschreibung.  Dieser  Forderung  nun 
wird  genügt  auf  folgende  ziemlich  einfache  Weise,  mit  Hülfe  der 
Taf.  IV.  Fig.  19. »  in  der  wir  setzen :  den  Curvenpunkt  C  rechts 
von  HO  mit  der  Voraussetzung,  dass  seine  Entfernung  von  AB 
sei  CE  =  p9  von  ^if  aber  Cf'=ti,  von  BH  endlich  CG=zv, 
und  dass  diese  drei  Grossen  eingehen  nicht  nur  die  hier  in  die- 
sem Paragraphen  geltende  beschränkte  Beziehung  p*:tio  =  l  oder 
p>  =  »r,  sondern,  wie  gesagt,  die  nach  §.4.  Zusatz  erweiterte, 
wonach  p*:uv=:g  oder  p^^zguv,  d.  h.  das  Quadrat  der  Entfer- 
oong  CE  des  Curvenpunktes  C  von  der  Grundlinie  AB  soll  zum 
Rechteck  CF.  CG  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den 
beiden  andern  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABH  in  einem 
beständigen  Verhältnisse  stehen,    dessen  Werth  g  gegeben  sei. 
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Ans  dem  so  bestimmten  Coirenpaokte  C  rechts  vod  HO  leiten 
wir  ab  die  Lage  eines  zweiten  noch  fraglichen  Punktes  Cso,  dass 
dorch  jenen  ersten  gezogen  wird  die  Gerade  /l CO CiS  parallel  zu  AB» 
auf  derselben  abgemessen  OC  links  ron  HO  gleich  dem  gege- 
benen OC  rechts  von  derselbea»  wodurch  wir  zogleich  bekom- 
men auf  ACOCB  was  folgt:  OC=OC=d,  AO=zBO  =  c, 
ACOC=BCOC=c  +  d  und  AC=:ßC=c  —  d,  wo  AnndB 
wieder  auf  AB  und  BH  liegen.  Aus  der  nun  sei bstverst&nd lieben 
Taf.  IV.  Fig.  19.  lässt  sich  unter  diesen  Voraussetzungen  bewei- 
sen^ dass  C,  links  von  BO,  ebenfalls  ein  Punkt  unserer  durch 
obige  erweiterte  Bedingung  bestimmten  Curve  ist,  d.  h.  dass  auch 
CE^^g.tJR.CS  oder  p'^z=g,st,  wo  CRzzzg  und  CS =«  ange- 
nommen wird.  So  bekommen  wir  nämlich  für  unsere  Perpendikel 
unmittelbar  folgende  trigonometrische  Ausdrucke: 

CF=  ti  =  (c+if)  Sin  ^,    CCr  =  t?  =  (c— rf)SinÄ, 
CÄ=  f  =  (c-d)Sin  A,    CS=t  =  (c  +  d)S\n  B, 
und  daraus: 

CR.CS  =  st  —  (C'-d)(c-{'d)SinASinB 
•  =CF.CG  =  uü  =  (c-d)(c +  d)Sin^SinB, 

daher:  g$tz=zguv=:p^f  d.  h.  der  Punkt  C  links  von  BO  ebenfalls 
ein  Curvenpunkt  und  damit  bewiesen  der  Satz,  dass  HO  alle  zu 
AB  parallelen  Curvensehnen  ACOCB  hälftet  oder  dass  HO  und 
AB  conjugirte  Richtungen  sind  und  HO  folglich  eine  Durchmes- 
serrichtung. 

Ist  nun  nach  Taf.  III.  Fig.  18.  bestimmt  die  Durchmesseriftnge 
COC  auf  der  Richtung  HO  und  bestimmt  die  Mitte  P  auf  CC, 
so  ist  eine  Gerade  durch  P,  parallel  zu  AB^  der  zu  COC  con- 
jugirte Durchmesser  der  Richtung  nach,  auf  der  nur  noch  die 
Curvenpunkte  zu  bestimmen  übrig  sind.  Doch  diese  besondere 
Aufgabe  geht  auf  in  der  allgemeineren  :  auf  einer  gegebenen,  aar 
Grundlinie  AB  parallelen  Richtung  zu  bestimmen  die  Punkte  un- 
serer Curve.  Die  Analysis  dieser  Aufgabe,  die  man  sich  in 
Taf.  IV.  Fig.  20.  gelöst  denkt,  ist  folgende:  ACBy  parallel  zur  Grund- 
linie AEB,  habe  von  dieser  die  Entfernung  CE^p  und  enthalte 
den  Curvenpunkt  C  mit  der  Bedingung  ;i* =1(9,  wo  CFzzu  und 
CG=v  vorstellen  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Sei* 
ten  AH  und  BH  des  gegebenen  Dreiecks.  Dann  geben  die  Ab- 
schnitte der  ACB  im  Curvenpunkte  C  die  trigonometrischen  Aus- 
drücke AC=:uCo8ecA,  ßC=oCosec£  und  beide  zusammen  die 
Gleichung : 
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tf  Cosec  il -f  ü  Cosec  i? = <2  =:  i4  CA  I 

und  die  Bedingungsgleicbung  gibt: 

u  Cosec  A .  V  Cosec  B:=zp  Cosec  A .  p  Cosec  B=-f,g 

oder  Xf-t-  x„^=  df   jrf,x^:=^fg  oder  .r*— rfÄr  +  /]7=±:0, 

welche  letzte  quadratische  Gleichung  nach  einem  bekannten  Lehr- 
satze zu  Wurzeln  hat  die  AusdrQcke: 

.T^  =  u  Cosec  A,    x^=:v  Cosec  B, 

mit  deren  Constrnction  auch  gefunden  ist  der  Curvenpunkt  C  auf 
der  zur  Grundlinie  AEB  parallelen  ACB.    Nun  ist 

f ^n p Cosec A  =  AA    und   g  =  pCo8ec B=:BB 

und  die  Construction  unserer  quadratischen  Gleichung  ist  eins 
mit  der  Construction  der  Proportion  fix^izd — xig^  deren  Süssere 
Glieder  /  und  g  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
onbekannten  Gliedern;  und  d — ar  ebenfalls  bekannt  ist.  Man  er- 
richte also  auf  ACB  in  den  Enden  A  und  B  die  Perpendikel 
AK=zAA  =  f9  BL=  BB=:g,  ziehe  durch  die  Enden  dieser 
Perpendikel  die  KL,  aus  der  Mitte  üf  der  KL  den  Halbkreis 
KCCL  mit  dem  Halbmesser  LM^=zKM,  Dieser  schneidet  die 
ACB  in  zwei  Curvenpunkteo  C,  C,  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke 
ACK  und  BCL  und  der  daraus  folgenden  Proportion  BLiBC 
^ilACiAK  oder  gixs^d — x:f.  Im  Grenzfalle  dieser  Constmc- 
tion  fallen  die  beiden  Curvenpunkte  C  der  ACB  in  einen  Bertfh» 
roDgspuokt  dieser  Geraden  als  Tangente  des  Kreises  und  der 
Curre  zusammen  und  die  beiden  Halbmesser  MC  in  einen  Berfih- 
mngshalbroessery   so  dass  wir  haben: 

MC-ii^K+BL),  KL=^iMC=AK^^BL^f+g und  AC=:BC 

oder  den  Berührungspunkt  C  auf  der  Mitte  der  ACB,  und  daher 
zugleich  auf  der  Richtung  ffO  oder  der  Mittellinie  des  gegebenen 
Dreiecks,  die  verbindet  den  Scheitel  H  mit  der  Mitte  O  der 
Grundlinie  AEB  =  2c.  Diess  gibt  nach  Taf.  IV.  Fig.21.,  wenn 
gesetzt  wird: 

BO=m,   CO=zx,  CH=zm-x,  jLAHB^^a,  j^AHO^za-^tp, 
Z.BHO  =  a  +  (p,    AO=sBO=zc,    ^BOU^ik,    />=:arSinf*, 

AH=b,    BH^a  . 

fie  FUchengleichung : 

\ABH—  ^ACH+^BCH+^ABC,    av^bu+2cpz=2cmS\niii 
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oder, 

n  =  (m  — a:)Sln(a  — g>),    ©  =  (m — a7)Sin(o-f  g?), 

p  =  V^t«ü= (m  — a:)  V8ln(a+g>)SlD(a— g») 
gesetzt : 

a(m  — x)  Sin  (a  +  g>)  +  6(m  — a:)  Sin  (a—^)) 

-f  2c(m— or)  V^Sin(a  +  ijp)Sin(a  — g>)=2cmSin^; 
aber 

ao=:6tf 
oder 

a(m— a?)Sin(a+y)=6(m— a:)Sin(a— 9>)  oder  aSin(o-|-9))=6Sin(a— 9)), 

und  daher: 

2a(m — x)Sin(tf +  9)+2c(m— a:)Sin(a+g>) V  x=2cmSinfA 


oder 


(a  +  c Y  ^{tn—x) Sin (a  +  y) =cm Sin fA ; 


aber 


am  Sin  (a -f  9>)  =  cm  Sin  fi  and  daher  Sin(a-|- 9):= -Sinfi, 
weil  BH.PO—BO.HQ;   zuletzf: 

(a+€?Y  T)(m — a:).-Sin^  =  cmSinf*,    (a-i-cKl  j)  (m— ar)  =  am-, 

am  amVb  m  V^ 

m  —  ar  = r~»    'w — x  =  " .  ^j,  -, — 77-  = ,  y —  » 

aVö  +  cVa       c+^aö 


a  +  eV^ 


^^^__mV«6^^_em_        ^  cmSinjt 

Für  den  andern  Carvenpunkt  C  auf  ^O  haben  mr : 

aü+6ii— 2cp=2cmSinf*,    (a — cV  t)  (m  +  ar,)  =  am, 

am  m  Va6 


-«Vs 


m^ab  cm  cm  cmSinf» 
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Die  Formel  iur  a^,  enthält  im  Nenner  c  —  V^  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Durchmeäserlänge  auf  der  Richtung  HO  un- 
endlich wird.     Diess  findet  nämlich   Statt,    wenn  dieser  Nenner 

c^Va6  =  0  oder  c=:  Voi^»  d.  h.  wenn  die  halbe  Grundlinie 
cr=AO=^  BO  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den  beiden 
andern  Seiten  az=zBH  und  b=AH  des  gegebenen  Dreiecks.  In 
diesem  Falle  ist  unsere  Ortscurve  des  Punktes  C  offenbar  eine 
Parabel.    Ein  Zahlenbetspiel  für  eine  solche  ist: 

JB=2c=12  oder  c=6,  BH=:a=i,  ^iy=6=9  oder6=VT9. 

Eine  Ellipse  hingegen  ist  unsere  Ortscurve,  wenn  e<V^  und 

daher  d:,= — — F=r  positiv  wird.    Zahlenbeispiel: 

c— V  ab 

11  =  14,    6s=13,    2c=16,    c  =  7j,    c»=:5Cj,    a6  =  182, 

tvo  entschieden  c*  <  ab  oder   c  <  V^ab.    Eine  Hyperbel  endlich 

geht  hervor,  wenn  c>  STab  und  daher  Xf= — p=r  negativ 

c — \  ab 

wird,  und  folglich   oberhalb  AB  liegt,    während  bei  der  Ellipse 

QDterhalb  dieser  Grundlinie.    Zahlenbeispiel  fOr  die  Hyperbel: 

a=4,    6  =  13,    2c=15,    c=:7i, 

wo  entschieden  (7i)*  >  4. 13  oder  56^  >  52.  Die  Bedingung  der 
Parabel,  wonach  o=:V^,  zeigt  uns,  dass  es  an  diesem  Kegel- 
schnitt Tangentenpaare  a  und  b  gibt,  deren  halbe  Berfihrungs- 
sebne  e  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den  Strecken  der» 
felben  von  den  Berührungspunkten  bis  zum  Treffpunkt  Dass 
aber  der  Satz  nicht  allgemein,  sondern  nur  fUr  besondere  Lagen 
der  Parabeltangenten  gilt,  dafür  ist  das  schlagendste  Beispiel  der 
Parameter  c  (die  zur  Axe  rechtwinklige  Ordinate  aus  dem  Brenn* 
fonkte)  und  ihr  Pol,  der  auf  der  Directrix  liegt,  im  Durchschnitt 
Bit  der  verlängerten  Axe.  Die  Tangenten  aus  diesem  Punkt  an 
die  Curve  sind  rechtwinklig  zu  einander,  gleich  lang,  jede  sei  o, 

so  ist  ihr  Product  a^  =  2c*,  also  nicht  wie  oben  c=  V^  oder, 
weil  ft=a,  c=2a. 

Die  Dnrchmesserlänge  auf  HO  ist : 

em  cm      2gmVfl6     ^^ 

em^Tab     mSTab      m^ab 


M= 


ab — c*      ab  d  —  c 

c 

e 
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halber  Oarchmesser,  wo  <{=  —  oder  vierte  Proportionale  zu  den 
drei  Seiten  c,  a,  b. 

Der  halbe  Durchmesser  ]9,  parallel  zur  Grundlinie  AB^  und 
zu  Ü  auf  der  Richtung  HO  conjugirt,  ist  gegeben  durch  die  Pro- 
portion : 

:rj:,:c«  =  Ä«:»«   oder   J— ^:c«=^^^^:»2  *) 
oder 

J.flA c« 1!? .U2, 

J.ÖO        C    —   (^_^J2-^    » 


»«  = 


a6c  c         c^d 


d — c      d — c      d — c 


Diese  Grossen  Ü  und  16  werden  aber  leichter  nach  Taf.  III.  Fig.  18. 
und  Taf.  IV.  Fig.  20.  als  nach  diesen  Formeln  construirt. 


Noch  erfibrigt  die  Bestimmung  solcher  Curvenpunkte»  die  auf 
beliebigen,  von  A  und  B  ausgehenden  Richtungen  liegen;  diese 
lässt  sich  um  so  leichter  ausföhren,  als  sich  die  projectivischen 
Beziehungen  zwischen  den  Punkten  unsers  Kegelschnittes  und  den 
zwei  Tangenten  AH  und  BH  vermitteln  lassen  mit  unserm  Ge- 
setz der  Curvenbeschreibung.  Ist  nämlich  in  der  selbstverständ- 
lichen Taf.  IV.  Fig.  22.  allgemein  CF.  CG :  CE*  =  g  als  ein  gege- 
benes Verhältniss  oder  uv:p^=gj  und  verbunden  der  Curvenpunkt 
C  mit  den  Berfibrungspunkten  A  und  B  der  Tangenten  AH  und 
BH  durch  die  Geraden  ACD  und  BCK,  die  jene  in  D  und  K 
treffen»  so  haben  wir  offenbar: 

KLiKJS ^piv  und  iUT:  ^IT =/7Cosec^:vCosecC 

DMiDP=piu  und  BD:HD=pComecB:uCo8eeC, 

AK  BD  _  p* .  Cosec  A  Cosec  B 
TIk'HD^  «rCosec^C         ' 


*)  Siehe  A|iolloniaf,  KegeltchniUe,  111.  B.,  17.  n.  18.  Siitz. 
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AKBD_      p«Sin^C      _  pH* 
HK'  HD  "■  «üSin  ASinß'^  uvab  * 

oder,  wo  AB=^c,  ßHsza,  Alt=zb: 

HK  HD  _  abuv  _  abg  HK,  BD  _  a6g 

AKBD-^  cV*""  c«    ^^®'   AK'HD-^  c«  ' 

oder  das  projectiviscbe  Doppelverhhitniss  der  rier  Abschnitte  ein 
beständiges.    In  unserem  besonderen  Falle  ist  g^l,  vreil 

CF.CG=  CP  oder  p*  =  uv,   und   daber   'IHr'jfJi^^^^'l' 

BD 

Ist  nun  gegeben  ^Z>  uod  damit  das  Verbältniss  -j^jz  =  k,  so 

ist  das  Verbältniss  --äj,  =  -^^k  und  damit  die  Ricbtung  BK  9Mch 

Termittelt,  so  dass  der  Durchschnitt  C  der  AD  und  BK  den  ge- 
soebten,  auf  AD  liegenden  Curyenpunkt  gibt  Aebniich  wird  ge- 
fonden  der  Curvenpunkt  C  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
BK,  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  zu  betrachten  ist. 
Nur  merke  man  sich  für  die  Construction,  dass 

ab  .      d   ,  ^     ob 

-«•Ä  =  -.Ä,    wenn    a=  — 
c^  c  c 

oder  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Seiten  c,  a,  b  des  gegebe- 
oen  Dreiecks  ist. 


Tang  enteric  onslruetion. 

Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  ^3.   wie  bisher  immer  AH  und  BH  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  vorigen  allgemeinern  Ge- 
setz bestimmten  Kegelschnitt  mit  den  Berührungspunkten  A  und 
B,  so  das«  die   Entfeniungen   CÜ=Uf    CF=r,    CP^=p   eines 
beliebigen  Curvenpunktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  und 
BH  und  ihrer  Berfibrungssehne  AB  eingehen  die  Beziehung  eines 
beständigen  Verhältnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  Entfernung 
p  und  dem  Reckteck  der  Entfernungen  u  und  v,  und  daher  geben 
die  Gleichung  p*:uv  =  g,    wo  p,  u,  v  veränderlich,    hingegen  g 
einen  beständigen    gegebenen   Werth   dieses   Verhältnisses   vor- 
stellt   Wird  nun  der  so  bestimmte  Curvenpunkt  C  verbunden  durch 
AC,  BC  mit  den  festen  Berflbrungspunkten  A  und  B  und  diese 
Geraden  verlängert  bis  an  die  festen  Tangenten  BH  und  AH  oder 
Mdi  D  und  E,  diese  Durchschnittspunkte  verbunden  durch  die 
Gerade  ED  und  diese  verlängert  bis  zum  Durchschnitt  T  mit  der 

Thcii  xxx-vni.  3 
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Richtung  der  Berfifarungssehne  AB,  so  ist  CT  die  Tangente  des 
Kegelschnitts  im  Punkte  C 

Beweis,  Bei  Apollonius  Kegelschnitte»  IV.  Buch»  im  Ab* 
fang  und  die  Theorie  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  im  Kegel* 
schnitt,  mit  Anwendung  auf  den  Punkt  T  als  Pol  und  auf  HCF 
als  Polare,  wegen  des  Vierseits  CDHE  und  seiner  harmonischen 
Eigenschaften,  die  Qhrigens  leicht  zu  vermitteln  sind  mit  unserm 
Gesetz  der  Curvenbeschreibung,  wie  wir  bei  Ta f.  IV.  Fig.  22.  und 
im  Anfange  dieses  §.  8.  an  Taf  IL  Fig.  12.  gesehen  haben. 


Besonderer  Fall  dieser  Consimciiony  Durchmesserconsiruciwn. 

Die  nächst  liegende  Anwendung  dieser  Tangentenconstruction 
ist  wohl  die  auf  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
geschriebenen Kreises  in  Taf.  V.  Fig.  24.,  wo  aber  der  besondere 
Fall  eintritt^  dass  F  ein  Punkt  desjenigen  Kegelschnitts  ist,  des- 
sen Punkte  in  obigen  Zeichen  die  Beziehung  eingehen  p'^  =  uv, 
oder  wo. die  Entfernung  p  eines  beliebigen  Curvenpunktes  C  von 
der  Grundlinie  AB  des  Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  beiden 
anderen  Seiten  AC,  BC  desselben.  In  der  selbstverständlichen 
Taf.  V.  Fig.  24.  ist  FT  die  Tangente  des  näher  bestimmten  Kegel- 
schnitts im  genannten  Punkt,  ebenso  TH  die  Tangente  derselben 
Curve  im  Mittelpunkt  H  des  äussern  der  Grundlinie  AB  ange- 
schriebenen Kreises,  der  zugleich  die  Seiten  AC,  BC  auf  ihren 
Verlängerungen  berührt.  Ferner  ist  G  die  Mitte  der  Curvensehne 
FH  und  daher  TG  ein  Durchmesser  der  Curve;  im  Durchschnitt 
J  zwischen  der  Mittellinie  CN  als  einem  andern  Durchmesser  und 
dem  Durchmesser  TG  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.  Die  ange- 
fahrten Umstände,  verbunden  mit  dem  weitern,  dass  CF  innere 
und  CT  äussere  Bissectrix  des  Winkels  ACB  und  seines  Nebes- 
winkeis  oder  Aussenwinkels  ist,  machen  den  Curvenpunkt  F  und 
den  Curvenpunkt  B  mit  den  Tangenten  FT  und  BT  zu  neuen 
bedeutsamen  Verbindungsgliedern  zwischen  Elementar- Geometrie 
and  Kegelschnitts- Geometrie,  wbiche  Bedeutung  noch  erhiiht  wird 
dadurch,  dass  aus  diesen  Gesichtspunkten  noch  näher  vermittelt 
werden  die  oben  schon  vorläufig  gefundenen  Bedingungen,  unter 
denen  aus  unserm  Gesetz  der  Curvenbeschreibung  die  einzelnen 
Arten  der  Kegelschnitte,  nämlich  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  her- 
vorgehen. Wird  nämlich  in  Taf.  V.  Fig.  24.  der  Durchmesser  TG 
parallel  zur  Mittellinie  CN  des  Dreiecks,  so  rdckt  dar  Durcb- 
schnittspvnkt  J  als  Mittelpunkt  der  Curve  in's  Unendlidie  binaoa, 
so  dass  wir  es  in  diesem  Falle  offenbar  mit  ein^  Parabel  m 


Brändli:    Dom  Problem  des  Pappus.  35 

lluiD  haben.  Sehen  wir  non  näher  in,  wae  <Ke8e  Annahme  wei- 
ter vöraaaeetst  in  Bezug  auf  die  GrÜsaeaheiiebnngen  der  Seiten 
des  Dreiecics  ABC  unter  einander»  ao  ergibt  sich  nach  und  nach 
Folgendes:  Winicel  iV60=|(^  — £)»  das  heisst  gleich  der  hat* 
bea  Diferenz  der  Winkel  an  der  Grundlinie  AB.  Daraus  folgt 
Dacb  und  nach  unter  den  Annahmen 

ßN=AN=c,    BC=:a,    AC=b 

diese  Reihe  von  Beziehungen  aus  der  selbstverstfindlichen  Figur: 

60-iVG.Sec,(^-Ä)-j.^^^^_^-^^^^jg.^^^=^^^^jj3^^^ 
weil  nach  den  Gleichungen  Moll  weide's 

Cos4(^— Ä)  =  ~(9  +  6)SinlC;. 

weil 

BO:AO^BCiAC=2a:b,    BT:AT=BC.AC=:a:b. 

Nnn  gibt  die  för  die  Parabel  geltende  Annahme  TG  parallel  zu 
Car  die  Proportion :   NOiCO=OT:OG,  oder  wo 

was  in  die  Proportion  eingesetzt  gibt: 

(a--^)c,  2flfe  Cos  jC        4fliic  2<^ 

0+6    '      a  +  i      ==  a«— 6*'(a  +  6)tosiC 

oder 

(ö— 6)c:2a6Cos4C=2a6Cos4C:(a-6)c, 
und  daraus: 

CosHCc.4^  oder  Cos4C=^^2^  =  ^^^, 

wenn  c=Va6  und  damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

f^in     (g-»*+2c)(o4-6-2c)     (o46)«-4c»_(af ft)«-4«A    (ci-6)« 
^^*'-  4a6  —        4a*  4ab  ia6 
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Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  durch  die  Hulfslinie  GK 
parallel  zu  CiV.  In  unserem  Falle  ist  nämlich  GK  eins  mit  GT  und 
K  mit  T  oder  ACT=0,  so  dass  wir  haben: 

KT=zNT-NK=z{)  oder  NT=AN+AT=c  +  ^^=:^^^^i^ ; 


und  daher: 


2^A:  =  iVC .  Cotg  ^  =  c  Tg  iCCotg  ^, 
^-^-cTglCCotg^=0 


oder 

(a  +  6)Sin^— (o— 6)TgiCCos^  =  0 
oder 

(a  +  6)  Cos  iCSin  4> — (a — A)  Sin  iCCos  4>  =  0, 

2(a+6)cfiiCotf«iCSin^— 2(a— 6)cmSiniCCosiCCos^=0, 

wo  CN=^m  und  Cos^=— i ; 

4cm 

(a  +  b)ab Sin  CCos«iC— i(o  -^)  («*—**) Sin  C=  0, 

Co8«JC  =  — P.—  oder  Cos iC=-^^=l=, 

4a6  '         2Va6 

was  wieder  voraussetzt  c=^yfab  oder  die  halbe  Grundlinie  c  gleich 
dem  geometrischen  Mittel  aus  den  beiden  andere  Dreiecksseiten 
BC—a  und  AC=b. 

Dieselbe  HOlfslinie  GK  hilft  auch  bestimmen  die  Strecke  NJ 
zwischen  dem  Fusspunkte  N  der  Mittellinie  CN  auf  der  Grund- 
linie AB  und  dem  Centrum  J  der  Curve,  nimlich  aus  folgender 
Proportion : 

JN:GK=NT:KT,    wo   G'A'=iVG.Cosec^=cTgiCCosec^, 
so  dass  nach  dem  Obigen: 


JiV:'cTgJCCosecd=^^^- :  ^^1;^-  cTgiC^^^ 


oder 


(o+6)c«TgiCCo8ec^      _  (a-f&)cTgiC    

•^^  "~(a+6)c— (a— 6)cTg4CCotg^"~  (a+6)Sin^-(o-Ä)TgiCCo8^* 


(ii-f  6)cTgiC 2(a-\-b)chnTgiC 


4cm 


JN= 
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4c^m 

'=4a6Co8«iC-(a— Ä)*' 

^ 4c*iji cw 

4o6j — 4c*      i2 — c' 

ab 
wo  //=  —  oder  vierte  Proportionale  zu  a,  b,  c,    Ist  nun  P  der 

nähere  Curvenpanlct  auf  dem  Darcbmesser  CNJ^   so  haben  wir 
oacb  Seite  30.  die  Gleicbung: 


c  +  Vab* 
und  daher  fQr  den  Halbmesser: 

wie  auf  Seite  31.    Ferner  ergibt  sich: 

CJ=CN  +  NJ  =  m  +  ^  =  ^. 
'  d — c       d — c 

und  das  Product  aus  CJ  and  NJ  endlieh : 

80  dass  onsere  Ergebnisse  die  Probe  halten,  nach  weleher  der 
Carvenhalbmesser  PJ  sein  rouss  das  geometrische  Mittel  zwischen 
CJ  und  J^J  und  gefunden  werden  kann  durch  eine  Constroction, 
die  leichter  ist  als  alle  früheren. 


tkr  ZM  AB  parallele  und  zu   CNJ  conjugirte  Durchmesser. 

Oben  auf  Seite  29.  and  31.  ist  an  Taf.lV.  Fig.  20.  gezeigt  wor- 
den eine  Methode»  sowohl  die  zu  AB  parallele  Dnrchmesserlänge, 
iU  irgend  eine  zu  derselben  Richtung  parallele  SehneniSnge  zu 
constroiren.  Noch  leichter  wird  die  Construction  dieser  Durch- 
nesserlänge  auf'unserm  jetzigen  Standpunkte.  Wird  nämlich  in 
Tat  V.  Fig.  24.  aus  der  Ecke  A  des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
gezogen  AML  parallel  zum  Durchmesser  CNJ,  aus  dem  Corven* 
€€otruni  J  die  zu  AB  parallele  und  zu  CNJ  conjugirte  Durch« 
nesserricbtong  JRQ,  bis  zum  Durchschnitt  Q  mit  der  Seitenrichtung 
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AC  als  einer  CurvenUngente»  so  ist  Q  der  Pol  siir  ARL,  wo  L 
ein  Gnrvenpankt,  weil  RLz=:AL  ood  R  Dorchschnitt  zwischen 
AL  und  JQ.    Nun  ergibt  sich  sofort: 

JQ:AN=.CJ:CN  oder  JQ=^.  '^'^         '^  **'' 


m' d — c     d^^c     ab — c** 
und  das  Product  aus  JQ  und  JR  ist: 

JQ.JÄ  =  J«.JJV=2^=:B«. 

wie  oben  auf  Seite  32.  gefunden  (ur  die  Länge  B  des  zvl  AB 
parallelen  und  zu  CNJ  conjugirten  Halbmessers,  der  also  wieder 
das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  JQ  und  JR  und  daher  auch 
leichter  zu  construireo,  als  früher. 

Auf  dieselbe  Weise  construirt  man  an  der  selbstverstlndlichen 
Taf.  V.  Fig.  25.  die  Durchmesserlingen  auf «/ (7  parallel  zurBissec- 
trix  CFOGH  und  auf  der  dazu  conjugirten  Richtung  TGJ,  deren 
Grussenbestimmung'  durch  die  Elemente  des  Dreiecks  aber  hier 
zu  weit  filhreo  wflrde.  , Auf  dieselbe  Art  verfthrt  man  auf  jeder 
beliebigen  Durchmesserrichtung. 


«.  11. 

CoorJUnatengleickung  des  XegeUchnüU  aus  Taf.  F.  Fig.  96. 

Nach  den  ▼orangegangenen  Untersuchungen  kann  es  nicht  mehr 
sweifelbaft  sein,  Welthes  Coordinatensystem  das  bequemste  ist 
für  die  Coerdinatenanalysis  uasers  Ortes,  da  AB  als  Berabmngs* 
sehne  der  zwei  festen  Tangenten  AC  und  BC  and  die  Mittellisie 
CD  als  Durchmesser  der  Curve  unmittelbar  als  conjugirte  Rieh* 
tungen  gegeben  sind  und  als  Coordinatenaxen  die  einfachste  Glei- 
chung fdr  die  Curve  unsere  Ortes  in  Aussiebt  stellen.  Sei  also 
in  Taf.  V.  Fig.  26.  die  CD  Axe  der  x,  die  AB  Axe  der  y,  und 
wie  frfiher  ilfi=2c,  CD^m,  AC=b,  BC=a  und  P  ein  sol- 
cher Punkt,  dass  seine  Entfernung  PKszs  von  der  AB  sei  das 
geometrische  Mittel  zwischen  seinen  Entfernungen  PH^p,  PG=q 
ven  den  AC  und  BC  oder  bestehe  die  Gleichung  ^:=zpg.  Setseo 
wir  den  Coordinatenwinkel  CDA:=:i^  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  wie  Figur  zeigt  PJ^x=LD  and  PL=^JD=f,  wo 
EPLF  durch  P  parallel  %n  AB  und  L  der  Durchschnitt  zwischen 
CD  und  £F,  ferner  EL^LF^u  und  EP^n-^y,  FPsii^y; 
so  gibt  die  PtopoiÜMi  LFxBDzsCLiCD  In  diesen  Zeichen: 
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ti:c  =  m — xim  oder  u  =  -^ ^; 

darais  folgt  ferner: 

FP=  tt  4-  ^  = jj ^ry^-^icm-ex  +1»^). 

Diese  Werthe  benntzt  zur  Bestimmung  jener  Perpendikel  geben : 

Pti=:p  =  PE,  Sin  ^  =  (cm — ex — my) =  (cm—cx—my)  — r— , 

PG^zq^:zFP.S\nßs:^(cm^^cx't-fny)  — - — »(em — caf+my) . 

Diese  Ergebnisse «  eingeführt  in  die  Bedingungsgleichung  s^=pq, 
föbren  zu  der  Curvengleichung: 

^•Sin*0=[c«(iii-ar)«-.mV]^^» 
oder 

abx*  =zc*{m-'  x)*  —  »»y » 

oder  geordnet  nach  den  Coordinaten : 

(ab  —  c*)  X*  +  2chnx  +  my = c*»!* 
oder 

^       2c*iit  c^m*  m*         _    c*iii^     ,       c^m* 

*  +  flft—c«'^  +  («t-c«)«  +  riÄ  -  c^^"  ß6  -  c«  +  (a6-c«)« 

and  f 

c'ffi 
Wird  nun  gesetzt  ^  statt  ar-f    . -i,   so   Ist   der  Anfangspunkt 

der  Coordinatea  versetzt  in  den  Mittelpunkt  der  Curve,   und  ivir 
haben : 

ab   Hittelpunktsgleichung    bezogen  auf  ein   Systefn    conjngirter 
Durchmesser,   wo 

'='(a6-c^«— (<«--c)«~"(rf-c)«'  ^  =^«6;^^  J-:=;^""^^-7 


1 
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oder  vierte  Proportionale  eq  a,  b,  c,  welche  Ergebnisse  aafs 
Schönste  flbereinstiminen  mit  denen  der  froheren  Synthesis  auf 
Seite  38.  Taf.  V.  Fig.  24.  und  Seite  31.  und  32.  Taf.IV.  Fig.  21. 
Auch  die  Ehtfernung  des  ursprünglichen  Anfangspunktes  D  in 
Taf.  V.  Fig.  26.    vom    Mittelpunkt    der    Curve    oder    die   Strecke 

2VJ  = -j^^j  =3  T^-  in  Taf.  V.  Flg.  24.  stimmt  ganz  liberein  mit 

dem  zweiten  Gliede  des  Binoms  x-{-    , ^  unserer  ursprfingli- 

chen  Gleichung,  welches  bezeichnet  die  Strecke ^  um  welche  die 
Axe  der  y  verschoben  werden  muss,  um  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  zu  versetzen.  Wird  in  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  gesetzt  ^  =  0,   so  folgt : 


:r  + 


c*m         cmSTab     ,  cm(\fab — c)  cm 

-. :;=:—; sr  oder  o:  := ~ s — ^=: 


ab  —  c*       ab — c*  ab-^d^  cdbV^o^* 


was  wieder  übereinstimmt  mit  Seite  30.  Taf.  IV.  Fig.  21.  In  den 
Ausdrucken  Ü  und  H  för  die  conjogirten  Halbmesserlängen  sind 
zugleich  die  Bedingungen  ausgesprochen,  unter  denen  aus  unse> 
rer  Ortsbestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnitten» 
n&mlich:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  hervorgehen.    Diese  sind 

wie  oben  c='V^ab  för  die  Parabel,  c<  V^ab  für  die  Ellipse  ond 
c>  Va6  filr  die  Hyperbel.  Im  Fall  der  Parabel  geht  unsere  ur- 
sprflngliche  Gleichung  Ober  in : 

2c*        2c* 
2c«m:r+mV=^*^*  ^^^^  y*=c«-"— 0:=  — (4m— ar)=2par', 

c* 
wo  p=— 9   d.h.  der  Parameter  die  dritte  Proportionale  zur  hal- 
ben Grundlinie  c  und  zur  Mittellinie  m,  und  x'  statt  im— or  ge- 
setzt ist.     Die  Gleichungen  für  AC  und  i?Cin  unserem  ursprüng- 
lichen Goordinatensystem  sind: 

m*c  m       c 

und  es  iSsst  sich  leicht  zeigen,  dass  diess  Tangentengleicbongen 
sind,  wie  folgt: 

Ä  =  m  T  -y ' 

an«  den  Gleichungen  der  Geraden  AC  und  BC  eingesetzt  in  die 
ursprüngliche  Curvengleichung ,   gibt  nfimlich: 

,    _m     .     chn   ., .      «t*       -       obAit^ 


oder 
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/     ob      T-yV  ,       y* abc* 

T  2ii6c(o6  —  c«)y  +  a6(a6  —  c«)y*  ==  abd^ic^^-ab), 

T  ^abcff  +  a6y*  =  —  aftc* 


oder 


y«T2cy  =  — c*,  oder  (yTo)«  =  0,    y-dbc,  ^ 
80  das«  die  Gerade  AC  nar  einen  Punkt 

yT=:-\-c    und    jr=t:iii .c  =  0 

mitderCurve  gemein  hat,  nnd  ebenso  die  Gerade  ACnor  den  Punkt 

y  =  —  c.  und  x  =  m  +  —  .  (— c)  =0, 

wie  zu  beweisen  war. 

Zeigte  oben  schon  die  Form  der  ursprfinglichen  Currenglei- 
ebung,  der  das  Product  xp  der  Coordinaten  fehlte,  durch  diesen 
Dnstand,  daas  in  Taf.  V.  Fig.  26.  die  AB  und  die  CD  conjugirte 
Richtungen  der  Curve  sind  und  also  mit  Recht  gewShIt  wurden 
ils  Coordifiatenaxen,  so  zeigt  der  andere  Umstand,  dass  dieselbe 
Cnrrengleichung  kein  y  der  ersten  Potenz  enthält,  die  CD  sogleich 
ab  Durchmesserrichtung  und  bestätigt  mit  der  Tangenteneigen- 
lehaft  der  AC  «nd  BC  noch  mehr  jene  Wahl  des  Coordioateii- 
Systems. 


Gleichung  der  Tangenten  Fl'  und  HT  in  den  Mittelpunkten 
F  und  H  der  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreise  nach 
Tif.  F.  Fig.  23.  im  ursprünglichen  Coordinatensgstem  der  AB 

und  CN. 

In  diesem  sind  die  Coordinaten  NK—PF—x  und  FK—NP=:ff 
iti  Punktes  F  gegeben  durch  die  Proportioiien : 
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NK:CN=OF'.CO,    FK: NO  =  CF:  CO . 
wo  nach  fräheren  Ergebnissen  und  Voraussetzungen: 

CN=sm, 

OF^ CO- CF:^  2^ro.iC-^J^^=-^^^. 

PQ^2g6Co8iC      ^Q^(«-6)c  _2abCoBlC, 

a  +  b      *  a  +  6    *  a  +  6+2c  * 

also: 

4fl6cCo8tC        2o//  CosjC 
^*^-'"  — (a  +  6)(a  +  6+2c)'      «  +  6 

oder 

2cm  (g  — 6)c_2fl6Co8tC.2o&Co8iC 

^'^""a  +  6+2c'    ^^'    a  +  6    *"  a  +  6  +  2c  '      n  +  Ä 

oder 

(a— 6)c 


Fif= 


a  +  6  +  2c' 


Wird  noch  gezogen  PF  parallel  zu  GS  bi8  auf  die  AB^  ferner 
die  Tangente  TF  verlängert  bie  L  anf  CN,  so  sind  die  Dreiecke 
LNT  und  PFT  Sbniich  und  geben  die  Proportion  LNiNT 
^PFiPT,  wo 


a--6        ^'^"~^"^~a  +  6+2c' 

PT—IVT-  TVn  -  C«»-*-^)*^       (a--6)c      4a6c-f  2oc*+26c«. 

'^~    a— 6       a+6  +  2c~(a-6)(a+6+2c)  ' 
also: 

,«,(«  +  fe) c _      2cm     .  4a&c4-2ac«+2Ac«  ,,g  _  (a-f  ft)cre 

^^**  o— 6  ■-o+6+2c*(a-6)(a+6+2c)  ""*'  ^^-2«6+oc+6c" 

Endlich  ans  iVT*  und  LiV  die  Gleichung  der  JDFT*,  nSmIich : 

ar        y    __,      ,      (2oft  +  ae  +  be)x  .  (c^ft)y 

oder 

(2a6+oc  +  6c)a:  +  (a — 6)m^=:(a-|-6)cm. 

Ebenso  gibt  die  höhere  Analysis  durch  Ableitung  aus  der  Cur- 
vengleichung 

(ö6  -  c«)ar«+2c%iwr  +  my-c«m«=/(ar,  f)=0 

fSr  den  Berflhningspunkt  ^ 
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^  ^"^-0  +  6+20'   ^""a  +  6+2c^ 
die  TaDgeotengleichaDg : 

(X-x)fJ(x.  i)  +  (F-y)A'(a:,  y)  =  0, 

wo  JT,  F  die  laufenden  Coordinateo  und  x,  f  die  des  BerflhrilBgs- 
panl[te8  sind.    So  bekommen  wir  nimlicii: 

^^     a+6+2c^*   g  +  6  +  2c  **"^^""g  +  Ä  +  2c^a  +  Ä+2c'""' 

/9  A  I       1  iL  \  V  ■  /       jLx     V     2(2g6  +  ac  -f  6c)cm  -f  (g  —  6)*cm 
(2fl6  +  iic  +  6c)Jr+(a— 6)mF=-5^ ^     ^^^^   , 

(2a6  +  Of;  +  6c)J¥+  (g— 6)iroF=  (a  +  6)cm, 

wie  oben  durch  Synthesis* 

Ist  Q  der  Treffpunkt  zwischen  TH  und  C2VJ,  so  sind  C,  £, 
iV,  Q  harmonische  Punkte  und  geben  die  Proportion: 

CQiCL^NQiLlS,   oder  m  +  i^e.m  — Li^=2^Q:LiV, 

oder 

^Q:m  =  L^^;fl•-2.L^, 

YQ. ^  _     (g  +  6)cm     ,  (2g6--gc~6c)m  mr^_   (g  +  fe)cm 

^''•^-2a6  +  gc  +  6c'  2«6  +  gc+6c  '  ^'^"^  ^*^— 2g6-.gc-6r' 

Gleichung  der  THQ  diese: 

*   x^— 1      (gg -f  ^g—  2fl&)ar     (g— fe)y _  , 
"■]?5"^iV7'""''         (g  +  6)cm        **"(o  +  6)c""*' 

(gc+6c— 2g6)ar+(a — 6)my  =  (g-|-A)cifi. 

Denken  wir  uns  in  TaT.  V.  Fig.  25.  aus  H  nach  CNJ  die  £rC7 
parallel  zu  2IB,  so  folgt: 

Är:OiV=CJ5r:CO 

oder 

„     {^—i)c  .  Ä  •  o  \G     1/^  2g6CosiC 

BV:  ^^^  =i(g  +  6-t-2c)SeciC;     ^^^      > 

_(g--A)(g  +  fe-f  2c)c_  (g-6)c 

^*^"-         4g6CosHC         -g+ft— 2c""*""^^' 
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«renn  HVzvl  CNJ  pafallel  nach  ABT  gezogen  ist   Danu  folgt  aoch 

a  —  ö        a  +  6--2c  (a — o)(a+6  — 2c) 

und  HV  ist  gegeben  durch  die  Proportion: 

Hr:ffO=CNiCO,   oder  HF.CH^CO^mx^.Cos\C, 

oder 

oder 

AubcCoBJC     _      1abCoB\C  2cm      _^yr 

^'^•(a+6)(a+6-2c)"~'"'      a  +  «     '  ^^— a  +  6— 2c-^^-^' 

daraus  die  Tangeuteogleichung  im  Punkte  H: 

^  V  2cm      ^  2a6 — ac — bc  ,  ,  «.       (o — b)c  ^  (a — 6)  cm     ^ 

^^"2c-a-^^*'2c-.a-Ä~+<^'^a  +  6-äc^*a+Ä-2c="' 

/      ,  *       o  rx      .  /       iLv           (2a6— wc--*c).2cm  +  (a— 6)*cm 
(ac  +  6c— 2a6)jr  +  (a— 6)iny= a  +  6— 2c ^ ' 

y      .  A       o  M     ^/       Äx           <2fl6 — 2ac — 2^c  +  g*  +  6«) cm 
(ac  +  6c— 2fl6)ar  +(a— 6)mir  =  ^ ^  ■  ^_2c ' 

(ac  +  *c— 2aÄ)a:  +  (a  — 6)fit(y=  (a  +  6)cm; 

wie  oben  durch  Synthesis. 


Axcnrichiungcn  und  Axenläugen. 

Sind  nach  Obigem  nicht  nur  iwei  conjugtrte  Uurchmesser  nach 
Lage  und  Grosse,  sondern  sogar  zwei  Paare  solcher  leicht  gefun- 
den, so  ergeben  sich  nach  der  Methode  Ton  Cbasles,  Geschichte 
der  Geometrie,  Seite  42.,  Note  43  der  Debersetzung  von 
Sohncice,  leicht  Grosse  und  Richtung  der  Azen,  welche  Con- 
Htruction  am  einen  oder  andern  Paar  conjugirter  Durchmesser  aus- 
;;efiihrt  werden  kann.  Vergleiche  noch  das  ebengenannte  Werk  von 
Chasles  Seite  386.,  wo  Vorausgeht  die  Entwickelung  derselben 
Construction :  Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  beiden  con- 
jugirten  Halbmesser  zieht  man  eine  Gerade  senkrecht  gegen  den 
zweiten  Halbmesßer  «nd  tcigt  auf  dieser  Garaden  von  A  aus  zwei 
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Abschnitte  «ef,  jedeo  gleich  dem  zweiten  Halbmesser;  die  End- 
punkte B  und  C  dieser  beiden  Abschnitte  verbindet  man  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Carve  durch  die  Geraden  MB,  MC;  den 
Winkel  BMC  nnd  seine>i  Nebenwinkel  hälftet  man  durch'  zwei 
Reue  Gerade,  die  die  Richtungen  för  die  beiden  Axen  der  Cnr?e 
anf^ben.  Die  Summe  MB+MC  wird  der  grossen  Axe  und  die 
Differenz  MB  —  MC  der  kleinen  Axe  gleich.  Eine  andere  Eut- 
wickthrog  dieser  Constmction  siebe  im  ^^Problem  des  Mydorge'' 
▼en  Gymnasiallehrer  Brändli.    Schaffhansen  1860.   S.36. 

$.  12. 
HaupterfebnisB  und  Schhtss  unserer  Untersuchung, 

Erklärung.  Nach  Steiner  S.  157.  der  ««Systematischen 
Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten." Berlin  1832.  heisst  ein  Kegelschnitt  einem  Tiereck  har- 
uionisch  umschrieben«  wenn  er  der  Ort  eines  freien  Punktes 
ist«  der  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  einem  harmonischen 
StrahlbQschel  projicirt. 

Eben  so  heissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf 
den  zugehörigen  Kegelschnitt  vier  harmonischePunkte«  ohne 
anf  einer  Geraden  zu  liegen. 

Ein  Kegelschnitt  heisst  einem  Vierseit  harmonisch  ein- 
geschrieben, wenn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Tangen- 
ten des  Kegelschnitts  jede  fiinfte  freie  Tangente  desselben  har- 
monisch schneiden.  Ebenso  heissen  die  vier  festen  Tangenten  in 
Bezug  auf  den  zugehörigen  Kegelschnitt  vier  harmonische 
Tangenten,   ohne-einen  StrahlbtiAche!  zu  bilden. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  ergibt  sich  noch  leicht  für  die 
fier  harmonischen  Punkte«  wenn  man  den  fünften  freien  Carven- 
punkt  mit  irgend  einem  jener  vier  zusammenfallen  nnd  ihn  seine 
eigene  Projeetion  sein  lässt«  so  dass  die  Tangente  In  demselben 
Projeetionsstrahl  ist.  Folgendes:  Die  Tantjente  in  jedem  der  vier 
harroonij'chen  Punkte  ist  zu  den  drei  Strahlen,  welche  er  mit  den 
drei  ubri<i;en  bestimmt,  der  vierte  harmonij^che  Strahl«  und  zwar 
demjenigen  Strahl  zugeordnet«  uejcher  durch  den  dem  jedesma* 
ligeo  Punkte  zugeordneten  Punkt  geht.  Die  Tangenten  in  je  zwei 
zugeordneten  Punkten  und  die  Gerade  zwischen  den  zwei  Cbrigen 
Punkten  geben  durch  einen  Punkt.  Erfüllen  umgekehrt  vier  Punkte 
eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen,  so  sind  sie  harmonisch. 

Lässt   man   ebenso  den   Berfibrungspankt  der  fünften  freien 
Tingeote  zueamroenfiilten  mit  dem  Berährnagspunkt  irgend  einer 
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der  vier  festen  harroonUchen  Tangenten,  ao  das«  jene  fünfte  Tan- 
gente SU  einem  Punkt  zusammenseh windet,  der  zusammenftllt  mit 
ihrem  Durchschnittapunkt  n.  s.  f.,  so  folgt:  Der  Berührungspunkt 
einer  jeden  der  Tier  festen  harmonischen  Tangenten  ist  zu  den 
drei  Punkten,  in  welchen  sie  von  den  drei  übrigen  geschnitten 
wird,  der  vierte  harmonische  Punkt ,  und  zwar  demjenigen  söge- 
ordnet,  in  welchem  die  jedesmalige  Tangente  von  der  ihr  zuge- 
ordneten geschnitten  wird.  Ferner:  die  Berührungspunkte  je  sweier 
zugeordneten  Tangenten  und  der  üurchschnittspunkt  der  swei 
übrigen  Tangenten  liegen  in  einer  Geraden.  Erfüllen  umgekehrt 
vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen, 
so  sind  sie  harmonisch.  Vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts, 
deren  Berührungspunkte  harmonisch  sind»  bestehen  selbst  als  har- 
monische. Vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts  haben 
vier  harmonische  Berührungspunkte.  Alles  dieses  zeigen  die  Figu- 
ren 24.  u.  25.  auf  Taf.  V.  ganz  deutlich ,  und  zwar  unter  der  beson- 
deren Bedingung,  dass  in  den  harmonischen  Strahl büsch ein  A  und 
B  das  eine  Paar  zugeordneter  Strahlen  AF  und  AH^  BF  und 
Bß  rechtwinklig  und  die  Winkel  des  andern  Paares  zugeordne- 
ter Strahlen  AC,  AB  und  BC,  BA  hälften.  Ferner  sind  die  vier 
harmonischen  Punkte  ABFH  die  Ecken  eines  Kreissehnenvierecks. 

Ist  nun  ABFH  ein  beliebiges,  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenes harmonisches  Viereck,  an  dessen  Ecken  Tangenten 
construirt,  auf  dieselben  und  die  Curvenpunkte  angewandt  der  Satz 
von  den  Entfernungen  zwischen  Curvenpunkten,  Tangentenpaaren 
und  Seiten  des  Vierecks  als  Berührungssehnen ,  so  ergibt  sich  der 

Lehrsatz.  Ist  einem  Viereck  umschrieben  ein  harrooniseber 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  eines  beliebi- 
gen Curvenpunktes  von  zwei  coordinirten  Seiten  gleich  dem  Pro- 
duct der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  je  zwei  andern 
coordinirten  Seiten. 

Beweis  aus  Taf.  V.  Fig.  27.  durch  projectivische  Eigenschaf- 
ten:  Es  seien  a,  b,  c  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die- 
selben projicirt  aus  dem  vierten  Punkte  P  desselben  Kegelschnitts 
durch  die  Strahlen  A,  B,  C;    aus  dem  fünften  Punkte  P,  dureli 
die  Strahlen  A\  B' ,  O  und  alle  diese  Elemente  als  fest  ange- 
nommen,   hingegen  m  als  freier  sechster  Punkt  der  Curre,  und    )% 
derselbe   ebenfalls    projicirt   aus   denselben    Punkten   P  und    P,     a^ 
durch  die  Strahlen  M  und  M\  so  gibt  die  projectivische  Eigen-   o 
Schaft  der  Kegelschnitte  die  Proportion:  ^ 

Sin(^,  M)ßm{A,  C)       S\u{A' ,  M'),S\n{A',  C)  *iek 

Sln(B,*)'Sin(Ä,O""Sio(fi',*')'S«n(B',C0  ^^®'  ^ 


A 
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Sip(il,  M)     Sin(^^  M')rS'MA,  C)  S\n(A',  Cn 

8ln  (Ä,  m  ""  Sin  (Ä',  iV')  Lsin  (Ä,  C) '  Sin  (B' ,  C)  J   ^"^^ 

Sio(^,itf)         Sin(^S  M') 
Sin(Ä,ilf)""**Sin(Ä',J!f')' 

wo  der  constante  Coefficient  X  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

Sin(^,C).Sin(^SCO 
.  *""Sin(Ä,  C)*8in(Ä',  C')' 

Dieser  Coefficient  X  kann  den  Werth  1  annehmen  unter  der  Be- 
dingung, das8  Winkel  (^,  C)  =  Winkel  (A\  C);  Winkel  (ß,  C) 
=  Winkel  {ß' ^  C),  was  einen  Kreis  voraussetzt.  In  diesem  Falle 
haben  wir: 

SiD(J,  ilf)  _  S\n(A',  M')  MS\fi{A,M)  _  M'SiüjA^M') 

Sin(Ä,üf)""Sin(Ä',  iH')   ^^^^  MS\n(ß,  M) '^  M'S\n{B',  M') 

oder  -zu-    oder  pq^^uv,    d.h.  im   Kreissehnenviereck   aPP,b 
V       q  '^  ' 

ist  das    Product   ans  den   Entfernungen    eines    Peripheriepunktes 

roD  zwei   coordinirten  Seiten  gleich    dem   Product  aus  den  Ent. 

ferooDgen    desselben    Punktes  von   je   zwei    andern   coordinirten 

Seiten,  wie  schon  oben  in  §.  7.  gefunden. 

Der  zweite  Fall,  wo  X  den  Werth  1  annimmt,  ist  die  Bedin- 

Sin(J,  C)  _  S\n{A\  C)       S\d(A,  D)      S'm(A\  T) 

gang,  dass   ^^^^^ß^  fjy  —  sin(^,  C)  ^  Sin(Ä,  D)  ""  Sln(Ä',  T) 

^  S*  (R'   ns ^^  S'   (6    t\  '  ^^  gemeinschalihchen  Strahl 

der  beiden  BGschel  P  und  P,,  und  T,  die  Tangente  in  P,  hin- 
gegen T  die  Taugente  in  P,  vorstellt.  Diese  Bedingung  setzt 
maus  einen  dem  Viereck  aPPfi  umschriebenen  harmonischen 
K^elschnitt  und  führt  als  Schlussergebniss  den  oben  ausgespro* 
«heoen  Lehrsatz  herbei :  denn  die  harmonische  Proportion  für  den 
freien  Curvenpunkt  m  und  seine  Projectionsstrahlen^  jlf ,  M'  nach 
P  ud  Pf  gibt  aus  Taf.  V.  Fig.  27.  nach  und  nach : 

MA,M)  Sln(i<S  JtfQ     ,      .       itf.Sin(^ ,  M) .  M',S\n{A',  M') 
|S«(Ä,  ilf)'Sin(i?',Ä')""  ilf.Sin(l?,il#)'ilf'.Sin(B',ArO 

|ider  ^:-  =  l  oder  pq^=uVf  wie  zu  beweisen  war. 

Ist  der  Coefficient  X  nicht  1,  sondern  ein  anderer  W.erth,  so 
Ugt  auf  dieselbe  Weise  der  allgemeine  Satz  Newton' s  vom 
^igeschriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  nach  §.  3. ,  wie  er  bei 
4n  Schriftstellern  Aber  neue  Geometrie  sich  findet. 
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II. 

Grundzuge  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fanctio- 

nen  and  der   Anwendung   derselben   zur  Ausziehnng 

der  Wurzeln  und  zur  Auflösung  der  Gleichungen. 

Ton 

dem    Herausgeber. 


«•  1 

Da  die  Wichtigkeit  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fonctio- 
iien  für  die  Aiialysis  sich  iminer  mehr  herauszastellen,  mir  aber 
die  bisherige  Entvi^ickelung  derselben  und  namentlich  ihre  An- 
wendung zur  Auflösung  der  Gleichungen  noch  in  mancher  Rück- 
sicht einer  Vereinfachung  und  Verbesserung  föhig  zu  sein  scheint; 
so  halte  ich  es  für  ziveckmässig,  in  diesem  Aufsatze,  ohne  irgend- 
wie auf  Vollständigkeit  Anspruch  machen  zu  wollen,  zu  zeigen, 
wie  inach  meiner  Ansicht  dieser  Gegenstand  darzustellen  sein 
dürfte  *).  Bemerken  will  ich  für  jetzt  hier  nur,  dass  der  Um» 
stand,  dass  die  hyperbolischen  Functionen,  —  wie  übrigens  nseb 
der  Natur  derselben  von  Torn  herein  zu  erwarten  war  und  eigeoi- 
lieh  sich  von  selbst  verstand  —  eben  so  gut  wie  die  Logarithmen 
zur  Ausziehung  der  Wurzeln  gebraucht  werden  können,  nicht  im- 
mer mit  der  erforderlichen  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  hervor- 
gehoben wird;  und  rOcksichtlich  der  Auflösung  der  cubischeo 
Gleichungen  bin  ich  der  Meinung,  dass  ein  besonderer  Vortheil 
der  in  Rede  stehenden  Functionen  gerade  darin  liegt,  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  die  cardanische  Formel  ganz  entbehren  kann, 
sich  also  von  derselben  auch  mittelst  der  hyperbolischen  Fnnetio- 
nen  ganz  unabhängig  machen  muss.     Dies  wären  etwa  die  we- 


*)  Man  vergl«  dio  «ehr  TerdieottlichcB  Entwivlcelangeo  von  Herrn, 
Matzka  in  Tbl.  XllXVII.  S.  399.  und  Ton  Herrn  Gronau  in  den  unten 
ancufnhrenden  Schriften. 
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MotHcbsteD  Bloneiite,  denen  ieh  bei  ^en  folgenden  Entwiokelnn^ 
gen  Toratogeweiee  einige  Beaohtong  wflnscben  mSchte«. 


§.2. 

Wenn  e  wie  gewöhnlich  die  Basis  der  natfirlichen  Logarith- 
men mid  q>  eine  beliebige  veränderliche  Grösse  bezeichnet;  so 
hfissen  die  beiden  Functionen 

e^  +  e—f         -     ev — e-V 
__._    und    g— 

respective  der  hyperbolische  Cosinus  und  der  hyperboli- 
sche Sinn^s  von  9,  und  werden  durch 

I)  .    .    .    .  i;os^^ rt — '    oiny  =  — "5 

bezeichnet,  indem  man  sieh  sur  Unterscheidnng  von  dem  cykli- 
schen  Cosinus  und  Sinus  cosqo  und  sing)  .bei  der  Bezeichnung 
der  hyperbolischen  Cusinos  und  Sinus  grosser  '  Anfangsbuchsta- 
lien  bedient. 

Bekanntlich  können,  indem  wir  fGr  jetzt  hier  nur  reelle,  Werthe 
?on  97  betrachten  wollen ,  für  jedes  reelle  g>  die  Functionen  e9, 
und  e-f  in  die  convergirenden  unendlichen  Reihen: 

c<p  =  1  + 1  +  j-2  +  jyg^^ä  +  jTTTTi  + .  •   ' 

e    f"  —  1        I  T  1   o"^ 


J^l.2      1.2. 3^1. ...4       • 

eotwickelt  werden,  woraus  sich  mit  Bezug  auf  1)  unmittelbar  die 
beiden  folgenden  allgemein  gOltigen  Gleichungen  ergeben: 


<p*         ^*  <p* 


•  •  •  •  9 


^  •  •  ; 

^'"''  -  T + rTä + rzTö+r:::? + 

-  t 

ans  denen  man  sogleich  erkerint,  dass  Cos(p  stets  positiv  ist, 
md,  wenn  g>  von  — od  bis  -f  od  wächst,  von  -f  00  bis  1  abnimmt 
und  von  l  bis  -f  oc  wächst;  dagegen  ist  Sinqo  negativ  oder  posi- 
tiv, jenach  dem  9  negativ  oder  positiv  ist,  und  wächst  von  — 00 
Ins  ^Qc,  wenn  (p  von  — oc  bis  -f  od  wächst.  Es  kann  also  Cos  9 
blofs  positive  Werthe  annehmen,  die  nicht  kleiner  als  die  Einheit 
•ind;  dagegen  kann  Sin  9  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven 

Iheil  XXXVni.  4 
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W^fth  amicbne*,  welche  Bigensehafteo  der  hyptriNilUebea  Cosi* 
DOS  and  Simis  mm  bei  der  Anwendung  diecer  Fttnetion««!  w«M 
zu  beachten  ^a*- 

So  wie  in  der  Theorie  der  Kreisfnnctionen  bildet  mau  aus 
den  hyperbolischen  Cosinussen  und  Sinussen  neue  hyperbolische 
Functionen  nach  den  Formeln: 

_  Sinqp       .  Cos  9 

Sec9  =  p— -,    Co«ec9»  =  ^ 


a.  8.  w.,  was  hier  natürlich  Hiebt  weiter  erl&utert  zu  «rer4en  braoeht. 

§.  3. 
A.OS  den  beiden  Fundamentalforroeln 

CoS^=— -'S ,        i9m9>= — ^-g — 

lassen  sich  leicht  eine  Menge  Ton  Relationen  zwischen  diesen 
Functionen  ableiten,  von  denen  wir  jedoch  nur  einige  der  wich- 
tigsten entwickeln  wollen. 

Weil 

Co8(— 9)  = 2 — =      2 — ' 

Ist;  so  ist: 
3) .   .   .   .  Cos(— 9)  =  tos9,    Sln( — ^)=:i:— Sing^ 
Ferner  ist  nach  den  Grundformelo : 

e*9+e''*9  +  2 


c..^=(?-±sin  = 


S.n9«  =  ^— ä— ;  = 4 ; 

also: 

4) Cosg)«— Sln9«=l 

und 

Cosy^  +  Siny^=:^'^*"*^> 
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Mglicb,  weil 


Co.2^=?!?y:^ 


ist: 

5) ,  .   Cos  9*  +  Sin  9«  =  Cos  V 

Aus  der  Gleichung  4)  folgt: 

6).   .   .Co«9=  VSiny^  +  l,     Siiigp=i:Vfco«9*— t 

indem  man  das  obere  oder  untere   Zeichen  nimmt ,  j^kdldelti  ip 
positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 


and 


Los  9>  oin  ^  = q  —  • s ^^ 7 


Sm2<p  = 2 


ist,  so  ist: 

7) 2  Co«  9  Sin  9  =  Sin  2^. 

Femer  iit  iiaob  'defi  GriiiMMbnn^lii  t 

Cos(g>  +  ip)  = -^2 = 4 

""  4 

_(e9  +  e-f)  (e'P  +  g-»)  +  (e9^  e-9)  (g<y> — g-^ 
"•  4 

gf  +  g-y   g'^  +  g-V'       «y-.6-y   e^^^-e^^ 


* 


«•> 


^,.   .     .     V      g9+V— g-(y+V)      'igv.g'f— 2g-f.g-«/' 
Sin(9+^)  = 2 = 4 

(g» — e-'9)e'l'  -f-  (gy  -f-  e-9)e'^  -f  (g^  —  g-^jg-"'^ — (e^  -f  g~y)g-^ 

4 

(gf  -  g-y)fgt  H^r-^) + <g^ + .r-^  (€^  ^  ^'f^ 

4 

gf— g-y   e'P  +  g~»      gf +g-y   e^'-er-^ 
2  2       +        2  T^  ' 

4* 
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also : 

(  Go8(<p-f  il/)  =  Go8 9 Cos ^-f»^in 9> Sintis 
8).   .   . 

(    SiD  (9  -f  ^)  =  Sin^Cosip  -f  Cos 9 Sin i|;. 

Setzt  man  in  diesen  Farmeln  — ^  fSr  if;,  so  M^ird: 

€08(9  —  -^)  =  Cos9Cos(— '^)+SingpSin(— '^), 

Sin(<p— ^)  =  Sin^CosC— ^)  +  Cos^SinC— t^); 

also  naejb  3): 

!Cos(9 — i/;)=:Cos<)pCosV' — SInySIntf), 
Sin  (9  —  ^)  =:  Sin  tp  Cos  ^  ^  Cos  tp  Sin'f; ; 

folglich  nach  8)  und  9): 

f  Gos(<j[>  J:^)^Cos9Co6^J:Sin9Sin^, 

M%ß/         •  •  • 


fCo 

t  Sil 


Sin  (9  :£  ^)  =  Sin  q>  Cos  t|;  J:  Cos  g>  Sin  t^. 

flieroach  ist: 

CosK9+^) +  Go8^f>  — ^)  =  2€os|9Gos|if;, 
Co8K9>+^)-*Cosl(9> -^)  c=3Sinl<pSin)^, 
SinK9>+^)  +  Sini(9>— if;)  =  2Sini9Cosi^, 
Sini(9>-ftf;)  — SiiiK9>— if;)  =  2Cosl9Sini^; 

alaoy  wenn  man  ßr 
respectiTe 


<P  +  ^>    <)P— -*»    29,    2-^ 


setst: 


11).  . 


Cos9>  +  Co8^=:2Cosi<9  +  tt;)Cosi<9— ^), 

Cos  9>  —  Cos  ^  =:  2  Sin  ^9 -f- 1|;)  Sin  ^9 — ^) , 

Sin  9  -I-  Sin  ^  s  3Sin  ^9 + 1)  CoaK^— ^) , 

Sin  9  -  Sin  ^  =  2 Cos i(9> -f- ^)  Sin  i(9 — ^). 

Nach  10),  5),  7),  4)  ist: 


=  Cos  2(p  Cos  g>  +  Sin  29  Sin  9 
=  (Cos  9>*  -f  Sin  9*)  Cos  9 + 2Sin  9*Cos  9 
=  (2C0S9S— l)Cos9-|-2(Cos9*— l)Cos9 
=  4Cos9* — 3  Cos  9, 

Sin39  =  Sin(29-f9>) 

=  Sin  29  Cos  9  +  Cos  29  Sin  9 

=  2  Sin  9>  Cos  9*  -|-  (Cos  9>*  -f  Sin  g>^  Sin  9 

=  2Sin9>(Sio9*-|-l)-f;(2Sin9«  -|-  l)Sin9 

=  4Sia9'*f  SSin^;  .  ^ 

80  dass  man  also  die  beiden  folgenden  Gleichungen  bati 

f  Cos9>— IC0S9— ICosS^sO, 
Sin  (p^  +  i  Sfo  <p-i  S\n3<p  z^  0 ; 

uDi)  wenn  man  ig)'  für  tp  setzt: 

rCosig>»-jCosi9-iCoscp  =  0, 
l  SinJg>«  +  |Sinl9  — iSinyrsO. 

Die  aus  dem  Obigen  bekannte  Formel 

Cos  2gp  =  Cos  gp*  +  Sin  9* 

kann  man  nach  4)  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Cos  29  =  2  Cos  9«—  1  =  2Sin<p«  +  1, 

woraas  sich,  wenn  man  \(p  (tt  q>  setzt,  die  Ausdrücke 

Cos9  =  2Cosi9«— l=2SinJ9»f  1; 
also: 


12) j 


14) 


Cosi<p=V^5^*,    «nJ^=±V5^J— * 


ergeben,  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 
9  positiv  oder  negativ  ist. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  diese  Theorie  ganz  eben  so 
darchfilhTen  kann,  wie  die  Theorie  der  Krelsfanctionen,  was  noch 
weiter  zu  entwickeln,  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde,    flaapt- 
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sächlich  sind  aber  der  späteren  A»w6n4<iigei»  wef^e»  «ns  noch 
einige  Formeln  nothig,  die  wir  im  folgenden  Paragraphen  ent- 
wickeln wollen. 


§.  4.        .. 

Durch  Mnltiplication  erhält  roaq: 

(Cos  fp  db  Sin  tp)  (Cos  91 J-  Sin  g>i) 

:=(CosfpCos(pi  -\-Smfp8\ug>i)Jt:(8\Q<pCoB<pi  -f  Cos^Sing^i), 

also  nach  10): 

15) 

(Cos  9  ±  Sin  9)  (Cos  9,  ±  SIri  fpi)  =  Cos  (9  +  ^i )  ±  Sin  (g>  +  tpi) , 

und  durch  successive  Anwendung   dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
sogleich : 

•6) 

(Cos  9>dbSiD9)(Go99>idbSin9|)(Cos  ^^Sin^}^  ..^  (Cf  s^n-idb^inq^^i) 

=  Cos(9+9i  +  9a  +  ....  +  9n_i)±Sin(9  +  9|+g%  +  ....  +  9«-i/. 

Setzt  man  hierin 

so  ergieht  sich,  unter  der  Voraussetzung^  dafs  n  eine   positive 
ganxe  Zahl  ist: 

17) (Co69±Siii9)"  =  Cosit9  dbSinnqp. 

Nun  ist,  wenn  auch  fernerhin  n  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichnet : 

(Cos  <pT  Sing»)» 


(Cos  (p  ±  Sin  <p)"(C-os  tp  T  Sin  fp)F 

sc  (Cos  g>  T  Sin  g))» , 
weil 

(Cos  9  ±  Sin  ^)(Cos  9  T  Sin  9)  =  Cos  9>* — Sin  9^  =  1 

ist.     Nach  17)  ist: 

(Co«9  7Siii  ir)*  3»  Cos  119»  TSinsil) , 
also: 
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und  folglich, '  weil 

Co8fi9  =  Co8(— 119),    SiiiJB9= — Siii( — n^) 

'i8t: 

18) .   .   .  (Cos  9  J:  Sin  9)-»  =  Co«  (—  nq>)  ±  Sin  (—  n<p). 

Nach  17)  und  18)   {«t  hIihd  ffir  jade«  positiT«  oder  negative 
gaoze  n: 

19) (Cos  9)  db  SId  9))"  =  Cos  119  db  Sin  ng>. 

Bezeichnen  nan  nt    und   n  beliebige   poslÜTe  oder  negative 
ganze  Zahlen «  so  ist  hieri^ach: 

(Cos  -  9  ±  Sin -9)» 

szCesii  —  9>  J:  Sin  ti  — 9  33  Ces  m^  ±  Sin  1119  f 

and  folglich,  weil 

Cosmg)  J:  Sin  mq>  =  (Cos  qo  J:  Sin  gp)*" 
iah 

20)  .   .   .    (Co«^g>±Sin^g))»  =  (Co»g)±Sing>)"'. 
Also  ist,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

Cos-g)±Sin-9 

ein  Werth  der  itten  Wurzel  aus  der  Grösse 

(Cos  (p  db  Sin  q>)^ 
oder  ein  Werth  der  Grösse 

«  m 

V(CÖ8  9±Siin9)«»     oder    (Cos  9  db  Sin  9)». 

Weil 

Cos  9*  —  Sin  g)*  =  1 

oder 

Sin9«  =  Cosg)«— 1, 

ud  daher  immer 
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Sin  9*  <  Co«  9* 

ist;  80  ist  die  Grosse 

Cos  tp  J:  Sin  ip , 

deren  erster   Theil  stets  positiv  ist,  immer  positiv^  was  eben  so 
natflriich  auch  von  der  Grosse 

Cos—  0)4- Sin— OD 

gilt 5  80  dass  also  nach  dem  Obigen  diese  Grosse  jederzeit  den 
positiven  Werth  darstellt,  welchen  die  Wnrzel 

n m 

V (Cos 9 ± Sing))»    oder    (Cos 9 ± Sin  9) • 

immer  hat. 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  mit  den 
entsprechenden  Moivre'sehen  Formeln  von  den  Kreisfunctionen 
erkennen. 

§.6. 

Jetzt  läset  sich  schon  zeigen»  wie  man  sich  der  hjrperboli- 
schen  Functionen  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  aller  Grade  be- 
dienen kann.  Zu  dem  Ende  sei  a  eine  beliebige  positive  von 
Null  verschiedene  Zahl.    Da 


also 


(a-l)«;:0 


#1«— 2a +  1^0 


und  folglich 


ist,  so  ist 


ii«+1^2a 


2ir>  *• 


und  man  kann  folglich 

a*4-l 
21) CoS9  =  -5^ 
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setseD,  wo  ip  positiv   and  negativ  genommen  werden  kann.    Nun 
wt  aber,  wie  man  sogleich  übersieht : 


also  kann  man,  vermöge  der  Gleichung  4),  und  weil  der  hyper- 
bolische Sinus  jeden  Werth  von  —  oo  bis  -f  oo  annehmen  kann , 

22) Sinv  =  -^^ 

setzen  y  wo  q>  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  dem  Bruche  auf  der 
rechten  Seite  des  GleichheitsBefchefM  haben  mnss^  Daher  kann 
man  q>  immer  so  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 

23) Cos9  =  -2^'    ®*"V  =  "2i~ 

zugleich  genflgt  wird.    Offenbar  ist  aber 

«»+1  .  tt«— 1 

also 

a  :=  Cos9-f  Sin^, 

folglich,  wenn  wir  immer  nur  die  positiven  Werthe  der  Wurxeln 
in's  Aoge  fassen: 

m  m 

a"  =  (Cos  9  + Sin  9)*; 
also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

24) a»  =Cos-^  +  Sin-g), 

nach  welchen  Formeln  sich  also  jede  Wurzel  durch  hyperbolische 
Functionen  berechnen  lässt. 

Zur  Berechnung  der  GrOsse  q>  hat  man  nach   23)  auch  die 
folgende  Formel : 

CK,  T  "*-*      (q-l)(q  +  l) 

Nach  14)  ist: 

^     .   ^      Cos^-f  ]       jg.    ,   ^      Cosg)  — 1. 

C0Si9*:= ^ ,       SlU|i)D*=:  1 ; 

«ko  nach  23) : 
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^ 


c..,^=S2+!l',    s,.^  =  <ilrl)' 


und  folglich: 


«»> Co.|^  =  |^''     Si-i^  =  |^'' 


deiin  das«  man  nicht 


Setzen   darf,   erhellet  aowohl  nomittelbar  aus  dem  Ohigen,  als 
auch  daran»,  weU  unter  dieaer  Voranaaetsang 

2S.ni^Co.i^  =_2. ^^  .  ^ävi  = -- 2^ ' 
also  nach  23) 

2Sin^Co8^= — Sin^ 

sein  würde,  da  doch  nach  7)  bekanntlich 

2Sini9Cos^  =:Sin9 

ist    Aus  26)  folgt  endlich  noch  die  zur  Berechnung  von  9  sehr 
bequeme  Formel: 

27) Tangi^  =  ^. 

Da  man  mittelst  der  hyperbolischen  Functionen  Wurzeln  aller 
Grade  ausziehen  kann,  so  kann  man  dieselben  nattfrlich  auch  bei 
der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  benutzen,  waa  hier 
nicht  iveiter  erläutert  zu  werden  braucht. 


9.  6. 

Der    Auflösung   der  cubischen   Gleichungen,  welche  wir  uns 
auf  die  Form 

j:'  +  aar  +  Ä  =  0 

gebracht  denken,   was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  liegen  die 
beiden  aus  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  bekannten  Gleichungen: 

cosi^*-<i|eosi9—|  cos  9=5  0, 
sin^' — i8ini9-hisin9=sO 


.» 


Bod  4le  »US.  13)  bekannten  Gteidinoi^ii  zwwcben  den  hyperibe- 
\\8chtn  FitootioBent 

zu  Grunde.  Indem  wir  aber  diesen  Gleichungen  noch  einen  be- 
liebigen Factor  fider  Uiviior  r  beifügen«  wollen  wir  sie  unter  den 
Formen: 

(cosjyV     ^    cosly     cosy  _ 


und 


(sin^\^       3     B\i\\q>      sing) 

/CosiyV^      3     Cosjy     Cosy^^ 
\     r     /       4r* '      r  4r' 

lietrachten. 

Wenn  man  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

(cosi^X*      3     cosjy     *^*^_A 

vergleicht,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


3  C089  cosi^ 


also: 


1,1        ■,    '    ••       <    < 


r  =  :t4V ,    co8^=  — 4Ar'. 


Damit  r  reell  sei,  muKs  a  negativ  sein^   und   damit  mittelst  der 
zweifelt  Gleichnng  (p  liest! aimt  werden  kann,  muss 

166«r«5l.    166«.  1  (-?)»=!; 
abo: 
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I 

seifi.     bt  Don  o  der,  der  Gleichung   cos^s— 46r'  genfigende 
Werth  von  q>,  welcher  zwischen  0  und  n  liegt;  so  sind^  weil 

cos  (p  =  cos  {ip  7  29f) 

ist  9  überhaupt 

drei  der   in  Rede  stehenden  Gleicfaong  genügende  Werthe  von 
9,  und  es  ist: 

0<a><  +  jr, 

V 
271  <  OD — 2«<  —  », 


+  2jr<a)  +  2«<+9jr; 


also : 


0<|<  +  i«, 

OD  —  2;r 

«0+2^;^  . 
+  J»< — 3 — <  +  '^' 

In  Fig.  1.  sind  daher  die  mit  A,  A^  A^  bezeichneten  Intervalle 
diejenigen,  in  denen  sich  respective  die  Bogen 

09       09 — 27t       <o  +  2jr 

endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erheilet,  dass  im  Allgemeinen 

cos  "3  f    cos  — ft — ,    cos  — n — 
sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind;  also  sind 

cos  ^«9  C08^G9 — 27t)         COS  ^(O  -f  2») 


> 

r 


drei  im  Allgemeinen  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  Gleichong 

o:'  +  /w*  +  6  =  0. 

Diese  Auflösung  gilt  also  nach  dem   Obigen  unter  den  fol- 
genden Bedingungen: 

276»= 
a  negativ,    -4^^l- 
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Wann  oMMi  ferner  die  Gleichung 

ar»  +  cur  +  Ä  =  0 
ntt  der  Gleichang 

/sinJyX*      3     sitijy      singp 

Tergleicht;  so  erb&it  nuiD  die  Gleichangen: 

3        .      sing)  sin^g) 


also: 


iiy--|,     sin9  =  4Ar». 


Damit  r  reefl  sei,  rouss  a  negativ  sein,  and  damit  mittelst  der 
zweiten  Gleichung  q>  bestimmt  werden  kann,  mass 


iwv~i.   i6**.^(-f)'<i; 


also 

276«= 


1 


4a»  < 

setD.    kt  nan  o  der,  der  Gleichung  sing)  =  46r'  genfigende  Werth 
▼00  9,  welcher  zwischen   —\%  u|id  -f  y^  liegt;  so  sind,  well 

sin^3ssin(9i^29s)  , 

ist,  tiberhanpt 

drei  der  in  Rede  stehenden  CUeichnng  genfigende  Werthe  von  9>, 
tnd  es  ist: 


abo 


—  »»< — 3 — <  -5^; 

09  -4-  291P 
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In  Fig.  2.  sind  daher  die  mit  A,  Ai,  A^  betef^hnetiHi  Intervalle 
diejenigen,  in  denen  sich  respective  die  Bogen 

09       Ol)  —  29r       w  -i-2n 
endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  im  Allgemeinen 


fO 


,    w— 2ä        .    ^+%t 


6in-;i9     sin — K — »     sin 


sämrotlich  unter  eidander  ungleich  sind ;  also  sind 

sinioD       sini((o  — ^^r)       8ini(ai -t- 2n) 


• 

r 


drei  im  AllgemeiRea  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  CUeichung 

Diese  AuClüsting  gilt  also  wiederum  vnter  den  folgenden  Be- 
dingun&[en : 

a   negativ ,    —  j^  ^  1 ; 

und  wir  haben  daher  jetzt  fQr  diesen  Fall  zwei  Auflösungen. 

Nur  an  den  äussersten  Gränzen  der  Intervalle  können  in 
gewissen  ganz  speciellen  Fällen  zwei  der  drei  Wurzeln  mit  ein» 
ander  zusammenfallen;  eine  besondere  Betrachtung  dieser  Fülle 
halten  wir  aber  hier  nicht  ftir  nöthig. 

Vergleichen  wir  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

(Cos i(p\^  ^  3     Cosjy      Cosy  __  ^ 

so  erhalten  wir: 

3        .  Cosa>  Costo 

also: 

r=:±iy  — -,     Cos9=— 46r». 

Damit  r  reell  sei,  muss    a  negativ   sein;  da   bekanntlieh  Cos^ 
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stets  positiv  and   nicht  kloioer  als  die  Einheit  ist,  so  muss  man 
in  der  Fonnel 


.=±.\r-i 


dai  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  b  negativ 
oder  positiv  ist  l£s  muss  aber,  wenn  sich  ^  mittelst  der  zwei- 
ten Gleichung  bestimmen  lassen  soll, 

166^5  J,     16Ä«.^(^ ?)•=!: 

ako 

276«= 

sein. ,  Setzen  wir  uoter  diesen  Voraussetzungen 

U^i 9 

r 
so  ist 

u^  +  au+bszO 

and  folglich 

:r*  +  oar  +  Ä  =  o:'—  a*  +  a(a: — a) 

=  (ar  — i«)(Ä*+tu;  +  ii*+  a), 

woraus  sich  zur    Bestimmung  der    beiden   anderen  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  die  Gleichung 

ergiebt,  durch  deren   Auflösung  in   Bezug  auf  a;  als  unbekannte 
Grösse  man 

erhüt    Nun  ist  aber 

o  +  Jii«  =  -^(l-Cosi9)*), 

folglich,  weil 

Cosi9^--äini9>*3fcl 

ist: 

3 

a  +  {t«^=^tSln4^«, 

^BsMJpKii 
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*-         2r    ±     2r    ^      ^' 

Bezeichnen  wir  also  die  drei  Warzeln  unserer  Gleichung  durch  «, 
Vy  w\  80  sind  dieselben: 

Coslo 

r 

Coslg>      Sinlqp^— s 
tr  = PS — s — V  — 3 


2r 


oder : 


r 
r  =  -^(Co84g>-Sinl(p  V^-3) , 

1  r 

IT  =  —  2rf^®**^  +  ^*"*V^— •^)- 

Diese   Auflösung  gilt  also   nach  dem   Obigen    unter   den  fol- 
genden Bedingungen: 

27ä«= 
a  negativ,    -  "jp  %y  1- 

Vergleichen  wir  die  Gleichung 

x^^ax  f  6  =  0 
mit  der  Gleichung 

/Sinl^N»      ^    Sin^y      8iny      ^ 
V     r    7    ^4r«       r     ""  4r»   ~""' 

80  erhalten  wir: 

3        .  Siny  Siniy 


also 


=  dbi^^,     Sin(p*r-.46r». 


Damit  r  reell  sei,  muss  a  positiv  sein;  q>  iässt  sich  aber  immer 
bestimmen ,  weil  Sin  <p  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -|-  od  anneh- 
men kann.     Also  gilt  diese  Auflösung  immer,  wenn  a  positiv  ist 
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Bezeichnen  wir    die  auf  diese  Weise   bestimmte  reeHe  Wurzel 
dorcb  ti,  und  setzen  also 

Sin4a> 
n  = -9 

T 

80  werden  auf  ganz  Shnliche  Art  wie    im  vorhergehenden  Falle 
die  beiden  anderen  Wurzeln  mittelst  der  Formel 

erhalten.     Nun  ist  aber 


also,  weil 


ist: 


ond  folglich; 


a+Jt««  =  ^(l  +  Sinl9)«), 


Cosi^«— Sinl9)«  =  l 


3 


Bezeichnen  wir  also   die  drei  Wurzeln  unserer  Gleichung  durch 
tt,  9y  fo;  80  ist: 

\  u  = , 

r 

Sinjy  .  CoB\q>  ^r—7, 

--"IT" ST"^^** 


w 


oder: 


tt=     -Sin  ig) 


ü  =— 5z(Sinl(p-Cosi9)V^), 


2r 

w  =— 2i;(Sin4g>  +  Coslg>V^^). 

Diese  Auflösung  gilt  also  nach  dem  Obigen  allgemein  unter 
der  Bedingung: 

a  positiv. 

TKeil  XXXVin.  6 
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Für  die  Gleichung 


haben  wir  nun  hiernach  vollstfindige  Auflösungen  für  die  folgen > 
den  Fälle  gefunden: 

I «  negativ,    — -4^<1; 

II  .  27Ä«  =  , 

" ß  negativ,    —  4^%yl; 

111 n  positiv. 

Dass   hiemit  alle  muglichen  Fälle  vollständig  erschöpft  sind, 
ist  klar,  und  unsere  cubisehe  Gleichung  ist  daher  jetzt  allgemein 
-aufgelöst. 

Die  Werthe  von  r  in  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Formeln  wirklich  einzuführen,  halten  wir  nicht  für  nothig,  and 
sind  selbst  der  Meinung,  dass  dadurch  die  Einfacheit  nicht  ge- 
winnen würde.  Auf  jeden  Fall  scheint  uns  die  obige  Entwickelung 
der  Natur  der  Sache  am  Meisten  zu  entsprechen,  und  das  gegen- 
seitige Verhältnlss  der  cyclischen  und  hyperbolischen  Functionen 
am  Deutlichsten  In's  Licht  zu  setzen. 


§.  7. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperbolischen  Functionen 
mit  der  Quadratur  der  gleichseitigen  Hyperbel  zusammenhängen. 
In  Fig. 3.  ist  in  gewöhnlicher  Weise,  was  einer  ausführlicheren 
Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird,  eine  Hyperbel  zwischen 
ihren  Asymptoten  dargestellt,  deren  beide  Halbaxen  wir  durch 
a  und  b  bezeichnen.    Wir  setzen: 

CÖ  =  M,    Pö  =  ©    und  Cö'  =  ar,    PQ' =y. 

Verlängern  wir  PQ  bis  zur  Asymptote  in  R*  und  ziehen  durch 
P  eine  die  Asymptote  in  R"  schneidende  Parallele  mit  der.Haupt- 
axe;  so  erhellet  sehr  leicht,  dass  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
R'PR"  die  Linien  PQ',  Q'R',  Q'R"  einander  gleich  sind,  also 

PQ!  =  Q'R'=^Q'R''z=.y 

ist.  Fällt  man  nun  noch  von  Rf  auf  die  Hauptaxe  ein  Perpen- 
dikel, so  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit 
der  beiden  Proportionen: 


Uli  denen 
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a:  Va*  +  6*  =  ii:ar  +  y, 
Ä:Va*  +  Ä*  =  ü:a: — y; 


ood  demnach 


^  +  y=5V««+A»,    a:-y  =  jV^ST**; 


al8o 


oder 


folgt.    Durch  Moltiplicaiion  ergiebt  aich  hieraus  unmittelbar: 

-»=^*t(l)"-G)"l' 

fol|(lich,  weil  nach  der  Natur  der  Hyperbel 

©•-©■=' 

ist: 

ary  =  — I 

Beselchnen  wir  nun  den  Inhalt  des  Flächenstficks  AB'PQ' 
^irch  F,  80  ist,  wenn  a  den  Asymptoten -Winkel  bedeutet»  nach 
^  Lehren  der  Integralrechnung: 

F=gina/  ySjr, 

Mglleb,  weil  nach  dem  Torhergebenden  • 

5» 
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m 

ist: 


^=  4 


K  r*     dx 


also,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

„      (aH6«)sina         2x 

Weil 9  wenn  wir  CP  ziehen, 
^CPQf  =  \xy sin «  =      g^  sin a, 

also 

ist;  so  ist  der  hyperbolische  Sector  CAP,  dessen  Flächeninhalt 
wir  Ton  jetzt  an  durch  5  bezeichnen  wollen,  offenbar  dem  Flächeo- 
stficke  AB'PQ'  gleich,  und  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 

(o«+6*)sina         2j? 
oder,  weil  nach  dem  Obigen 


2ar       **  ■  £ 


Va«+6«      ö      ^ 


ist: 


Weil 


(M)a-9=G)'-(0'='- 


also 


<M)=-<S-8) 

ist;  so  ist  auch 

^_     (a*+6^8ina    /ti     r\ 

S= 4 'V5""5/ 
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Oarcb  Addition  der  beiden  vorstebeodeii  Aasdrflcke  tod  iS 
erliilt  man  anch: 

^      (a«+6«)8ina,a'*"S 

»=  Q I 

8  ff     5 

oder: 

Ä  = Q fr • 

8  bu — an 

Für  ^  die  gleiebseitige  Hyperbel  ist  a  =  6,  o  =  90^;  also  nach 
dem  Obigen: 


ood: 


tt+  V  u  —  v 


Ferner  ist  in  diesem  Falle: 

oder  aucb: 

*    .tt  — e 
Für  a  =  1  ist: 

5  =  4/(tt  +  t^)=-4/(tt-t))  =  i/^^; 

also : 

25  =  /(tt  +  17)  =  — /(tt  -  ü), 

ood  folglicb : 


Cos  25  = 


Sin  25  = 


2         -  2 

e«s — e- ^-s      u/(ii + »)  —  g'(»  -  V) 


2         •"  2 

woraus  man,  weil 

«*(»+»)  =  tt  +  »,    «'(■-»)  =tt—» 

iit^  sogleich 

tt  =  Cos25»    e=:Sin25 
erhält. 
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Weil  nach  dem  OUgeo 

2S=±/(tt±©) 
18t»  SO  ist: 

2S  =:  ±  /(Cos  2S±  Sio  2S) , 
und  folglich»  weno  maD  5  för  2iS  schreibt: 

5=J:/(CosS:kSin5). 
Nach  14)  ist: 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 


Bezeichnet  man  in  eioen  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebe* 

nen  Kreise  (Fig.  4.)  den  Inhalt  des  dem  Bogen  AB  entsprechen- 
den Sectors  durch  S;  so  ist  bekanntlich: 

und  folglich  flir  a  =  1 : 

2i^=ZB. 

Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  ß  In  Beiog 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem »  In  welchem  der  posi* 
ti?e  Theil  der  ersten  Aze  von  dem  Mittelpunkte  C  aus  durch 
den  Punkt  A  gelegt  ist»  durch  ti»  o;  so  ist  bekanntlich 

tf=coSil^»    v^zbidAB; 

also  nach  dem  Obigen: 

t«  =  cos25»    e:=sin2iS; 

worin  die  Analogie  mit  den  hyperbolischen  Functionen  unver- 
kennbar ist. 

§.  a 

Indem  wir  uns  nun  zu  der  Erläuterung  der  Tafeln  wenden» 
welche  man  fSr  die  hyperboUscben  Functiooen  construirt  hat»  be- 
merken wir  zuerst  die  folgenden  Transformationen. 
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Weil  nach  der  ErkliinDg  der  hjrperboliecben  FiiDctionea 

Co«9  = 2 — *     SId9  = g — 

ist;  00  ist: 

nd  folglich : 

±fpzsHCoH(pi:S\nqi)    oder    9  =:db^Co<9dbSlD9). 
Bekmoottlch  Ist  aber 

Cos  qfl — Sin  9*  =s  1 , 
und  man  kana  also»  well 

sec  «• — fang  «•  =  1 
ist»  wenn  man  a  zwischen  — ^  und  -fi^  olmnit» 

Cos9>  =  sectty    Sin^stango; 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

lJ:sln  09 


9  =  i:  /(sec  oiitang  m)^=±l 


cos» 


oder 


setzen.    Nun  ist  aber  bekanntlich: 

1  +  cos  (ift  —  o>)  =  2  cos  (in — i»)* , 
]  —  cos  Hn  —  w)  =  2  sio  (Jw  —  iw)* 


and 


also 


oder: 


sin  (Jjr  —  od)  =r  2  sin  (Jjj — ioo)  cos  (J» — i») ; 


9  :=  /cot(^  —  i(o)  =  —  /tang(i7r — Jod) 


(p  =  /tang(^7r  -f  io)  =— /eot(^9r-f  |o)). 


Bemerken  mag  man  auch  noch  die  folgenden»  ans  dem  Vor- 
kergehenden  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 

Taog9  =  slno)»  Cot9=:coseco»  Sec9)  =  coso»  Cosec9>:scot». 

» 

Aas  der  Vergleichung  mit  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
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ergiebt  sich,  dass  (p  der  zu  dem  ^Winkel  a>  gehurende  Sector  ist^ 
natürlich  in  dem  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  beicann- 
ten  Sinne  genommen. 

Nach  den  hier  entwickelten  Formeln  sind  die  neuen  Tafelo 
der  hyperbolischen  Sinus  und  Cosinus  construirt,  durch  deren 
Herausgabe. sich  llerr  Gronau  in  Danzig  verdient  gemacht  hat. 
Dieselben  sind  in  dem  vierten  Hefte  des  sechsten  Bandes  der 
Neuesten  Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Danzig  auch  unter  dem  folgenden  besonderen  Titel  erschienen: 

Tafeln  fflr  die  hyperbolischen  Sectoren  und  für 
die  Logarithmen  ihrer  Sinus  undOosinus.  VonJ.  F.  W. 
Gronau,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  St.  Jobann 
in  Danzig.    Danzig.  1862.  4» 

und  geboren  zu  der  die  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
und  die  Auflosung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  die. 
selben  entwickelnden  Schrift,  welche  in  dem  zweiten  und  dritten 
Hefte  des  sechsten  Bandes  der  neuesten  Schriften  derselben  hoch- 
verdienten gelehrten  Gesellschaft  unter  dem  folgenden  besonderen 
Titel  erschienen  ist: 

Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  durch  tri- 
gonometrische Functionen  des  Kreises  und  der  Hy- 
perbel. Von  J.  F.  W.  Gronau,  Oberlehrer  an  der  Real- 
schule zu  St.  Johann  in  Danzig.     Danzig.  1861.  4^. 

Diese  Tafeln  wollen  wir  nun  etwas  nfiher  erläutern,  und  da- 
durch zugleich  der  wohlverdienten  Beachtung  unserer  Lehrer  zu 
empfehlen  suchen,  wobei  wir  uns  jedoch  der  im  Obigen  gebrauch- 
ten Bezeichnungen  bedienen  werden,  was  der  Deutlichkeit  keinen 
Eintrag  thun  wird. 

Das  Argument  der  Tafeln  ist  der  Winkel  €0^  welcher  von  0 
bis  90^  in  den  sechs  ersten  und  sechs  letzten  Graden  von  10  zu 
10  Secunden,  in  den  übrigen  Graden  von  Minute  zu  Minute  fort- 
schreitet. Gine  Tafel  für  negative  Werthe  von  ca  war  natürlich  un- 
nuthig,  weil  bekanntlich  Cos  (—<p) = Cos  g),  Sin( -9)  =  — Sinqp  ist. 

Fiir  diese  Argumente  liefern  nun  die  Tafeln  in  ihren  drei 
Rubriken  oder  Colonnen,  naturlich  mit  den  entsprechenden  Diffe- 
Tenzen,  die  Werthe  von 

<p,    log  Cos  9>,    log  Sin  <p 
nach  den  vorher  entwickelten  Formeln: 

9=:/tang(i9K-|-ia>),     logCos^  =  logsec(o,     logSin<p  =  iogtang(o 
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wobei  jedoch  za  bemerken  ist/  dass  in  der  ersten  Formel  an  die 
Stelle  der  natürlichen  Logarithmen  /  gewöhnliche  Brigg*8che 
Logarithmen  log  gesetzt  worden  sind,  die  Tafeln  also  in  der  That 
die  Werthe 

9=:logtang(jÄ  +  ia)) 

enthalten,  und  demnach  eigentlich  die  wirklichen  qp  erst  erhalten 
werden,  wenn  man  die  g>  der  Tafeln  sämmtlich  durch  den  Modnlus 

i1!f=  0,43429448 

de«  Brig^ 'sehen  Systems  dividirt,  eine  Einrichtung,  welche  einen 
wesentlichen  Naehtheil  liicht  hat,  weil,  wie  der  Herr  Herausgeher 
der  Tafeln  selhät  richtig  bemerkt,  der  Fehler,  welchen  man  be- 
geht, wenn  man  sfatt  der  natürlichen  die  Brigg*scben  Logarith- 
meo  gebraucht,  sich  bei  Weitem  in  den  meisten  Fällen  der  Ao^ 
Wendung  hebt,  indem  er  zweimal  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
gemacht  wird;  in  den  seltenen  Fällen,  wo  dies  nicht  Stattfindet, 
wird  man  naturlich  die  obige  Division  durch  den  Modulus  nicht 
nrogehen  können.  Einige  specielle  Einrichtungen  der  Tafeln 
niüstsen  in  diesen  selbst  nachgesehen  werden,  indem  für  den 
hiesigen  Zweck  das  Obige  vollständig  hinreicht,  um  die  an  sich 
sehr  einfache  Einrichtung  derselben  im  Allgemeinen  zu  charakte- 
risiren,  und  zugleich  zu  zeigen,  dass  sie  eigentlich  unmittelbar 
aa8  gewohnlichen  Logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln  ent- 
nomraen  werden  konnten. 

Zur  Erläuterung  des  Gebrauchs  der  Tafeln  wollen  wir  ein 
Paar  aus  der  Schrift  des  Herrn  Gronau  entlehnte,  die  Auflosung 
der  cubischen  Gleichungen  betreffende  Beispiele,  nach  den  von 
uns  im  Obigen  entwickelten  Formeln,  berechnen. 

Es  sei  die  cubische  Gleichung 

o;»— 12a;— 28  =  0 
IQ  losen.     Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Gleichung 

so  Ut 

a=— 12,    6  =—28 

and  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

276»  _  21168  276« 

4a8  ~*  6912  '    *'®^    ""  4a»  ^  ■• 

^eil  nun   a  negativ   und   auch   6  negativ  ist,  so  sind  nach  §.  6. 
^  Formeln  zur  Auflösung  der  Gleichung: 
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=tf-!. 


Cos  9  = — 46r' 


und: 


oder: 


1  , 

tp  =  — ^(Co8i9  +  Sin49V3.V^). 

Leicht  ergiebt  sich  nun: 

r=:i,    Co8  9  =  1,76000,    log Co8  9^  =  0,24304. 

Schlägt  man  diesen  letzteren  Logarithmus  in  den  Tafeln  des  Herrn 
Gronau  auf  und  nimmt  den  entsprechenden  Werth  von  9  ans 
der  Tafel,  so  findet  man: 

0,50326      ,        0,16776 

und  folglich,  indem  man  wiederum  mit  Ilt  multlpliciren  muss,  um 
auf  die  Zahlen  der  Tafel  zu  Icomroen: 

fp  =  0,16775 

woraus  man  sieht,  dass  die  Division  mit  M  in  diesem  Falle  ganz 
unnöthig  wiir,  wos  durch  das  Vorhergebende  erläutert  werden 
sollte.  Geht  man  nun  mit  diesem  Werthe  von  \q>  in  die  Tafel 
ein,  so  erhält  man  mittelst  derselben  unmittelbar: 

logCosi9>  =  0,03162,    logSini<p  =0,59762— 1. 

Well  nun 

logV3=r  0.23866 
ist,  so  Ist 

log.Sini9V3  =  0,83618— 1 


ndftlgiieh 
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Co8fp  =  1,07562 
Sin  |g)V3  =  0,68677 


tiso: 


ti=     4,30208, 

ü  =  -  2,15104  + 1,37154.  V^^^ , 

«,  = -2,16104- 1,37154.  V^:ri; 

wo  man  aber  wegen  der  Einrichtung  der  Tafeln  nnr  Tier  Decima- 
len  wird  beibehalten  dürfen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

d:»  +  3«— 76  =  0, 

also,  wenn  man  dieae  Gleichung  mit  der  Gleichung  * 

x»  +  ar  +  6=0 

vergleicht, 

a  =  3,    6=— 76. 

Weil  a  positiv  ist,  so  sind  nach  §.  6  die  Formeln  zur  Auflösung 
der  Gleichung: 

^      Sing)=— 46r» 


=»v§. 


wo  man  in  §.  6.  in  der  allgemeinen  Formel  für  r  das  obere  Zei- 
chen genommen  hat,  damit  Sincp  positi?  werde,  weil  b  negativ 
ist;  ferner: 

tt=     -Sin^y, 

tt,  =  -^(Sinig)  +  Coslv V3.  V^=n). 

Man  findet  leicht: 

304 
r=:4,    Sin9  =  -^  =  38> 

also: 

logSin9>  =  l,5707& 

Geht  man  hiemit  in  die  hyp^bolischen  Tafeln  ein,  so  findet  man 
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mittelst  einiger  Interpolation,  die  Division  mit  dem  Hodains  no- 
terlassend : 

9=  1,88089,    19  =  0,62696; 

und  gebt  man  ferner  mit  diesem  Werthe  von  ^g>  in  die  hyperbo- 
lische Tafel  ein,  so  findet  sich  wiederum  mittelst  einiger  Inter* 
polation : 

log  Cos  i9>  =:  0,34948,    log  Sin  (p  =  0,30102 ; 

woraus  sich  leicht: 

Cosl<p  =  V5,    81049=2 

ergiebt.    Also  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung; 

ti=     4, 

t^=-2  +  Vl5.V^^, 

w  =  -2-|/16.V^=n 
oder: 

tf=     4, 

i,  =  -^2+V^^=l5, 

Diese  Beispiele  scheinen  mir  hinreichend  zur  ErlSuterung  des 
Gebrauchs  der  neuen  hyperbolischen  Tafeln  des  Herrn  Gronau, 
und  ich  glaube,  nachdem  ich  mich  mit  denselben  sorgf&ltig  und 
genau  bekannt  gemacht  habe,  sie  nochmals  zur  Beachtung  und 
zu  sorgfaltigem  Gebrauch  empfehlen  zu  können,  indem  ich  zu- 
gleich der  so  vielfach  und  so  erfolgreich  thätigen  naturforschen- 
den Gesellschaft  in  Dan  zig  für  deren  Publication  in  ihren  Schrif- 
ten meinen  und  gewiss  vieler  Leser  des  Archivs  besonderen  Dank 
sage.  Dabei  aber  mochte  ich  dennoch  wünschen,  dass  eine  be- 
sondere Ausgabe  der  Tafeln  in  recht  bequemem  Format  veran- 
staltet würde,  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  Gebrauchs  erhöhende  neue  Einrichtungen,  und  einige  Abän- 
derungen der  jetzt  bestehenden,  angebracht  werden  konnten.  Auch 
wSren,  glaube  ich,  wenigstens  sechs  Decimalstellen  wünschens- 
werth,  was  die  Tafeln  zugleich  mit  den  trefflichen  sechsstelligen 
Logarithmen  -  Tafeln  von  Bremiker  in  gute  Uebereinstimmiing 
bringen  würde. 
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Note  über  die  Integration  einiger   linearer 

tialgleichangen  der  Form 

(1)  yin)  =  Ax^^  +  Bx^-hf  +  Gr«-^. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

ProfeM9r  an  der  HandeU -Akademie   in    Wien. 


Schon  za  wiederholten  Malen  führten  mich  meine  Ontersn« 
ehungen  auf  Gleichungen  der  Form  (1).  Ich  habe  die  ersten  An- 
ftnge  dieser  Untersuchungen  im  29sten  und  SSsten  Bande 
dieses  Archivs  veröffentlicht,  and  weitere  Untersuchungen  fiher 
diesen  Gegenstand  in  meinem  Werke:  „Studien  über  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen''  mitge- 
theUt  Ich  erlaube  mir  hier  wieder  einiges  Ober  die  Integration 
specieller  Fälle  der  Gleichung  (1)  mitzutheilen. 

Die  drei  Gleichungen 

(2)  y'^xHAxY-^Bxy'+q,), 

"elcbe  specielie  Fälle  der  Gleichung  (1)  sind,  gehen,  wenn  man 
m  selbe  fBr  x  eine  neue  Variable  |  mittelst  der  Substitution 

^■Alirt,  Aber  in: 
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and  diese  GleichuDgen  haben  geordnet  folgende  Gestalt: 

9^1*^+3(2^1  +  Ä|-l)^+^  =  0. 

9J|»^  +  3(2J  +  i?)|«^  +  (C|  -  l)y  =  0; 

und  sind  nun,  wie  man  sieht,  sSmrotlich  specielle  Fälle  folgender 
einen  Gleichung: 

deren  Integration  in  allen  Ffillen  gelingt.  (Ich  erlaube  mir,  be> 
zQglich  dieser  Gleichung  auf  den  dritten  Abschnitt  meiner  frfiber 
erwähnten  y,Studien  Ober  die  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen^' zu  verweisen.) 


Aber  nicht  immer  ist  es  nothwendig,  gerade  diesen  Weg  ein- 
zuschlagen ,  da  man  oftmals  auf  andere  Weise  einfacher  zum  In- 
tegrale gelangt.  Bevor  ich  diess  an  einem  Beispiele  zeige,  nehme 
Ich  die  Gleichung: 

(3)     ^=3iiw:«0  +  6m(**+2)^^+3mO»+2)(^+l)y 

vor,  zu  welcher  ich  im  33stea  Bande  dieses  Archivs  S.  119 
kam,  und  welcher,  wenn  ^  eine  ganz  positive  Zahl  Ist,  genfigt 
wird  durch: 

(4) 
y  =  ~[Ce«'*+>"7e-~*(C;,+Ci«+Ci»«+....+CM+»a'HJ)ii»J. 

Da,  wie  leicht  einzusehen , 
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=fe-»'\Ko  +  A:iar)iir  +  «-•»•(*,  +  K^x +  ....  +  K^^ixf^^) 
ift,  80  gestattet  die  Gleichang  (4)  auch  folgende  Seh  reib  weiee : 

oder  kfirzer: 

dM 
(5)  y  =  rf^[A«~*  +  i^7e— '•(£,»+  L,a:)rfj:l 

nnd  diese  ist  das  vollständige  Integral    der   Gleichung   (3);  L|, 
£^,  L)  bedeuten  willkuhrliche  Constanten  der  Integration. 


leb  vrill  nun  folgende  Differentialgleichung: 

(6) 

in  welcher  ft  ebenfalls  eine  ganze  po^ititive  Zahl  vorstellt ,  zu 
integriren  versuchen. 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 

(«die  33.  Band  S.  119.  des  Archivs),  und  da 

_d^(p(a:)  _  d^  ,  d^"V(ar) 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (7)  auch  so  schreiben: 

(8) 

Dir  genügt  man  nun,  wenn  man  y  so  wählt,  auf  dass : 
•M,  and  diese  Gleickong  bat,  geordnet,  folgende  Geatalt: 


80    Spit%er:  Mle  üb.  di  lulegr.  einig,  linearer  Differentialgteick. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

Mi« 

80  erhält  man: 

(1— 3iiw8)  » 

oder  anders  geschrieben: 

(1— 3ma:»)  » 
und  hieraus  folgt: 

^  (1  — Sma:»)   » 

Bearbeitet  man  den  zweiten  Theil    dieser  Gleichung  wiederholt 
mittelst  der  Formel: 

/x^dx 

x^ iL— 2  /^      x^^-^dx 

""  ^i     3m(3u  +  6— 1)J  M+«* 

3iii(3f*+5-l)(l-3ma:«)  »  (l-3fiix»)^^ 

so  kommt  man  zu  folgender  Gleichung: 

(l-3fiu:«)  •   3^qi4=/ ^«^+ ^=1 

(1— 3iiur»)  »  (1— 3iiix»)  » 

woraus  folgt: 

(1— 3ma:^"'" 
aod  bieraas  folgt  endlich: 

(l-3m«»)  » 
als  Integral  der  Gleichung  (6). 
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IV. 

Geometrische  Aufgaben,    welche   zar  Anwendung  in 
der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sind. 

Von 

V 

dem    Herausgeber. 


E  i  II  I  e  i  t  a  n  g. 

Creodfttisehe  Aufnabraen»  welche  za  nautUeben  Zwecken  and 
OBter  den  dabei  jederzeit  obwaltenden  Verbftitnissen ,  worüber  wir 
das  Weitere  hier  natürlich  als  bekannt  Toraussetzen,  nntemom- 
men  ond  ausgefiihrt  werden»  sind  eebr  darch  die  Instrumente  be- 
schrinkt»  die  dabei  in  Anwendung  gebracht  werden  k5nnen ;  diese 
Instrumente  k5nnen  kaum  andere  sein  als  die  Boussole  und  der 
Spiegelsextant  oder  solche,  die  auf  ganz  fthnlichen  Principien  be- 
ruhen  wie  diese  beiden ,  indem  wir  diese  letzteren  hier  nur  als 
Repräsentanten  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  als 
solche  nur  nennen  *).  Daher  krmnen  in  der  nautischen  Geodäsie 
aueh  nur  solche  geometrische  Aufgaben  Anwendung  finden ,  welche 
die  möglichst  leichte  Anwendung  der  beiden  genannten  Instru- 
mente zulassen.  Vorzugsweise,  ja  nicht  selten  einzig  und  allein, 
hat  man  deshalb  zum  Gebrauche  bei  nautischen  geodätischen  Auf- 
nahmen das  gewohnlich  nach  Pothenot  benannte  Problem  in 
Vorschlag  gebracht  **),    welches  aber  bekanntlich  eigentlich  die 


*)  M.  s.  B.  B.  Practieal  Geodeay.  By  J.  Bntler  Williamfl. 
The  third  edition.  London  1855.  ChapCer  \l.  On  maritime 
■«rvejing^;  ood  Trail^  de  G^od^aie  4  Tnnaf^e  des  rnnrinc.  Par 
P.  Begat«     Paris  1B39,  so  wie  iindere  Werke. 

^)  In  dem  mehrfach  wichtigen  Werter :  M^thodfs  poiir  Ih  lev^e 
et  U  constrocCion  des  cnrtes  hydrographiqnes,  pnblides  en 
IM,  sons  le  titre  d'Appendice  ä  la  Relation  dn  Voyage  dn 
^titre-Amiral  BriinT-Dcntreitnstefinx;  parC  F.  Beaatemps- 
i^^iopr^.  Et  r^impriiiiöps  pur  ordre  de  son  Excell.  le  Comte 
i^tcr^s,  Vice-AmirnK  Ministr^  de  In  Marine  et  des  Colonies. 
Ptrii.  1811.  4®.  ist  eigentlich  nur  die  Anwendnng  der  Po theno  tischen 
A*%abe  gelehrt,   and  nar  in  geometrischer  Weise  durch  Constroction. 

Tktil  XXXVIII,  6 


82      Grunert:    il€ometrisehe  Aufgaben,  weiche  %ur  Anwendung 

Aufgabe  des  Snellius  genannt  werden  sollte,  und  gewiss  ist 
nicht  zu  leugnen,  dass  dieses  Problem  für  solche  Zwecke  von 
ganz  vorzOglicbem  Werthe  ist.  Nach  meiner  Meinung  giebt  es 
aber  noch  andere  geometrische  Aufgaben«  welche  in  der  nauti- 
schen Geodäsie  in  manchen  Fällen  mit  Vortheil  gebraucht  wer- 
den kOnnen,  weshalb  ich  es  nicht  fiSr  unangemessen  halte,  diese 
Aufgaben  '*')  im  Interesse  der  Nautik  in  der  Yorliegenden  Abhand- 
lung zusammenzustellen  und  '^grusstentheils  ai^f  neue  Art  aufzulö- 
sen, wobei  ich  mich  immer  der  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  zu  Grunde  legenden  analytischen  Methode  bedienen  werde, 
welche  ja  bei  allen  praktischen  geodätischen  Arbeiten  immer  mehr 
Eingang  findet,  und  gewiss  auch  mit  verbal tnissmässiger  Leich 
tigkeit  der  Anwendung  besondere  Genauigkeit  in  den  Resultaten 
zu  erlangen  gestattet.  Uebrigens  erlaube  ich  mir  noch  die  Be- 
merkung, dass  diese  Abhandlung  neben  dem  vorher  besprochenen 
praktischen  Zwecke,  so  sehr  ich  demselben  auch  Beachtung 
wGnsche,  noch  den  theoretischen  Zweck  hat,  für  die  im  Folgen- 
den vorkommenden  geometrischen  Probleme  neue,  möglichst  ele* 
gante  und  vOllig  allgemeine  AuHusungen  zu  geben. 


§.  1. 

Zuerst  werde  ich  fBr  die  Messungen  mit  der  Boussole  und 
allen  ähnlichen  Instrumenten,  welche  sämmtltch  die,  die  Messun- 
gen mit  ihnen  besonders  bedingende  Eigenthündichkeit  haben,  dass 
sie  die  Debertragung  einer  Geraden^  nämlich  der  Axe  der  Mag- 
netnadel, parallel  mit  sich  selbst,  von  einem  Orte  auf  einen  ande- 
ren gestatten,  und  dass  mit  ihnen  die  Abweichungen  dieser  Geraden 
und  anderer  auf  dem  Terrain  gegebener  Geraden  von  einander 
beobachtet  und  gemessen  werden  kOnnen,  gewisse  ganz  allgeraein 
gültige  Grundformeln  entwickeln,  auf  denen  die  Auflösung  aller 
Aufgaben,  welche  die  Anwendung  der  Boussole  in  Anspruch 
nehmen ,  bei  der  von  mir  hier  befolgten  Darstellungsweise  beruhet. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  xy  zu  Grunde,  und  nehmen,  bei  willkührlicher  Annahme  des 
positiven  Theils  der  Axe  der  x,  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
y  jederzeit  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  bu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y   zu  gelangen,   nach  einer 


*)  Natürlich  sind  diese  Aofgnben  auch  fnr  die  Gesd&sie   älierhaupt 
wichtig  ond  von  Natien. 


in  der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sind.  8S 

Riefatang  bewegen  rium  ,  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist, 
nach  welcher  auf  dem  Limbus  der.  Boussole  die  Grade  von  0  bis 
360^  gezählt  sind. 

Unter  dem  CoUimationsfehler  oder  dem  Indexfehler  der  Bous- 
sole  verstehe  ich  den  concaven  Wiuicel»  welchen  die  Projection 
der  Visirlinie  des  Fernrohrs^  unter  welcher  letzteren  immer  die 
▼on  dem  Mittelpunkte  des  Fernrohrs  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  zu  yerstehen  ist,  auf  der  Ebene  des 
Limbu«  mit  dem  nach  dem  Mullpunkte  der  Theiinng  «gezogenen 
Halbmesser  des  Limbus  einschliesst,  indem  zugleich  dieser  Win- 
kel als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem  man  sich, 
um  von  dem  Nullpunkte  der  Theilung  an  den  diesen  Wiakel  mes- 
senden Bogen  zu  durchlaufen,  in  demselben  8inne,  in  welchem 
auf  dem  Limbus  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind,  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss ;  mit  Räcksicht  hierauf 
werden  wir  im  Folgenden  den  CoUimationsfehler  oder  den  Index- 
fehler durch  t  bezeichnen. 

Wenn  man  nun  an  irgend  einer  Nadelspitze  eine  Ablesung 
gemacht  hat,  die  wir  durch  a  bezeichnen  und  wegen  der  Excen* 
tricität  der  Boussole  gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen,  wozu 
in  einem  anderen  Aufsätze  ganz  bestimmte  und  allgemein  gfiltige 
Regeln  von  uns  entwickelt  worden  sind;  so  ist  der  Winkel,  wel- 
chen die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene 
des  Limbus  mit  dem  nach  der  abgelesenen  Nadelspitze  gezoge- 
nen Halbmesser  des  Limbus  einschliesst,  indem  dieser  Winkel, 
oder  vielmehr  der  denselben  messende  Bogen,  von  der  abgelese- 
nen Nadelspitze  an  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an 
durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  zu  gelangen,  also  der  Richtung  entgegengesetzt, 
nach  welcher  auf  dem  Limbus  die  Grade  gezählt  sind ,  von  0  bis 
300^  zählt,  offenbar  in  v(}||iger  Allgemeinheit  a  — I  oder  (a— 1)1360**, 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  a^i  positiv  und  nicht  grosser 
als  360^  Ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
dem  unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  o*^t 
negativ 9  oder  positiv  und  grosser  als  300^  ist.  Bezeichnen  wir 
also  den  in  Rede  stehenden  Winkel  durch  a',  so  ist  immer 

a'  =  a— i    oder    a' =  («^t),±  360«, 

wo  tiBr  diesie  Ausdrücke  natiirlirh  ganz  die  vorstehenden  Regeln 
Selten. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Boussole  in  dem  Anfangspunkfe  der 
Gftrdinaten  aufgestellt  und  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  genau  in 
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die  Richtung  des  positiven  Theils  der  Axe  der  x  gebracKt,  oad 
nan  an  einer  Nadelspitze  eine  Ablesung  gemacht,  welche  nir 
durch  00  bezeichnen,  und  fiegen  der  Excentricität  der  Boussole 
gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen;  so  ist  der  von  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  x  mit  dem  nach  der  abgelesenen  Nadel- 
spitze gezogenen  Halbmesser  des  Limbus  eingeschlossene  Win- 
kel, indem  man  diesen  Winkel  oder  vielmehr  den  denselben 
'  messenden  Bogen  von  der  abgelesenen  Nadelspitze  an  in  dem- 
selben Sinne,  in  welchem  man  sich  bewegen  niuss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel 
{xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  dor  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen-, also  der  Richtung  entgegen  gesetzt,  nach  welcher  auf  dem 
Limbus  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis  360^  zShIt,  ganz  eben 
so  wie  vorher  in  völliger  Allgenieinbeit  w  — i  oder  (w  —  i)  ±  SfiO**, 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  o)  —  t  positiv  und  nicht  grosser 
als  360^  ist«  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  o> — i  nega- 
tiv, oder  positiv  und  grösser  als  360®  ist.  Bezeichnen  wir  also  den 
in  Rede  stehenden  W^inkel  durch  o»',  so  ist  immer  co' =  o  —  i 
oder  (d' =(a)— t):l:360®,  wo  für  diese  Ausdrücke  natürlich  gana 
die  vorstehenden  Regeln  gelten. 

Wir  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen  an 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien,  und  nehmen  an,  dass  man 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  Boussole  die  wegen  der  Exceu- 
tricität  stets  gehurig  corrigirte  Ablesung  a  gemacht  habe.  Bezeich- 
nen wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene  des 
Limbus  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  einschliesst,  in- 
dem wir  diesen  VVinkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
an  nach  derselben  Richtung  hin,  nach  welcber  man  sich  bewegen 
muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen,  von  0  bis  360^  zäblen;  so  ist  offenbar  in  völ- 
liger Allgemeinheit: 

A  =  «'--<ö'   oder   A  =  (a'— ö)')  +  360<», 

jenachdem  a*-^m*  positiv  oder  negativ  ist.    In  beiden  Fällen  ist: 

cos  A  =  cos  («'  —  »') ,    sin  A  =  sin  (a'  —  w')- 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

a'  =  a  — t   oder   a'=s(a— t)  ±360® 
und 

m*rszit^^i   oder   «'=5(a— i)Jt360<>, 
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wo  Batflrlioh  eine  Beziehung  der  oberen  und  unlereo  Zeichen  auf 
einander  nicht  Statt  findet;  also,  wie  man  auch  diese  AnadrOelce 
onter  einander  verbinden  mag, 

a'-a)'  =  (a— t)  — (w  — 1)  +  *.360«, 

wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche 
offenliar  nur  die  Werthe  0,  4:1,  ±2  haben  kann;  folglich  unter 
derselben  Vorausfietzung  wegen  de»  ki 

c' —  «' =  (c — w)  +  it .  »»ö, 

und  daher: 

coe  (af  —  0»')  =  cos  (a —  cd)  cos  (it. 360^  —  «*"  (a — o»)  sin  (4.360*3, 

»in(«'— wO  =«">(«— w)cos(A.360<>)  +  co8(a  —  i»)8in(i5:.360«); 

folglich,  weil  allgemein  cos 4.360^=1,  sin A:. 360^  =  0  ist: 

cos  (a*  —  cd')  =  cos  (a  —  «) ,    sin  (a'  —-  w')  =  sin  («  —  flo) ; 

also  nach  dem  Obigen  in  völliger  Allgemeinheit: 

I)  .   .    .    .    cos A  =  CO« (a  —  (ö) ,    8inA  =  sin(a — w). 

Es  seien  jetzt  Am  und  i^nzwei  beliebige  Punkte,  deren  Coor- 
dinaten  wir  respective  durch  Xm»  ffm  und  xn,  yn  bezeichnen  wol- 
len. Die  Entfernung  Am  An  oder  Au  Am  dieser  beiden  Punkte  von 
einander  wollen  wir  durch  tmn  oder  tum  bezeichnen,  jenachdem 
diese  Entfernung  als  von  Am  nach  An,  oder  als  von  An  nach  Am 
hin  gerichtet  betrachtet  wird«   wo  aber  natOrlich  immer 

Tmn  =  Tnm 

jftt.     Hat  man  nun  die  Boussole  in   Am  aufgestellt,  das  Femrohr 
nach  An  gerichtet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
so  soll  diese  Ablesung  durch  amn  bezeichnet  werden;  wurde  da- 
gegen die  Boussole  in  An  aufgestellt,  das  Femrohr  nach  Am  ge- 
richtet und  dieselbe  Nadelspitze  abgelesen,    so  soll  diese  Able- 
sung durch   Onm   bezeichnet   werden.    Wird  nun   der  von  AmAn 
•der  Tmu^  nämlich  von  der  von  Am  nach  An  hin  gehenden'  Gera- 
den,  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingescblossenet 
immer  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss, 
im  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
9»!  gelangen,  von  0  bis  360^  gezfihlte  Winkel  durch  Amn,    und 

trftiinliche  Art  der  von   An  Am    nder  rnm,  nämlich  von  der  von 
4iiacb  Am  hin  gehenden  Geraden,  mit  dem  positiven  Theile  der 
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Aze  der  x  eingeecblosseiie,  in  gleichem  Slniie  wie  vorher  von  0 
bis  360*  gesählten  Winkel  durch  Amn  heseichnet;  eo  Ist  bekaoat- 
lieh  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinateo  in 
völliger  Allgemeinheit: 

Xn^^Xmi- Tmm •  COS  Aim t     2^a  =  y«  "h  rfM*fiin  Aim 

und 

Xm  =  OTn-f  rmn'COS  Amn,     ym^^yn\  rjnn.sin  Am ; 

nach  1)  ist  aber  in  ySlIiger  Allgemeinheit: 

COS  Am»  =  cos  {amn  —  w) ,     »in  Anm  =  Sin  (Omn  —  w) 

and 

cos  An»  =  cos  {Omm  —  »)  •     Sin  Amn  =  sin  («nm  —  ») ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


{Xn^=^Xm  +  r««.  cos(a«w,—  od), 
y«  Ä  ym  +  Tm»  .  «in  («um  —  Cö) 


und 


f  a?«=a:«  +  rii«..co8(a»m^fl>), 

*     l  ym  =  y»+r«»,.8in(a«m— w). 

Umgekehrt  ist  nach  diesen  Gleichungen: 

J  Xm=:rfi  — rm». cos (ffiim — w), 

1  ym  =  y« — r«i, .  sin  («m«  —  flo) 


und 


{Jf« = *m  —  r«», .  cos  (ffw«  —  Ol)  , 
yn = ym — r«m .  sm  (a«m — w). 


Durch  Addition  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen: 
rmii.cos(aMii-- o>)'|-rRm.cos(amn— a>)=0, 
rj«i .  sin  (am  —  w)  +  rm .  sin  («««I  —  ») = 0; 

also,  weil  rimi=riiM  ist: 

{COSdkmn  —  w)  +  COS  (ffiiin—  »)  =  0, 
sin  (om—  »)  +  sin  (o»..  —  «)  =  0; 
also: 

cosXomi  —  «)  =  —  cos  (a«m— w) , 


\    Sil 


l  sin(aMn^»)=— sIb(oiim— fl»); 
woraus  auch 
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{tÄitg  (c«w  —  «)  =  tang  (o«» — Ol) , 
GOtCOM»  —  OO)     =   cot  (Own  —  W) 

folgt. 

Die  hier  mit  aller  Strenge  uod  Allgemeinheit  entwickelten 
Formeln  sind  als  Grand formefn  fQr  die  LOsong  aller  Aufgaben, 
bei  denen  die  ßoassole  in  Anwendung  kommt,  zu  betrachten. 


§.  2. 
Erste    Aufgabe. 

Es  seien  Aq  und  A^  zwei  Punkte,  deren  Goordinaten  Qq^  b^ 
und  0x9  6|  gegeben  sind;  ein  dritter  Punkt  sei  M»  dessen  Coor* 
dinaten  wir  durch  Xy  y  und  dessen  Entfernungen  von  den  Punk* 
t«n  Jq  und  Ai  wir  respective  durch  Tq  und  r^  bezeichnen.  Um 
die  Lage  dieses  dritten  Punktes  M^  also  die  Goordinaten  x,  y 
ond  die  Entfernungen  Tq  und  r|  zu  bestimmen»  stellen  wir  die 
Boofisole  in  M  auf,  bringen  die  Visirlinie  des  Femrohrs  nach 
einander  in  die  Richtungen  der  Geraden  MAq  und  MAi ,  und  lesen 
in  beiden  Fällen  den  Stand  c^  und  «i  der  vorher  immer  betrach- 
teten Spitze  der  Magnetnadel  ab.  Dann  haben  wir  nach  §•  1.  2) 
die  folgenden  Gleichungen : 

Oo=:r-f-rocos(a^  —  o>),    Oi  :=:r4'i^iC0s(a|  —  w), 
bo=y  +  r,sin(«o -  co);     6i  =y+ri  sin («i  —  w) ; 

wo  wir  den  Winkel  i»  als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  nach  $.  1. 
offenbar  berechtigt  sind,  indem  sich  derselbe  immer  auf  die  dort 
angegebene  Weise  bestimmen  lässt.  Die  vorstehenden  Gleichun- 
gen lassen  sich  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 


I    x-oo—vo 
^    f  =*o— »"ü 


=  «0 — rocos(ao  —  o>),    «:=«i --riCO»(ai  — a), 
sin  («ö  —  ») ;     y  =  *i  —  n  sin  (oi  —  «) ; 


«od  f&hren  durch  Subtraction   auf  der  Stelle  zu  den  beiden  fol« 
genden  Gleichungen : 

Oq  —  Ol  =  To  cos  («0 — «) — Vi  cos  («1  —  co) , 
6o — *i  =roSin(a^— »)  —  r|Sin{«i  — w); 

tts  denen  Tq  und  Ti   leicht  bestimmt  werden  k9nnen.     Man  er- 
Ut  nlmnbh  sogleich : 
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_  (hq — nx) sin (gg  ^  co)  —  (ftp  —  6| ) cos («i — co) 
_  *^®~  8in(a,— «o) 

_(oo— fl|)siu(ap — a>)  — (&o— 6t)cos(ao— o), 
*^*  ~  sin  (ai  —  Oo) 

uod  nachdem  man  mitteUt  dieser  Formeln  Tq  and  Tx  berechnet 
bat»  kunnen  aach  x^  y  mitteist  der  Formeln  1)  leicht  gefunden 
iverden.    Indess  erhält  man  ans  1)  auch  sogleich  die  Gleichungen: 

j?sin(o^  —  fl>) — ycos(o^ — co)  =  i»osin(ao — o>) — 6o  c^*  (**ö "~  <•)  > 
j;sin(a|  —  m) — iy  cos  («i  —  cd)  =  oj  sin  («i  —  o»)  —  6j  cos  {a^  —  «) ; 

also: 

arsin  (oq  —  «i)  =  t  Oq  sin  («o  —  w)  —  6o  cos  (o^  —  o»)  I  cos  (a|  —  w) 

—  t  Ux  sin  («1  —  w)  —  6|  cos  («i  —  o>)  |  cos  (oq —  c»), 

^sin(oo  —  «i)  =  I ao8*"(«ö~  <»)  —  *o cos(oii,  —  o»)!  sin(a|  — «) 

—  1 0|  sin  («i  —  co)  —  6|  cos  (aj  —  «)  |  sin  (oq — o) ; 

folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

* 

6^=ao8in(ao — »)— 6ocos(ao— «), 

cos  («1  —  Ol) 


* 

{6^=ao8in(ao— o>)— 6o 
Gi  =  Ol  sin  («1  —  a>)  — 6| 


setzen 


4). 


,  GpCOsCai  —  0))  —  Cr|COs(a^  —  w) 

J    *"*  sin(ao— a,) 


K= 


Cpsin  («1  —  w)  —  C|  sin  (o^ — oo) 


sin(ao— «i) 

Alle  diese  Formeln  liefern  das  Gesuchte  ohne  alle  Zweideutig* 
keit  und  gestatten  im  Ganzen  auch  eine  leichte  Rechnung. 

Wir    wollen    diese    Aufgabe    durch    ein    Beispiel    erifintem. 
Gegeben  seien  die  folgenden  Grossen: 

iio=— 360.7'=— 367'  ai=+18«.3'=  +  l83' 

6o  =— 42  .3  =-423  6i=-25  .2  =-262 

«0=  3160.14'  ai=    270.32' 

w  =  360.12'. 
Also  ist: 

ao=-367  6o=-423  «,=       270.32' 

aj  =  +  183  6a  =—252  0©=     316  .14 

11^  —  11,=  — 550      60— 6i  =  — 171       «1— «o=-288  .42 
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iio=316«.14'  ai=  270.32' 

«=  36  .12  co=   36  .12 

00—00=: 280  .  2  Ol  — «=— 8,40 

log(ao-cri)  =  2,740363„ 
logsiu  (ci  -  c»)=9,ire072, 

i;918435  naiii.=:+  82,88 

Iog(6o-6i)  =  2,232996n 
log  C08  (ai  —  I»)  =  9,996013 

2,228009«         iioin.  ==  -  169,06 

1og(ao— #i,)=2,740363« 

log  sin  K— o>)  =9,993307« 

2,733670  iiom.  =  +  541,69 

«og(6o—*i)= 2,232996« 

log  cos  (oo  —  a) =9,240982 

1.473978«         nuiii.=—  29,78 

+   82,88  4641,59 

- 169.05  •-  29,78 

+  251,93  571,37 

log  261,93= 2,401280 

log  sin  (ai  —  Oo)  =  9,976446 

logro=2,424a34        ro=266,97 

log571,37=2,756917 

logsin(ci —«ö)  ==9^976446 

logr,  =2,780471        r,  =603,21 

logro= 2,424834 

log  cos  (o^  —  CO)  =  9,240982 

1,665816  nttm.=  +   46,33 

logro  =  2,424834 
log  sin  (oo  —  o>)  =  9^993307« 

2,418141«         num.  =  -  261 ,90 

logri  =2,780471 
logcos(ot  —  flo)= 9,995013 

2,775484  nam.  =  +  596,33 

logri =2,780471 
log  sin  (0,-0»)  =  9,178072« 


rTTW^ 


noni.  =  —  90,90 
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Also  ist: 

00=  -367,00  a»  =  + 183,00 

Tq  cos  («o  —  «)  =  +  46,33         Vi  cos  (a|  —  w)  =  +  696,33 
.Tr=.  413,33  a:=- 413,33 

6o=-423,00  6i=-262,00 

fosln («0  —  »)  =  —261,90         Vi  sin  (oj  -  co)  =  —  90,90 

y=— 161,10  y  =  — 161,10 

and  man  erhftit  also  aus  beiden  Rechnungen  ganz  übereinstimmend: 

ar  =  -  413',33=:  -  410.3', 33 
y=:— 161,10=— 16.  l,ia 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  1.,  welche  mit  einem  Maass- 
stabe, bei  dem  26  Rutben  auf  den  preussischen  Deciroalzoll  ge- 
rechnet worden  sind,  entworfen  worden  ist,  eine  genaue  Zeich- 
nung. Man  wird  durch  Nachmessung  an  derselben  alle  vorher 
durch  Rechnung  gewonnenen  Resultate  vollkommen  bestätigt  finden, 
so  weit  dies  bei  einer  solchen  Figur  mOglich  ist  und  erwartet 
werden  kann. 

Zweite    Aufgabe. 

Man  kann  in  gewisser  Rücksicht  die  vorhergehende  Aufgabe 
auch  umkehren.  Die  bekannten  Coordinaten  der  Punkte  Aq  und 
Ai  seien  wiederum  aot  6o  ^^^  ^i>  ^i>  ^°^  ^  ^^*>  ®>o  dritter 
Punkt,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  :r,  y,  und  des- 
sen gleichfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten  Aq  und 
Ai  wir  respective  durch  Vq  und  Vi  bezeichnen.  Um  nun  die  Lage 
des  Punktes  M  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Boussole  in  ^  und 
Ai  auf,  bringe  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  die  Richtungen  der 
Geraden  AqM  und  AiM,  und  lese  die  entsprechenden  Stfinde  «o 
and  tfi  der  Nadelspitze  ab.  Dann  haben  wir  nach  §.  1.  2)  die 
folgenden  Gleichungen: 


"{ 


or^Oo-f  roCOs(o^ — «),    «:=«|+r|  cos(ai  —  «), 

y  =  6o  +  '*o»in(«o— «>);     Jf^^+n  sin(ai  — »); 
also  durch  Subtraction: 

% 

Oo  — ai  =  r,cos(ai— «))— roCos(«ö— w), 
bo'-bi  =tri  sln(«,  —  «•)  —  rosin  («o— «) ; 


4).   . 
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ood  hieraus: 

_  (gp  —  g|)sin(a|  —  0?)  — (ftp— 6|Jco8(a|  — m) 
'®""  «10(06— aj) 

^   : 

(Oq— at)8iii(qb^«)  — (ftp— fti)cos(go  — <p) 
*"*"  ,     8in(«o-Ci) 

Aus  den  Gleichungen  1)  folgt  auch: 

«810(06 — w)^ycoe(o6 — ©)  =  a6stn(a6*— co)*-6ocos(ao'~*o^)» 
j;8in(a|  — o>)— 3f€08(of|— tt)  =  ai8in(«i  — a»)  —  6iC08(ai  — o>); 

also,  wenn  man 

3)  J  Cro  =  ao8in(o6— »)~A6Co«(«!p-"W),     , 

\  Gi  =  ai  sin  («i  —  od)  —  6|  cos  (oi  —  w) 

setzt,'  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 

_  Gq  cos  (Oi  —  0?)  —  Gf  cos  (fl^  —  coi) 

~"  8ln(fl^  — 0|) 

_  Go8in(«, — m)  —  Gi8in(o6—  oi) 
^  ""  8in(o6— «i) 

8.  4. 

Dritte    Aufgabe. 

lo  den  beiden  Torhergehenden  Aufgaben  haben  wir  den  Win- 
kel o  als  bekannt  angenommen;  fiSgt  man  aber  den  zwei  dort 
betrachteten  Punkten  Aq,  A^  noch  einen  dritten  Punkt  A^  hinsu, 
80  kann  man  die  Kenntniss  dieses  Winkels  entbehren.  Wenn 
nimlich  Aq^  Ai,  A%  drei  Punkte  sind,  deren  Coordinaten  Oq»  6^; 
^h'^i»  ^s«  69  als  bekannt  betrachtet  werden  kOnnen,  und  M 
e'm  Punkt  ist»  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  Xj  y, 
wd  dessen  gleichfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten 
4»,  ^|,  A%  wir  respective  durch  Tq^  ri»  r^  bezeichnen;  so  stellen 
wir,  am  die  Lage  dieses  Punktes  zu  bestimmen,  die  ßoussole  In  M 
^f,  visiren  nach  Aq^  Ai,  A^,  und  machen  die  entsprechenden 
^Ueeungen  o^,  oi,  o;^;  dann  haben  wir  nach  $•!.  2)  die  folgen- 
den Gleichungen : 

aos=ar-froC08(o6— o),  6o=:iy-fro8ln(o6— cd); 
ai=«  +  riCos(ai— w),  61  =af*f  i'isin(ai— o); 
0»  =  dr  +  rtCos(af—  «»),     6« =.v  -f  f^sin  (oi^— o) 
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oder: 

d? = Ol  — Ti  cos  (ui — m)t    y = Aj — ti  sin  («i — w)  i 
ar=aj|— rjCosCaj— 0»),    y=6t— rasin(a^— co); 

woraus  durch  Elimination  von  r^,  r|,  r^  folgt: 

o^siu  (o^  —  «o)  —  60  cos  (o^  —  ü))  =^8in  («^  —  ©)  — y  cos  (a^ —  i») , 
a|Sin(a| — m)  — 6|Cos(a|  —  «)  =:rsin(o|  — ») — 5fcos(a|  — «), 
assio(a^— fl»)  — 6j|C0s(as — o>)  =  orsin  (o^  —  o»)  —  ycosCo^ — »). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

sin  (ai  —  fl>)  cos  (oj —  a>)  —  cqs  (ai  —  co)  sin  (o^  —  w)  =  sin  («i  — a^ 
sin  (oj — flo)  cos  (oq  —  0))  —  cos  (1%  —  00)  sin  («o  —  w) = sin(as  —  «k))» 
sin  (ctq — w)  cos  (a|  —  w) — cos  (o© — w)  sin  («i  —  cd)  =  sin  (o^ — «i ) , 

und  addirt  sie  dann  zu  einander»  so  erhfilt  man  die  Gleichung: 

I  Oo*'"  (<*ü  —  ®)  —  *ü  c®*  (^ — ^)\  *•"  («1  —  **») 
-f  (a|Sih(a|  — a>)  — A|Cos(a|— fi))tsin(a2  — o^)  \  =0, 
+  I  o^sin  (oj  —  eo)  —  6«  cos  (a^' —  co)  |  sin  («o  •"  «1) 

woraus,  wenn  wir  der  KGrze  wegen 

2) 

A^=  (aosino^  —  6oCn8tt())sin(0|  —  o^) 
+  (ci  sin  «1  —  bi  cos  «i)  sin  («^ — Oy) 
-|-(assina9*«6«cosa^sio(o^ — Og)» 

Ä  =  (rio  cos  «0 — 60  S'"  «k))  *'"  (*i  "  <*a) 
+  (fli  cos  «1  —  6|  sin  ffi)  sin  (o^ — «o) 

-f-(o«cosas  — 6^sinfi%)sin(oo — ^i) 

setzen»  sogleich 

Acos  CO —  Bsin  cd=:0, 
also 

3) tangassg 

erhalten  wird. 
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Naeh   den    Gleichungeii,    von   denen   wir   aoage^ngea  sind, 
liat  man  nun  ferner  die  folgenden  Gleichangen : 

a^-ai=rQCOs(ao-o})-riCos(ai--(o)9  6o~*i=**o'''*"(<'o-«)-^i«""(<'i-ö>)» 
a|Hi|=r|  co«(ai-a))-r«co8(a2-a>),  bi^b^^ti  sin(ai-a>)-r28iu(«^*fl») ; 


K— Ol)« 
(ffo-fli)* 

(Hj— If^S 


n(ci  — w)  — (60— 6|)co8(a,  — w)  =  ro8in(ai— «o), 
n(aö  — w)  — (60  — Ä,)co8(flfo— «)=risin(ai-c^); 

n  («j  —  »)  —  (bi  — 6«)  008  (oj—  w)  =r|  8in(as — «|) , 
n  («1  —  cd)  —  (61  —  62)  cos  (efi  —  0}  =  r«  sin  (o^ — «i ) ; 

n(aö— w)  —  (6,— 6o)co«'(««  — o^  =  »'«««n(«o— oj), 
n(a^— eo)  —  (*«— 60)008(02— w)  =  Tq  sin  (oo  —  a^; 


worans  sich  zur  Berechnung  von  Tq,  Vi,  r^  die  folgenden  Formeln 
ergeben : 

4) 

(oq —  «I )  Hin  {tti  —  co)  *--  (bff — bi)  cos  (a^  —  a>) 

*""  ""  sin  («1  —  oo)  ^ 

_  (ca— iyo)8in(ca— Q))— (6a  — ^)co8(cg— «) 
'"  sin  (oo  —  «a)  ' 

_  (/F|  —  Oft)  sin  (ctg  —  od) — (&|  —  6a)  cos  (<)ga— -  «>) 
'  sin(tta  —  «1) 

_  (<yo-"g|)  «'"  (<<o—  <»)  —  (60  —6t)  co8(ao~~  ctt) 
~  sin  (ai  —  (jfo)  ' 

__(a%—ao)Bin(c(o-^(ü)--(bt'^bo)cofi(af^—n;) 
*"•  sin(ao  — oa) 

(fli  —  fla)  sin  (ai  -^m)  —  (61—62)  ^^^  (<*i  —  ») 

""  8in(aa — «i) 

Die  Formel  3)  liefert  für  das  zwischen  0  und  2W*  liegende 
oxwei  am  180^  verschiedene  Werthe;  da  aber  diese  Werthe, 
«ie  sogleich  erhellet,  für  ro,  rj,  r^  zwei  Werthe  mit  entgegen- 
setzten Torzeichen  liefern,  die  Entfernungen  r©,  Ti,  r^  aber 
ikrtr  Natur  nach  nur  positiv  sein  können,  so  kann  nie  ein  Zwei- 
M  bleiben,  wie  man  den  Winkel  ^  zu  nehmen  hat. 
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Nachdem  maB  auf  diese  Weiae  a>  and  ro>  r|,  r^  ohBe  alle 
Zweideutigkeit  beatinnint  hat,  findet  man  die  Coordinateo  x»  jf 
mittelst  der  Formeln  1). 

Anmerkung.  Das  hier  aafgelDAte  Problem  ist  das  Pothe- 
not 'sehe.  Die  AuflOsang  ist  aber  hier  so  gegeben,  dass  bei 
derselben  mit  der  Boussole  angestellte  Messungen,  nämlich  blosse 
Ablesungen  an  der  Nadel  der  in  dem  zu  bestimmenden  Punkte 
M  aufgestellten  Boussole  bei  successive  nach  den  drei  gegebe- 
nen Punkten  A^^  Ai,  A%  gerichtetem  Fernrohr  zu  Grunde  gelegt 
worden  sind,  und  daher  die  Auflösung  auch  ganz  auf  die  in  §.  1. 
ßr  alle  Messungen  mit  der  Boussole  entwickelten  Fundamental* 
formein  gegründet  worden  ist.  In  anderer  Weise  werden  wir  auf 
das  Po theno tische  Problem,  wie  es  gewöhnlich  aufgefasst  wird. 
In  $.7.  zurfickknmmen. 

$.  5. 
Vierte    Aufgabe. 

Wenn  man  die  Boussole  nach  und  nach  in  den  Punkten 
Aq,  A^y  A%  aufgestellt,  bei  jeder  Aufstellung  nach  M  visirt  und 
die  entsprechenden  Ablesungen  «o,  ai,  «i  gemacht  hat;  so  hat 
man  unter  Beibehaltung  der  fibrigen  in  dem  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen eingefilhrten  Bezeichnungen  nach  §.  I.  2)  die  folgenden 
Gleichungen : 

X  =  Oo  +rocos(oo— «>)>  y  =  *o  +»'e»*o(«o— ») ; 

riCos(ai  — w),  y  =  6i  +risin(a|  —  w); 

Ot  +  v^cosCa,— o),  y=Ai  +  risin(«,— ©); 
also: 

aosin(<«o— 0))— 6^cos(ao — o>)=arsin(ao — «) — ycos(oö— «>)> 
aisin(a|  —  w) — 6i  C08(a|  —  o))=d:sin(ai  —  ») — jfCos(a|  —  e»), 
atsln(«t— «)— ÄÄCOS(a,— w)=:arsin(«t— ©)— ycos(a, — »); 

woraus  man  für 

2) 

+  («1  sintti  — bx  costti)  sin  (1% — Oq) 
-f-Coasina^— AsCOso^8in(a^ — «i), 

Ä=  (oo  COS  o^— 6osin  a^  sin  («^  —  <%) 
-|-  (oi  COS  Ol  —  61  sin  «i)  sin  (o^ — o^) 
•f  (ot  cos  a^--b%%m  o^)  sin  («^  —  0|) 
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gßDz  eben  so  wie  im  vorherf^eheDcleo  Paragraphen  findet: 

3) .  tanga)=:^. 

Femer  erhält  man : 
ii|-aoZ=re co8(a^-a))-ri coa(a|-o)) ,  6i-6o=re sin  (o^— o))-r| sin(«(i-o)) ; 
«s-a|=ri  cos  (O|-o>)-r^o6(a2— o),  6^-61  ==r|  sin  (a|— o>)~r^in(i%~o>) ; 
«o-«t=*'«cos(a,-a))-rocos(ao-a)),  6o~6t=rtsin(aa-a))-rosin(ao~tt); 
also  ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen: 

4) 

(q,  —  Oq)  sin  (g|  —  o)  —  (6|  —  ftp)  cos  («i — «>) 
''^  "■  sin  (flfi  —  Oo) 

""  sin  («0  —  «1)  ' 

(iit — fl|)sin(tt^ — fig)— (Aa — 6t)cos(g| — m) 

*  ""  sin  («2 — «i) 

_  («1  -^  Oq)  g'P  («6  ^  <»)  -*  (^1  --  ftp)  CQg  (tt<r-<o) 
—  sin(ai— Oo) 

_  (oq— fl<)sin  (oq  ~  q)  —  (60— Aa)  cos  (op  ~  q) 
**•""  sin(ao— oj) 

(g^ — Ol)  sin  («|  —  <») — (^«-r^)  cos  («t  —  oa) 

"^  «in(aa— «1) 

Den  zwischen  0  und  360^  liegenden  Winkel  o>  mass  man  wie- 
demm  so  nehmen ,  dass  Tq  ,  r| ,  r%  positiv  ausfallen ;  und  hat  man 
aof  diese  Weise  m  und  Vq,  Ti,  r%  bestimmt ,  so  findet  man  die 
Coordinaten  x,  5  mittelst  der  Gleichungen  1). 

$.  6. 

Ffinfte    Aufgabe. 

Man  habe  swei  Systeme  dreier  Punkte  Aq,  Af,  A^  und  A^', 
^i'f  A^'»  ^ir  wollen  nun  setzen ,  dass  man  die  Boussole  in  Aq 
aufgestellt,  nach  A^/,  Ai' ,  A%  visirt  und  an  der  Nadel  dierespee- 
üven  Ablesungen  aoo»  «^01»  ^os  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
die  Boussole  in  Ax  aufgestellt,  nach  A^^  Ai  ,  A%  visirt  und  an 
der  Nadel  die  respectiven  Ablesungen  a|o>  an»  eii%  gemacht; 
Oidich  habe  man  die  Boussole  in  A^  aufgestellt,  nach  Jq'»  Ai'^  A^ 
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visirt  and  an  der  Nadel  die  respectiven  Ablesungen  o^,  ogi,  o^ 
gemacht.  Wie  sieb  nun  aus  diesen  Messungen  die  relative 
Lage  der  secbs  Punkte  Jo>  ^i*  ^%  ^"^^  A^  ^  Ax  ^  A^  bestimmen 
Iftsst,  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Coordinatensystem  die  Coordinaten  der  Punkte 

ilo»  Ai,  A%  respective  durch  Xo,  yo'^  ^i»yi;  *«>»'*; 
und  die  Coordinaten  der  Punkte 

Aq\  Ai' ,  A^  respective  durch  j:«',  yo';  ^i'»  ^i';  *«'»  3f«' 
bezeichnen;    ferner  sollen  die  Entfernungen 

A^A^\  AqAi  9  AqA^  ;  AiA(^ ,  AiAi  ,  AiA^\  A^A^  »  A^Ai  ,  A%A^ 
beziehungsweise  durch  / 

bezeichnet  werden« 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir»  wenn  oi  seine 
frühere  Bedeutung  auch  hier  behält,  nach  §.  1.  2)  die  folgenden 
Gleichungen : 

1) 
arö'=«o  +  »'oo-co8(aoo  — «>)>    yo'=yo+»*oo-»>n(ffoo  — »); 

a:t'=aro+ro,.cos(a„,  — cd),    .V«'=yo  +  »*««•«"" («o«  —  «); 

a:o'=ari+rio.cos(of,o— »)»  yo'=Vi +»*io-s«n(«io— «); 
jri'r=:ar,  +  r,i.cos(a,i  — w),  yi'=.yi +/,,  .«in(€f,,— »); 
Xt'=a-, +r,,.cos(a,,  — q),    yt'=yi  +r|,.sin(a,,  — cd); 

^o'=^«  +  »**o'COs(a,o-r-o>)>  yo'=.V«  +  »'ao-  »"n(c,o  —  w); 
ar,'=:a:2  +  r,,.cos(a,i  — cd),    .Vi'=^«  +  rai.sin(a,,  —  w); 

ara'=:a:a  +  r8,.cos(a,a  — w),    y«  =yt  +  ra,.sin(aa,  —  cd). 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

a;i  — aro  =  roo.cos(ooo— w)  — r,o.cos(aio— (ö) 
=  »"Ol  .cos(c^i  —  (ö)  — rii  .cos(cyi,  — «) 
=s  roj .  cos  (cToj — w) — rij.  cos  («fi^ — oi) , 
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f,-yo=roo.«iD(aoo  — »)— »•io««D(aio  — ®) 
=ro  1 .6io(ao  i  —  a>)  — r 1 1 .  «in(ai  |  —  ©) 

=;ro2.»in(ao2i— »)— »•i«s«n(«ii— <ö) 


and 


^1  —  aro  =  roo.^08  («oo  —  »)  —  »'•O'  c<>«(«*o  ""  ®) 
=  r(u.GO0(aoi  — o>)  —  rti.co8(c%|  —  «) 

=  roa.co8(ffoa  —  »)  —  r«.cos(aj,  — lo), 

Sft  — 3^o  =  ''oo-8'n(«oo  —  w)— r^.8iD(a^  — flo) 
=  roi. 810(0^1  — o) —  rsi*8in(crs]  — w) 
=  Tos.sin  («0  2  —  »)  —  rjj.  8*10  (a^  —  »). 
Al80  hat  man  die  Gleichungen: 
r«^ .  cos(o^o— »)— »"i  o  •  cö8(a,o— •o)=roi .  co8(aoi— »)— »"i  i-C08(ai  1— w), 
ro^.8iD(coo— «)— r,o.8iD(a,o— cö)=roi.8in(aoi— «))— r,i.8in(a,i— co); 
worans  8tch  auf  der  Stelle  die  Gleichang 

2)  i'oo.«iD(oii-aoo)-»'io-siD(«ii-aio)  =  »*oi-«"n(«ii-aoi) 
ergiebt. 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen: 

r^^o  •  cos  («00  —  ö>) — »"lo  •  c<>«  («1  o  —  «>) 

=  r„a.C08(a«a  — 00)— r,,.co8(a,g— w), 

r^^.8iD(ao«  —  »)  —  r,o.8in(aio  — «) 

=  roa.8in(ao«  — cd)  — »•i9-8in(ai,  — CO); 

woraiis  eich  die  Gleichung 

3)  roo.«in(a,a— flfoo)— ^io-«*n(«i«— «io)  =  »'o«-«>n(ai2— «o«) 
ergiebt. 

Auf  ähnliche  Art  hat  man  die  Gleichungen : 

ro«.coe(apo---«)'-^ao  •  co8(a,o— fl>)==»*oi*co8(ö^  i-w)- r,, .  C08(«,i--w), 
f„.8in(ooo— w)— r,o.»iD(a,o— ö>)=roi.8in(aoi  — w)— r„.8in(«,i— w); 

worans  sich  die  Gleichung 

Tkeü  XXXVni.  7 


n 
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roo.«in(«gi  —  «oo)  —  »••0  •  «"»(««i  — «ao)  =  »"oi  -»«"(««i  —  «Ol) 

ergiebt. 

Endlich  hat  man  die  Gleichungen: 

roo.sin(aoo—®)—''«o-8«>*(«»o—«)=»'o«'»"n(ao«— »)—»'««•*»"(««-»); 
woraus  sich  die  Gleichung 

'  6) 

ergiebt. 

Aus  den  Gleichungen  2),  4)  und  3),  5)  ergiebt  sich  durch  Di- 
Tision : 

roo.sin(g,t— ttpo)— rto.sinKt--gtJ  _  sin(«n  -  «^,) 

roo.sin(ft|a— «oo)'-yio'g'"(«i«— «lo)  _.  sin(g,^  —  «.%) 
roo.sinKa  — flfoo)  — ^ao.sinCoja— Ojo)       sinC«,,  —  «o«) 


oder : 


sin 


fio 


»00 

sin(aia-«oo)— r^-»>n(aia— «lo)       „:„/«    _«    x 
sin  ^Cg, — «oo;  ——sin  («gg  —  ttgo) 

»00 

woraus  man  die  beiden  Gleichungen: 

T  T 

-^sin  («ji  -  aio)8in  (a,i  —  Ooi)  —  ~^8in(a„  -  «oi)s"n(afi  —  «») 

roo  1^00 

=  sin(au— aoo)8in(a,i— o^,)  — sin(a|i— ao|)8in(ati— ooo), 

;;^8in(a,,— a,o)sin(a»~aot)~;^sin(of,,— aö»)sin(a»--a«>) 

==  sin(öit— fi?iK))sin(aM  — ci^)  —  sin(ait— abt)sin(a^-- (i^pj,) 
erhält. 
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Es  ist  aber: 

2|8in(a|i-— «oo)'^in(a4,  —«01)  —  sinKi  - aoi)««n(«ii— «oo)l 

=      co8(a„— «00— «21 +«6i) 

—  C08(a,t  —  «öo  +  ««I  —  «61) 

—  c©^(«n— «61  —««i  +^ 

+  CO8  («1,  —  Ooi  +  «21  —  «00) 

=  co8(of,,— «oo  — «11  +«öi)  — co«(«ii— «Ol— «ii  +«oo) 
=  28in(aoo  — ö6i)sio(ai,— oj,) 

und 

2|8in  (a,,  —  a^)  sin  (ojj— «0«)  •- ß»V (**i«~ "^) ®'" ^*^~ "00) ' 

=     co8(ai«— «00  — «M  +  «6a) 
— co8(a,,  — «00  +  oaa— «0«) 

—  CO8(0fi4  — Cl^— «22  +  Oöo) 
+  cos  («,2  —  «0«  +  «M  —  «00) 

=  C08(a,2  — «00  — «f«+ «oa)— c<>«(<'i«"~'*ü«  —  «M  +  «00) 
=  28in  («4^1  —  «0»)  si"  («1«  —  «m)  ; 
also  nach  dem  Obigen : 

—  sin(«,,— aio)«inKi— «Ol)— ^^»»'^(«•i— «oi)s<n(«iii-««o) 
%«  '00 

=  8in(«„o— «o,)8in(«,,— «a,). 


»00  '«0 


oder,  wenn  wir  der  Kärse  wegen: 


6). 


A  =8 
B  =8 
C    =8 

A'=s 
B'=e 

C'^8 


n(«„— a,o)8in(«i, 

»(«11  — «oi)s"n(««i 
n(«oo  — «oi)8"n(«ii 

n(«,2-«jo)sin(tt22 
n(«i2— «^)s«n(«22 
d(<^— ao«)8«n(ai« 


«oi)> 
«fo)» 

«m); 
«01)» 

«ao)» 
«st) 


wlien: 
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»"00  »"00 

7*00  ''OO 

woraus  sich : 

^-   *       •     roo""  AB'^BA''    roo  ""  AB'— BA' 
ergiebt,  und  daher  jetzt  die  VerhSitnisse 

^»   und    ?^ 

bestimint  sind. 

Aus  den  oben  zur  Entwickelung  der  Gleichungen  2),  3),  4),  5) 
benutzten  Gleichungen  erhält  man  aber  durch  Elimination  von 
Tqi  und  Tot  leicht: 

»•oo  •  8"n  («00 -•  «oi)--no  •  s>n  («^0 — «^i)  =  -  »^11  •  8>n  («1 1 -—«Ol). 

roo.sin(«oo— «0«)  — no'8»'^(«io— «o*)=  —  n««8>n(«ii— «oi) 
und 

roo-s«D(aoo— aoi)-»*«o-««n(a20— «oi)=— »'ti-s«n(ott— «Ol)' 

rrto-8in(«oö  — «02)— ^2o-»«nKo— ao2)  =  -»'M-85n(«»-«o«); 
also: 


8)  .    . 


und 


9)  .    . 


»Si  __,8in(go,  — gp^)  ^  r,o  8in(go,— «lo) 
r^o        sin  («11— «Ol)       »^oo's'nC«!!  — «Ol)* 

fi«  ^sin(tto,— tt^o)       rio  flin(g^,^  — a,J 
»•00        »"«(«i«— «0«)        »'oo'»«n(«i«  — er«,) 

üü—  sin(go^— 0^,0)      r,o   sin (gpi  —  Cgo) 
»•oo       «in(a,i  —«Ol)      »-oo'sinK,  — «oi)' 

Ut  _  8'P(«o«--«oo)_yao     8'"(«oa--««o)  . 

»•oo       sinK,  — a„a)      r^o  *  sin(a,,  -  a^,) ' 


mittelst  welcher  Formeln  die  Verhältnisse 

^.    ^*  and   ^,     ^ 

''oo        ''oo  ^00        •*00 

gefunden  werden. 

Endlich  folgt  aus  den  Gleichungen  2)  und  3) : 


In  der  fhti(i$iMen:Cioifästg'fic'etffnf^  9itid.^ 


rV^Xr. 


10). 


roo   8in  («11  —  ooi)   roo '  sin(aii  —  «oi) ' 

rot  _  sin(«|t-aoo)  ^  r^o  8in(«ia —«10)  . 
roo   «*n  («1«— «0«)   »"oo  *  »>»  («1«  —  «o«) ' 


oBd  aas  den  Gleichangen  4)  und  5): 


10*).   . 


roi  _  Bin(«ti— fl^iK>)  _  r«)   «in {a%x  —  tt^) 
Tw       »"ö  («11 — «Ol)       »•oo  * »"« («iii  ^  «61) ' 

roa  __sin(ttM— opo)  _  r^  «[n(a^^-^o)  . 
roo       «>D  («M  —  «Ol)       »"oü '  «in  («m  —  «oä)  ' 


wodurch  die  VerbSitnisse 


•*00         ^00 


gefuoden  werden. 

Also  sind  jetzt  die  sämmtlicben  Verbältnisse 

»"oi     »"os.     **io     ^11     •*!«.     ''«o     **«!     ^t« 
''oo    •*oo       ''oo     ^'oo    •*oo      •*oo    **oo    '^oo 

bekannt;   and  da  nach  10)  and  10^)  die  Verhältnisse 

''01       ^0« 
^00       ''oo 

aaf  doppelte  Weise  berechnet  werden  klinnen»  so  kann  dies  za- 
gleich  als  Probe  für  die  Richtigkeit  der  gefiShrten  Rechnang  dienen. 

Nimmt  man  nun  einen  der  sechs  Punkte ,  etwa  den  Punkt  Aq, 
als  Anfang  der  Coordinaten  an,  was  offenbar  verstattet  ist,  setzt 
also  j?o^0,  jfo  =  0,  und  nimmt  femer,  was  gleichfalls  offenbar 
▼erstattet  ist,  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  ;r  so  an,  dass 
«=0  ist;  so  kann  man  die  Coordinaten  der  sämmtlicben  Punkte 
aittelst  der  folgenden,  sich  unmittelbar  aus  1)  ergebenden  For- 
melo  leicht  darch  roo  ^^  Einheit  ausdrückend 

11) 

^ö'  =  »*oo*cosaoo»  yo'  =  ^oo-s>n«oo; 
^1'  =  »"oi  •  cos^oi »  y\  =  ro,  .sinofoi ; 
x^'  =  ro, .  cos  «Ol »    Sfa'  =  »^o»  • »""  «o« ; 

a?i  =  aro'-»'ioCOsa,„      .Vi  =yo'-^io-»ina,o 
=  0:1' — rii.cosa,!  =yi'  —  rij.sina,, 

=  xt'— r,,.cosflf,,,         =^'— r,,.sina,,; 


Auf  diese  Weise  ist  unsere  Aufgabe  in  dem  Sinne»  in  wel- 
chem dieselbe  gleich  am  Anfange  dieses  Paragraphen  aufgefasst 
worden  ist,    vollständig  gelost. 


SechsteAufgabe. 

Um  für  das  eigentliche  Po theno tische  Problem  eine  neue 
Auflösung  zu  geben,  wollen  wir,  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  zu  Grunde  legend,  annehmen,  dass 

drei  bekannte  Punkte,  und  dass  die  Coordinaten  dieser  Punkte 
respective 

flo*   Ao>     Ol»  ^1 ;     «2»  ^2 

seien.  Ein  vierter  Punkt  sei  A,  dessen  unbekannte  Coordinaten 
wir  durch  a: ,  y  bezeichnen  wollen.  Die  als  gegeben  zu  betrach- 
tenden Winkel,  welche  die  als  von  den  Punkten  A^,  /Ig,  A^ 
ausgehend  gedachten  Geraden 


AqAi,     AiA^f     A^Aq 

oder  Fol,  ri^,  ^to*  ^^^  ^ir  diese  Geraden  bezeichnen  wollen,  mit 
den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  durch  die  Punkte  A^^  A^ ,  A^ 
als  Anfangspunkte  gelegter,  dem  primitiven  Systeme  paralleler 
Coordinatensysteme  einseh  Hessen,  indem  wir  diese  Winkel  von 
den  positiven  Theilen  der  in  Rede  stehenden  ersten  Axen  an 
nach  den  positiven'  Theilen  der  entsprechenden  zweiten  Axen  hin 
von  0  bis  360^  zählen,  sollen  respective  durch 

«öl»    ^\t*    «w 

bezeichnet  werden.  Die  unbekannten  Entfernungen  J^,  AA^^  AA^ 
des  seiner  Lage  nach  zu  bestimmenden  Punktes  A  von  den  drei 
gegebenen  Punkten  Aq,  Ai,  A^  werden  wir  durch  Tq»  r|,  t%  be- 
zeichnen, und  die  von  den  als  von  A  ausgehend  gedachten  Ge- 
raden AA^y  AAi,  AA^  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe 
eines  dem  primitiven  Systeme  parallelen,  durch  A  als  Anfang 
gelegten  Coordinatensysteme  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir 
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diese  Winkel  von  dem  positiveu  Tbeile  der  in  Rede  stebeoden 
tTBten  Axe  au  nach  dem  positiven  Tbeile  der  entsprecbenden 
zweiten  Axe  hin  von  0  bis  3(H)^  tfiblen,  bezeicbnen  wir  respec- 
tife  durcb  o^,  a, ,  a^  und  bemerken  im  Betreff  dieser  Winkel, 
du8  die^telben  natürlich  anbekannt  sind,  dass  es  aber  offenbar 
immer  möglich  ist  —  was  weiterer  Erläuterung  hier  nicht  bedfir- 
fen  irird  —  deren  Differenzen  mittelst  eines  nach  A  gebrachten 
winkelniessenden  Instruments  durch  geeignete,  von  A  aus  vor- 
genommene Meftsungen  zu  bestimmen,  so  dass  also  diese  Diffe- 
renzen im  Folgencfen  immer  als  bekannt  angenommen  werden  kennen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man  nun  offenbar  die  fol- 
genden Gleichungen: 

«1  =^  «0  +  1^01  coaoai  >    ^i  =  *o  +  »"oi  •*« «bi  * 
I).    .     ^  ii2=c  Ol -|-ri2Cosa|29     ^a  =  ^i  +  r^sinai^; 

«o  =  fl«  +  *'toCosajo>     ^0  =  ^2  +  ^aosin  a^o ; 
oder: 

a,  —  cfo  =  roi  cosoö, ,     6,  —  6o=roi  rfnaoi ; 

2).   .     ^  0^—01=: Videos cfi^y     bf-bi^^Ti^Blnai^l 

00  —  02  =  r^oCosofQ,     Öq  —  As^r^osino^; 


and: 


tf|  =jr  +  r,  cosofi,    6|  =  jf-f  r^  sin  »i ; 
Ot=^:t  +r2  Cosopt     ^2  =  3f  H~  v«  ^'m  <^ ; 


also: 


3)    .   .     ^    jr  =  fl|  —  Ti  cos  «1 ,     5f  =  6|  —  Fl  sin  a| ; 
^  =  flf  —  r^  cos  o^»     y  =  ft» — r^  sin  o^. 
Ans  den  Gleichungen  2)  erhält  man  durch  Addition  die  Gleichungen : 
roicosa^i  +  riscosai«  +  raocosa^o  =0, 
cosooi  +r|28inaij  +  r^oainnao  =0; 
10  dass  also,    wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

v*oi  =  Cr  (sin  a|2  cos  «20  *  cosaissioo^o)» 
Tu  =  Cr(shlCl2oCOSOo|  —  cososi^oioobi), 

^20  =  6  (sin  Uqi  cos  0x2  *-  cos  Of^  sin  ai^ ; 


4)  ..{'•• 

l    »"Ol 
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folglich : 

Iroi  =  G8io(ait-«,o)» 
rit=€?8iu(<%o— «?oi)» 
r«,=  Gsio(«oi— «fi«); 

and  daher: 

6)    roi:r,a:r,o=8in(ai«-«to)58>ö(«to-aoi)s««ö(«oi— «it) 

ist 

Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  auf  d«r 
Stelle  die  Qleichungen: 

IVq  cos  Oq — Vi  cos  «1  +  roi  cos  a^|  :=  0, 
rj  cos«!  — facosoj  +  n,  cosai^  =  0, 
ricoso^  — rocoso^-f  r2oCOsa9a  =0; 

and: 

1rosin<«o  —  Vi sin«!  +  Tqi sinooi  =  0,    * 
Vi  ein«i  —  rasinoj  +  ritsin«!«  =  0, 
rtsinoa—  rosinoo  -i-r^Bina^^^O. 
Durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen 

Vo cos «0  ""**i cos«!  +  ro i  cos«©  t  =  0, 
rosinao  —  *•!«•"  «'i+^'oiS^o  «Ol  =0 

erhalten  wir,   wenn  Gqi  c*»«"*  gewissen  Factor  bezeichnet,  die 
Gleichungen : 

ro  =  — Goi(sina,cos<«oi  — cosaisinooi), 

n  =      Croi(8in«oiCO««o— cosaoi»iö«o)> 
roi=—  Goi  (sin«o  cobui  —  cos«o sinai); 

also: 

ro   =-Goi8in(ai-aoi)» 

9) 1  ***   ~     Goi«in(«oi"-«o)> 

»'oi=-GoiSin(ao  — «i); 

und  ganz  eben  so  erhält  man  mitttelst  des  Obigen,  wenn  Gi^  und 
Gto  gewisse  Factoren  bezeichnen: 

Vi  =-G|tsin(«,— «it), 

10) \^^  ^     Gitsin(aia— «i)> 

n,  =  -  Gusin  (ai  — «>) ; 


' 
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-8in(oö-o|), 

— siii(a^— oö) 
chongen : 


ood 

r^  =  -  G^siD  («a — «ö) ; 
•0  dass  also 

ri:r,:r,a=— •ln(«,— <j^^:»lD(ait— «i) 

r, :  ro :  r^o = ~  »i»  («6""«Jo)  • «'"  («10"-«^ 
iit.   Aocb  hat  man  nach  9),  10),  11}  die  Glei 

1Goi»in(ai— «oi)  =  Gao«in(a,— <%o), 
Ci««ln  («^  —  «1 J  =  Croi  am  (oq  —  a^) , 
Gjo  »""  («o— -  «lo)  =  Gl,  ain  (aj  —  «i  J ; 

also  dorch  Multiplication  die  Relation : 

« 

.     sin(ao— «0 1 )««"(«!  '-«ia)s"n(««— «20) 
14)  ...       . 

Zor  Berechnung  der  Factoren   G^,,  &\,,  Cr,o  l^<^t  man  nach 
9),  10),  11)  die  Formeln: 

16) 


fy !!lLL_ 

^01— «i5n/« 


Gio  = 


1^1« 


G«o  = 


•*20 


ain(«,— ao)'     ^»«"8in(«a— «»)'     "*o-"ein(«o  — «1)* 

wobei  nach  dem  Obigen  die  Entfemongen  Toi,  rj^,  r,o  und  die 
Differenzen  cti— cro»  o^ — fif| ,  €ro~(%  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  dürfen »  also  auch  die  in  Rede  stehenden  Factoren  be- 
kannt sind. 

Nun  ist: 

«1=^— («o-«a)*     «i=«o  +  (äi— «o); 
tlso  nach  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  13): 

Goi»ia(«o  — «oi)  =  Gi,sin|ao  — («0  — «ii)-«i«U 
G,o«n(«o— «ao)  =  Gi,sin{ao  +(«i  —  «o)— Oitl; 


Mglicb : 


t  Go,  co8  0f„i  —  G,t cos((ao  — <%)  +  «I«) l«nao 
=  (GoiSin«oi  —  Gia8in((ao— «%)  +  c^t)lcosao, 

iGgoCOS«,^,  — G,tCOs(a„-(ai  — ao))l««nao 
==  I  G,o  «in  «ao  —  G, 2 sin  («,,  —  («,  ^  «o))  I  cos  «0 ; 

sich  zur  Berechnung  von  a^  die  folgenden  Formeln  ergeben : 
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.  _  &o  I  sin «0 1  -Gia8iD((go~aa)+g|a)) 

tangao  -  g^  ^  ^^^^^  ^  _  Gt«co8((«o-«t)+«it))  ' 
16). 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  «o  gefunden ,  so  erfreben 
dich  «I  und  02  mittelst  der  Formeln: 

17)  .   .   .    «i«ao+(«i— «o)»    «i=«o-"(«o— Ol); 

und  ro>  ri ,  r«  «rkält  man  mittelst  der  aus  dem  Qbigeo  bekannten 
Formeln : 

1»'o  =  ^o»»»"(«oi— «fi)  =  &'ao»>n(«^o— «f). 
Ti  =  Gja  sin  («1^  —  «a)  =  Go  i  «in  («0 1  -^«o)» 
U^G^o  «in  («to— «0)  =  Gl«  sin  («„  —  Vi) ; 

endlich  die   Coordinaten  x,  y  mittelst  der  Formeln  3),    die  ^ir 
hier  nicht  wiederholen  wollen. 

Die  Formeln  16)  liefern  für  den  zwischen  0  und  360^  liegen- 
den Winkel  a^  aUerdings  zwei  um  180^  verschiedene  VVerthe; 
da    aber    diese    Werthe    fiir   ti    und   r^    mittelst    der    Formebi: 

ri  =  Cro  1  sin  («0 1  —  «o) »  »•«  =  G^  0  ««» («2  o  "^  ^0)  offenbar  Werthe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern^  aber  ri  und  t%  ihrer  Natur 
nach  nur  positiv  sein  können ,  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie 
jnan  den  Winkel  ao  zu  nehmen  hat,  und  auch  bei  der  Anwendung 
aller  fibrigen  Formeln  bleibt  dann  nirgend»  eine  Zweideutigkeit, 
so  dass  also  die  Aufgabe  sich  immer  mit  völliger  Bestiromth^t 
äufl^s^n  lässt.  Natürlich  kann  man  auch  die  Werth^  15)  ¥09 
Gq!»  Cri9,  G90  in  <)ie  vorstehenden  Formeln  elnfiibren»  wodurch 
man  die  folgenden  Ausdrücke  erhält: 

lö) 


tanea  __''o  \  »'»«oi  «'"(«»-«1)— ria»in(g|— go)sin((go  -cg+c^a) 
^  ^     ro,co8aoi»in(aa-ai)-n2»»n(oi-«o)cos((co— <%)+«i4)' 

^  _r.^rtSin«ao8ln(a,— tf|)  — ri«sin(«o— cea)sin(g|«— (ai^tto)) 

^   ^     r,oCOs«^o»«n(««— tf|)-ri,sln(ao— «»)cos(«,a-'(a|— tto)) 
und 

sin(go,— a|)       _sin(ato->a^ 
^«  -  sin  {a,  ^  «6)  '^^  -  sin  («o  -^'^ ' 


20) 


^  _<in(gta— '^^    _sin(g6|  — Oll) 
^'""  8in(i%— aj)  '^»•""  sin(ofi— oo)  *"«»' 

sin(a«o--tto)  sin(«ta— gQ^ 

^*-.sin(i^-i5"'^=sin(«,-.«i)  '^"" 
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Es  möchte  jedoch  Tielleicht  nelhst  einige  Vortheile  haben, 
luerst  die  Grusnen  Croi  9  Gt^y  6r^  sa  berechoen ;  wenigstens  seheint 
mir  dadurch  die  numerische  Rechnung  nicht  weitläufiger  zu  werden. 

Wir  haben  hier  in  die  Formeln  ^\3  0t\%fa^  und  tf^\^  f\%,  t^ 
ilf  bekannte  GfOssen  eifigefflhrt;  natfirüch  kann  man  aber  diese 
GrSgsen  aus  den  bekannten  Coordinalen  a^t  b^\  ^i»  61»  ^»  b% 
kerechnen;  denn  nach  2)  ist: 

^»>  »•'^«'^.=*7^'  t.„g-,.=^,  t.«g.«.=^ 

ODd: 

22) 

«1  — «0     ^l~fto  ^■***^1      ^2 — ^1  ^0"~ö»     ^O — ft« 

^'      costtoi     sina^i'    **~cdSÄ,^     sinaj«'    ^     cosix^o^eino^* 

Die  Wirket  o^^  «1^,  s^  muss  man  zwisehen  0  und  960^  so 
•ehmeo,  dass  r^|,  rj^^  r^  sämrotlich  positiv  ausfallen. 

Ich  win  diese  Auflösung  durch  das  folgende  Beispiel  erläu- 
tern.  Die  Rechnung  ist  mii  den  trelTlichen  Breroiker'schen  sechs- 
stelligen Tafeln  9    aber   nicht  ganz  mit   der   Genauigkeit  geführt, 
welche  dieselben  zu  erreichen  gestatten.    Die  Winkel  sind  nSm- 
lich  nur  bis  auf  fänf  Sepunden  genau  berechnet,   eine  Genauig- 
keit, welche  fast  eben  so  leicht  und  bequem  zu  eitstehen  war, 
als  wenn   man   bloss  bis  auf  Minuten  gegangen   wäre,    weil  die 
Tafeln  von  zehn  zu  zehn  Secunden  fortschreiten,  welehe  Einrich- 
tung eben  deshalb,  und  natürlich  noch  auS  vielen  anderen  Grün- 
den, die  grosste  Empfehlung  für  alle  TaMn  verdient,  v^d  endlich 
die  nur  bis  auf  Minuten  gehenden  Tafeln  ganz  verdrängen  sollte, 
insofern  man  sich  nicht  mit  noch  weniger  als  sechs  Decimalstel- 
len  begnfigen  wilf.    Wenn   im  Folgenden  der  Controte  wegen  ein 
snd  diesell^e  Grosse  nach  verschiedene»  Formeln  bereebnet  wor- 
den ist,    so  können  in  Folge  der  ganzen   Anlage  der  Rechnung 
£ese  Werthe  natOrlich  nicht  ganz  mit  einander  fibei^lnsllmmen, 
weshalb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  das  arith- 
metische   Mittel    zwischen    allen    erhaltenen   Wertben    angesetzt 
worden  ist.    Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen,    welche  ich 
Hir  oothig   hielt,   wird  die  folgende  Rechnung  gewiss  ganz  ver* 
•tSndlich  sein. 

Es  sei: 

fllo=— l*'-6'=-I2ft',  60=+ 140.3  = -1-14^', 
ai  = +  210.8'= +  218%  fti^  + 160.9'= +  169', 
0t  =  +  90.8*:=+  98'f       *,=-.llo.9'=— 119'; 
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ai— 00=— 18»  .24', 

«,-«1  =  +  32«.17', 

ao—«i=— 130.53'. 
Also  ist: 

ai^iio=+344  fti-fto=+  26 

Os — Ol  =  —  120  b% — fti= — 288 

oo— «it=-224  6o-A«  =  +  2e2 

tang«6i  =+g3g  =  +  j72 

288         12 
taiig«,.=+j25=  +  ^ 

262        131 
tang«,o=-25i="n2 

Besser  ist  es  aber,  bei  der  BereehnoDg  der  Winkel  «o,,  o,„ 
a,o  die  nicht  vereinfachten  Brüche  tu  benutzen,  weil  man  bei  der 
Berechnung  von  r^^,  r^^,  r^^  doch  der  Zähler  und  Nenner  der- 
selben bedarf. 

log(6,-6o)=l,414973 
•og(fli—ao)  =  2.636558 

logtangooi  =8,878415         oöi  =  ^  ,g^  * jg  '^O 

log  (6a -61)=  2,459392» 

log(iiÄ-ai)=  2,079181. 

I     4  *      .^^oAoii  S    670.22'. 50*^ 

logtangait=  10,380211       «12=/  247  .22  .50 

Iog(6o-*,)=  2,418301 
log(ao-at)=  2,350248« 

I     4  .nnAQiwQ  <  130o.31'.50^ 

log tang 0,0  =  10,068053«      0,0=^  319  .31  .50 

Die  Grossen 

Hj — «fo,    «t  —  «1,    Oo — «a 
sind  respective 

positiv,    negativ,    negativ; 

also  liefern  die  Wiokelwerthe 

1840.19'. 20^       670.22'. 50^       310o.31'.50*' 

fflr  die  Entfernungen  Tqi,  ri,,  r^o  negative  Werthe,  und  dasselbe 
ist  der  Fall,  weil  die  Grössen 

*i  —  60»    *t""*i»    *o — *« 
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respccÜTe 

positiv,    negativ. 

positiv 

«ind;  folglich  mos«  man  setzen: 

«6,=     40.19' 

.20* 

a„=:247  .22 

.50 

aM>=I30  -31 

.50 

Ferner  ist  non: 

log  (a,—ao)= 2,536668 

log  cos  «0,  =9,998763 

logro,  =2,537795 

2,537796 

log  (6i—Ao)=:  1,414973 

2,537801 

log  sin  ««Ol  =8,877172 

6,075696 

logro,  =2,537801 

logroi: 

=2,537798 

log  (a,—o,)= 2,079181. 

log  cos  a, , = 9.685019U 

logr„  =  2,494162 

• 

2,494162 

log  (A,- 6,) =2,469392, 

2,494163 

log8ina,a=9,965239^ 

4,988315 

logr,.=2,494153 

.  logr,,: 

=2,494158 

log(ao-fl,)=2,360248. 

log  cos  «M =9,812815« 

logrM=:2,537433 

24S37433 

log  (6o-fti) =2,418301 

2,637463 

•      log  sin  0^  =  9,880848 

5,074886 

logrM= 2.537453 

logr«,= 

=2,637443 

Alao  sind  die  definitiven  Werthe : 

logro,  =2,537798 

roi  =  344,98 

loKr„= 2,494158 

r„= 312,00 

•ogr,o  =«=  2,537443        r^  =344,70 

Wir  berechnen  nun  den  Winkel  oto*    ^^  ^^^  Ende  ist: 

«o-ö«=-13^53'.  V  «14=  247o.22'.5(r 

a„=  247  .22  .60  a^^a^z=.—\%  .24  .  0 

(«•-«i)+«it=  233  .29  .50       a„— («1— «o)=  265  .46.50 
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logroi  =  2,537798 
log  sin  001=8,877172 

log  sifi  («t  -  ai) =9,727628 

1,U2598  amn.=:   13,887 

logroi  =Ä  2,637798 

logcosooi  =9,998763 
log8in(ga— gi)=9,727628 

2,264189  imm.  ==  183,734 

logri,  =  2,494168 

logsin  («1  — «o)  =9,499204« 

logsitY((ffo  —  o«)  +  «la) =9,905163» 

1,898525  niini.3r  79,164 

logria=2,494I68 

log  sin  (tti — «o)  =  9,499204« 

logco8((ao— ö«)  +  tt|a) =9,774416» 

1,767778  iium.=  58,584 

lß.887  183,734 

~  79,164  —58,584 

—  65,277  125^50 

65,277 
^^"^="•126^^5 

log66,2Tr=1.814760 
log  125,250=2,097431 

log  tang  00=9,71 7329» 


«=t 


152o.27M0^ 
332  .27  .10 


logr«>=2,537443 

log  sin  oso = 9f 880848 

og  8in  (ot  -  <^i ) = 9,727628 

^145919  num.  =  139,933 

Iograo=2,ö37443 
Iogco8tfao=9,812815„ 
logsinK— Ol)  =9,727688 

2,077886,.       Dam.  =  ^  119;e49 
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logr,9=2,494I58 
log»j|i(«b— «j)=9>380113w 
logninKa— (tt,  -ao))=9,998821i. 

1,873092  num.  =74,661 

log  ria= 2,494158 
log  0hl  (oo  —  of,)  =  9,380113. 
Iogcos(or|,  —  (of|  —  ao))=8,86674fti 

0,741011  num-  6,008 

139,933  ^119,643 

-74,661  —5,508 

65,272  - 125,161 

65,272 
tang«p=-j257l6l 

log65,272=  1,814727 
log  125,151  =2,097435 

log  taug  «4, =9,717292« 

_  J  152«.27'.20" 
^""1  332  .27.20 


«0=  I 


Als  Mittelwertbe  setzen  wir: 

152«.27M6'' 

332  .27.18 
Nun  ist  aber: 

«0,=        4«.19'.20*  ao,=        40. 19'. 20^ 

«0=     152  .27  .15  «0=     332  .27  .16. 

o^j  — «0=  — ßSTTTES         «Ol  -«0=— 328  .  7  .55 

sin(aoi  —  Oq)  negativ  sin(a^i — 05)  positiv 

8in(a|— o^)    negativ  8in(cf^ — cto)  negativ 

Vi  positiv  Tx  negativ 

und  man  mass  also  setxen: 

ao=162o.2r.l5» 

«,,=   I520.27M6''  «0=    IÖ2».2r.l5*' 

gt~qb=— ^8  .24  .  0  00—«^=— 13  .53  .  0 

«1:=    134.  3.16  «%=   166.20.15 

Dilier  haben  wir  folgende  Werthe: 

«0=3 1620. 27M5'' 

•  «1  =  134  .3.15 

^     «»=166  .20.15 
Femer  ist: 
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«0,=         4«.  19*  .SO" 
«,=     134.  3  .IS 

«^i— «1=— 129  .43  .55 

logroi= 2^37798 
logsio  (o^i  — «i) = 9,88596Iii 

2,423749. 
logsin  («,  -  «o)= 9,499204. 

logro =2,924546 


0^=  130o.3I'.6(r 
o,=  166  .20.15 

«10 — ctgis— 35  .48  .25 

log  rw =2,537443 
log  sin  (o^ — aa)s9,767I98k 

2,304641. 
log  sin  («b  -  ««)  =  9.380113. 
Iogro=2,924528 


2,924545 

2,924528 

5,849073 

logro=2,924537 


o„=247».22'.50' 
a,  =  166  .20.15 

log  ria= 2,494158 
log  sin  («1,-0^=9,994672 

2,488830 
logsio  («■—«!)  =  9,727628 

logr,  =2,761202 


««0,=        4M9'.20' 
«0=     152.27.15 

«i,,- 00=— 148  .  7  .55 

logro,  =  2,537798 
iogsin  («0,  — «o) =9.722605. 

2,260403. 
Iogsin  (o,  — Ob)=9,499204. 

logr,  =  2.761199 

2.761202 
2,761199 


5,522401 
logr,  =2,761201 


oms=130«.31'.50' 
no=152  .27  .15 


o„= 2470.22'.  50* , 
«^  =  134  .  3  .15 


«w— «(»=-21  .55  .25  «„—1^  =  113  .19  .35 


lograo= 2,537443 
logsiB  (cm>— iH>)=9.572140. 

2,109583. 
Iogsin  («0  -  «.) = 9,3801 13. 

Iogr,=2,729470 


logni=%4941S8 
Iogsin  (<4.  -  a,) = 9.962966 

2,457126 

lepsin  (o,- Ol) = 9,727028 

logi^=2,72»496 


2,729470 

2,729496 

5,458968 

logr,  =  2.729484 
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Abo  ist: 


logro  s  2,924537  r«  =  840^ 

logfi  =  2,761201  ri  =  677,03 

logra  =  2,729484  r«  =  636,39 

EDdlich  ist: 

logro  =  2,924637 
logeosa6=  0,947747« 

log.rocosoo  =?  2,872284« 

TqCOBOq  =—746,22 
«0  =5-126,00 

;r  =-1-619,22 

logri=  2,761201 
log  cos  Ol  =9,842196» 

log.ricosffi  =  2,603397« 

ricos«!  =-401,23 
g,  =  +  218,00 

a:  =  +  619,23 

logr,  =  2,729484 
logcosas  =  9,987534« 

log.rioosos  =  2,717018» 

r^cosos  =—'521,22 
a^  =  +  98,00 

ar=     619,22 

+  619,22 
+  619,23 
•f  619,22 

+ 1857,67 
o;  =+619,22 

logro  =  2,924637 
logsinoo  =  9,665073 

log.roslDOo  =  2,589010 
Tk€U  xxxvni.  8 
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Tq  810  «^  =  +  388,70 
6o=*+443^ 

y  =±^046,79 

logri^%7fiL2ei 
log  sin  tf|  =  9,856537 

log.riSiDai  =2,617738 
t^^n^tfi  3B*^  4*14,70 

^=-245,70 

\agr^  i±  2,729484 

lög^kiat  =>=  9,373284 

log  .r^in  a^  =  2,102768 

r^sin  0^3^126,70 
6a  =  -119,00 

y  =-245,70 

Man  erhält  also  für  y  4tiimer  genau  denselben  Werth ;  und  die 
Coordinaten  des  in  besfunmenden  Punktes  sind  folglich: 

xz=  +  619',22  =  +  61o.9',22 

y  fefc>--iM6'«70  «  -  240.5',70. 

Von  diesem  Falle^Mfiift  Flg.  ü«,  WBfebe  mit  einem  Maassstabe, 
«bei  dem  25  Ruthen  auf  den  preassischen  Declmalsoll  gerechnet 
worden  sind,  entworfen  ^rbrden  ist,  eine  genaue  Zeichnung.  Mao 
wird  durch  Nachroessilog  üo  (derselben  alle  oben  auf  dem  Wege 
der  Rechnung  gewonnenen  Resultate  bestätigt  finden,  so  weit 
dies  bei  einer  solchen  Figur  erwartet  werden  kann. 


'0.(8. 

Siebente  Aufgabe. 
Wir  denken  uns  jetzt  a^ei  Systeme  von  vier  Punkten: 

-^0»  ^l»  ^9  -41     ^^^     4)'»  ^i'>  ^%'f  -^b'» 

im  Gänsen  also  acht  *Pcriittt\9,  deren  'Coördioateo  In  Bezug  auf  ein 
beliebiges  rechtwinkliygft  »Axordiiiatelissfistem  wir  durch 
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^^jTa;  ^tSi;  ^tA««!  4^t^9i 

bcMichoen  ivollen. 

IfV^Diii  wir  1408  df^cb  4o  ab  Anfang  ein  dem  primitiveD  Sy^ 
staue  pi^raileies  Coofdi Datensystem  g;elegt  denken,  so  sollen  dlie 
foi  den  Geraden 

Bit  dem  positiven  Theile  dter  ersten  Axe  dteses  Systems  ein^e- 
•cUfisenen  Winkel»  Indeip  nw  4iese  Winkel  toh  4c)P||  Bo^tiv^a 
Tk^  der  oreitei^  Ax^  »P  >M^  dem  posijUv^p.  Tk^Me  4«t  ^^itan 
Axe  hin  von  0  bis  360^  säblen,  respective  dnrcb 

9o9  9o+^u  96+^»»  ^0+*^ 

beseicbnet  werden,  wo  d^e  Winkel  Ooi»  ^kf%»  ^Hm  effenbar  jeder- 
zeit dnrcb  geignete  Messungen  mi^  einem  nacb  A^  gebraebten 
trinkelmessenden  Instrumente  bestimmt  werden  kOnnen,  was  einer 
wdteren  Erläuterung  bier  niofal  be4ir$»n  ^ir4- 

Die  von  den  Gerf4on 


AiAq  9  AiAi  9  AxA%  9  A^At 

mit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe  eines  dnrcb  Ai  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge- 
leklossenen,  auf  gans  ähnlicbe  Art  irle  verber  genommenen  Win- 
kel beieicbnen  wir  dnrcb 

^»  9i  +«ii5  9i  +^ia»  9i+«iB> 

iro  die  Winkel  an,  «1«»  a^  jederzeit  durcb  geeignete  Messungen 
mit  einefli  aaeb  Äi  gebrachten  wkikelmeasenden  InstnuBente  be* 
stbnmt  werden  fcOnnen. 

Die  von  den  Geraden 


A%Aq  9  A^i  9  A^A%  9  A^A^ 

mit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe  eines  durcb  A^  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge- 
•cUffiiepei»»  gana«  eMw  so  wie  vorb^  g^nooMmei^n  Winkel  be- 
saichnen  wir  durcb 

V%9  fl>+«si»  Vt+^i  ya-f  ^> 
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wo  die  Wiokel  tfai  t  a^»  «ss  mittebt  eines  nach  A^  gebrachten 
wiDkelmeasenden  Instruments  jederseit  bestimmt  werden  kdnnen. 

Die  Ton  den  Geradeo 


^s^o  »  ^1^1  »  AzA%  »  "Z^Z 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  darch  A^  pailülel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatenc^stems  €inge* 
schlosseoen,  ganz  eben  so,  wie  vorher  immer,  genommenen  Win- 
kel bezeichnen  wir  dnrcb 

wo  die  Winkel  asi,  039,  033  mittelst  eines  nach  A^  gebrachten 
winkelmessenden  Instruments  jederzeit  bestimmt  werden  können. 

Indem  wir  nun  noch  die  Entfernungen 


"0"o »  AqAi  ,  A^A^  f  AqA^  ; 


AiAq  ,  AiAi  t  AiA^f  "iA%  9 


A%Aq  f  A^Ai  9  A^A^ »  A^A^  ; 


A^Aq  9  A^Ai  9  A%A^  ,  A^A%  ^ 
beziehungsweise  durch 

''00»    ^01*    ^01»    ^o»5 

**io»     ^i»     ^\%»     ^\%9 

^to»    ^fl*    **«>    *'»» 
''»0»    ^zi»    •*»t>    ^u 

beseichnen,  wollen  wir  jetzt  sehen,  was  sich  aus  den  nach  dem 
Obigen  vorgenommenen  Winkelmessungen  schliessen  lässt. 

Offenbar  haben  wir    unter  den   gemachten  Voraussetsuagen 
die  folgenden  Gleichungen: 

1) 
^0'  =  ^+roo.cosg>o.  Jfo'  =3fo  +  »'oo-«'og^o» 

a^'  =  «o  +  «^otCOs(«dt+96)»        y«'=yo+rot.«iD(«^oa  +  9ö)» 

^' =  «0+^01.  cos  ((<os+9o);      y»'=yo+»'oi«*o(«^os+9ö); 
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«0 

^1 


=  ^i+ni-co8(aii  +  g)i),  yi 

=  ^i+ni-cos(«ii  +  g)i),  ^3 

=  ^1  +  na  •  C08  («la  +  g>i) ;  y, 

=  ^«  +  »'mCos(«m  +  9^,  yi 

=  a^  +  raa.co8(aja+g>»);  y» 

=  *8+*^8o«co«^,  yo 

=  ^3  +»•»«•  co8(ff8a  +  9>)>  y* 

=  J?a  +  r^.  C08  (oss  +9>»);  y» 


=  yi+n8s*n(«u  +  9i); 

=  y»  +  »"81  «n  («ii  +9») » 
=  yf+rat.»in(a„+9>8)> 


Aa8    der   ersten   die8er  vier    Gruppen    von  Gleichangen  er- 
bllt  man: 

V — ^1 '  =  »"00  •  C08  g>o  — »"Ol  •  cos  («Ol  +  ^), 
ÄTo' — «i' =  roo .  C08  g>o  — «'Ol  •  CO«  («©t  +  9o) » 

Xq   —X^'  =roo*C089>o  — «'08-C08(fl^  +  9o)» 

yo'  — ^8'  =  roo .  8in  g>o — »'08  •  «>»  («oa + 9>o) ; 
abo: 

(V  —  ^«')  «in  (ooa  +  9>o)  —  (^o'  — W)  «»"  («oa  +  9>o)  =  »"oo  • »«»  «d*> 
(aro' — arjO  sin  (o^j + g>o)  —  (»o'  — ^a')  »«» («08 + 9>o)  =  »'oo-  »»n  «öa » 
md  folglich,  wenn  der  Kürze  wegen 

2<oi  =  (^o' -  ^  0  sin  «Ol  —  (yo' -^yiO  cos  «Ol  * 
2)  .   .    i  ^o«  =  (V— ^0«>n«oa— (yo'— y«Ocos«ot, 

iloe  Ä  («o' -^aOsta«©,— (yo' -yaOcosoot 


118    Gruneri:   GametrUcke  Auf^möem^  W4WU  nur  Amoemhmg 
and 

Äq,  =  (V  -  x^")  cos  oot  +  (y(/'-j/t)  «in  oq»  » 
Äqi  =  (a:o' — *»')  C08  c?oa  +  (yo'  —  y»')  «in  Oqi 

gesetzt  wird: 

-^01  +  ^01  tang  yp  _  «in  fl^, 
^  +  ^tang9)ö      «ina«' 


^  +  ^oitangyp  _  «i"<%i. 
^08  +  ^01  tong  <Pq      sin  o^g 


woran«  «ogleicb: 


taueip  —     ^iginaoa— ^oiiinttoi 
^^®  Äoi«in«6*-i^«ina6i' 

tangyo^-j?^''"^"l^"!°"^ 

folgt 

Also  hat  man  die  Gleichung: 

1 
(/loisinoot — ilot«inobi)(^«inoo8  -^^ot^inoös) 

=  (^oa«fn  o^-*ilp3sin  002X^^01  «inoot—^ot»i"<^i)> 

woraus  nach  gehöriger  Entwiekeinng,  wenn  man  zugleich  dnrch 
slno^  dividirty  folgt:  1 

(4»^  — '^oiÄo«)«in«öi   i  I 

5) +(^05*01— -^oi^)«inob«  [=0. 

+  Mo|Äoa  — ^oAi)«ina^  ^ 

Nach  leichter  Entwickelung   findet  man  aber,    wenn  der  Kflrs« 
wegen :  | 

Mu  =  (V-«tO(V-^aO+(yo'-3r«0(yo'-yaO. 

8)      i  ^1  =  (V-ar80(^o'-'iO  +  (yo'-y»0(sro'-yiO. 
und 


in  äer  wmifsckem  £t0tiaHe  ieH§mt  tinä.  1X9 

geteilt  wird: 

fo^lich  Dach  5): 

8) 

+  {J,i«in(fl^  — 0öt)+:e,i0e8(c^— fl^ji))gi»ii4g  >=:0. 

Nun  iit: 

280111^1  «iD(a^— inot)  =  co8(o(öi  —  «a*  +  «ro)  — co«(ö6i  +  «o«— <%i)t 
2«iifl^»iD(ttof — «Ol)  =  co«(^i  +a68— «0»)  — co«(— fi^+a^+oöf), 
2«tofl^oi«ö(«oi  -«Ol)  =  co«(— aoi+a6t  +  «oB)— co8(aoi— «o*+«öi)f 

abo: 

rio  o^sin  (om -- ^s) + 8in  <^  «'■i' (<^ -- ^  )+«>n  <^s  «in  (oo^ 

«4,  m^B  wir  Jiier  fibrigens  bloss  beiläufig  bemerken : 

2iiii(i^  cos  (oot— «Ol)  =  »>n  (^>i  +  «^-- «Ol)  +  «n(«oi  —  «^ 
28inei^co«(aof — «Ol)  =  «in(— «oi  +«ot  +  «oa)  +«»o(«oi  +«d*— «bt)> 

r 

2810  «50,  cos(4^Qi --c^e^  ==810(001 —  Oot+o^) +8in(—aoi  ^ 
•bo: 

•n«^  C08  (o^  —  «oe)  +  »«"  «t«  ««8  («o,  — Ooi)  +  sin  u^  co«  (o^j  —  o^ 
-•io(—  «Ol  +  «d  +  «m)  +  8»n  («Ol  —  «0»  +  fi^)  +  »«« («oi  +«ki8— «de)- 

(folglich  ist  naok  -der  'Owieo  Jieaer  boiden  JEtolati#nen  offenbar : 
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Mn  sin  0^1  sin  («^  — •  e^,) 
+  -^iSinttoaS'nC«^— «Ol) 
+  Ai,8in  oös  ß«n  («6i — «ot) 
=     (aro'ar, '  +  yo'y^ ')  sin  «Ö1  «in  («6»  -  «ro) 
+  (oToW  +yo'yi')«ina^8in  (a^  -1^1) 

+  (V^»'  +yo'y»')8»n  «ö»«>n  («61  —  «m) 
+  (^9  ^i'  +ya'y8')«in  «61  »in  («6»— «ö») 
+  (V^i' +3^'yi')8inöM8«n  («08— «Ol) 
+  (^i'a?«' +sri'y«')sin  «08  «n  («01  —  «0«) 

=     (aro'ari'+yo'yi'+^«'^8'+y«'ysO»i««bi  «iö(«w 
+  (V^'+yoV+^8'^i'+y8'yiO»«nao,8in  (u^o«- 

+  (V^a'+yoV+^i'^a'+yi  W)«>n«o8»»n  («01  - 

and  ferner  ist,  wie  man  leicht  übersieht: 


•«€•) 
«61) 
«;oi)> 


»48  sin  0^1  cos  («ot  —  «08) 
+  Uji  sin  oöftcos  («OS — «61) 
+  ]$i9sin  «0,  cos  (ooi  —  a^ 

'— yo'^i')l«iw«;oico«(«b8 -«Ol)— «in«b8«>«(«oi -«^} 
'— yo'^')t«^n«08cos(aöi --aioi)— sino^i  cos(«öt--fl^)l 
'— yo'^sO  l»«n  «Ol  cos  («OÄ— «08)  —  »5n  «d*cos!(«öi  -  c^di)  t 
' — yt'^8')  «'«ö  «Ol  cös  («^ — o^) 

' — y8'^l  0  «n  «Ol  cos  («08  —  «Ol ) 

t 

f 

+  («i'yt'— yi'^90«n«68cos(«6i  —«Ol) 

=—  (^o'yi'  — yo'^i')  «o««oi  ««n  («dt — «08) 
— («oV  -yo'«iOcosaot«in(«^— ««Ol) 
— (^o'y8' — yo'^O  COS  «Ol  »in  (1^1  —  «dl) 
+  (^V  -yi'^80«in«di  cos(inos— «0«) 
+  («s'yi'  — »8'^i  0  «tn  «dl  CO»  («08 — «dl) 
+  («1 W  -  yi'^0»in«oicos(inoi  — «dl)- 


=— (Vyi 

— (Vyi 

—  («o'yi 
+  (*i'y 8 

+ («i'yi 
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Fflbrt  man  nuo  4ieae  Aiii4rilcfce  in -die  obige  Gleichiwf  8) 
eil,  «•  etb&it  nao  die  folgevyde  Gleichung  zwiaqlieo  de»-  CciPrdi- 
n«ttn  def  Punkte  Aq',  A^\  A^\  A^'x 

(9) 
(^o^\ '  +  yo'yi '  +  ««'^s'  +  y^'yz) »""  «Ol  »'»n  («M — «6a) 
+  (a^o'jr,'  +  yoW  +  ars'^i' +^3^1')  »>n  «6«»»»  («o«— «oi) 
+  (^o'^»'  +  yoUi  +  ^1 W + .Vi  'y%)  »«n  «0»  «'"»  («Ol  —  «oa) 

— (a^o'yi '  -  ^o'^i  0  cos  ooi  sin  («o» — «os) 
-  {^oy%—yo^%)  cos  «oa^^in  (oos  —  «oi)  )  =  ©• 

— (Vara'— yo'^8')co««o8«l^(«oi  —«o«) 

+  (^1  'ys'— yi'^aO  8»n  «03  cos  («oi— «o») 

8o  wie  man  diese  Gleichung  aus  der  ersten  der  vier  Grqp- 
pen  von  Gleichungen  in  ])  abgeleitet  hat»  kann  man.  ansk  j^eder 
der  drei  dbrigen  dieser  vier  Gruppen  eine  ganz  ähnliche  Gleichung 
wie  die  vorstehende  ableiten;  und  man  erhält  diese  drei  neuen 
Gieicliniigen  aus  der  voratebenden  aehj  lei<;bt,  vi^en»  man  in  die* 
ser  letzteren  ffir 

«Ol »    ^h%f   «0« 

nach  und  nach  respeetive 

«II»  «12>  «18? 
«M»  «M»  «18» 
«31  >   «82»    «88 

setzt,  wie  sich  aps  den  Gleichnngen  1)  unmittelbar  ergiebt.  Na* 
tfiriich  lassen  sieb  auf  dieselbe  Weise  aus. 2),  3),  4)  leicht  Aus- 
«IriJcke  fiBr 

tang^,  tangqpa,  tangg», 

Gleiten,  welche  wir^  eben  8o  wie  die  In  Rede  stehenden  Glei- 
choDgen,  hier  der  Kürze  wegen  nicht  besonders  mittheilen  wollen, 
^«il  die  Ableitung  au6  den  vorher  gefundenen  Gleichungen  und 
'ormeln  iu  der  That  nicht  der  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt. 

Zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  A^y  Ai\  A^'f  A^  ha- 
*^  vir  man  aber  auf  diese  Weise  vier  Gleicbuagen  gefunden,  waa 
Q^  des  Folgeoden  wegen  wohl  zu  beachten  hat. 

8* 
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Um  die  Gleichung  *9)»  und  natOrlich  eben«  so  auch  die  drei 
anderen  ihr  ähnlichen ,  za  vereinfachen,  wollen  wir,  was' offenbar 
▼erstattet  ist,  den  Punkt  Aq  als  Anfang  der  Coordinaten  an* 
nehmen,  also 

setsen,  wodurch  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gestalt  erhält: 

10) 
(xa'xa'  +^«'^8')  «»n  «oi »«"  («oa— «o») 
+  (ar3'ar/+ys'yi')sinaöasin(c?o,--obi) 
+  (a:,'ara'+yi'ya')««nc?o,sin(aoi-a<>a) 
+  (««'S%'— yt'^aOsinooi  cos(aoa-«os) 
+  Wyi '  — y»'^i ')  ««n  «6a  cos  (a^  -  «oi) 
+  (^iV-"yi'^«')sinaoiCOs(öoi-ao4)  ' 

Eine  weitere  Vereinfachung  dieser  Gleichung  wird  aber  er- 
sielt, wenn  man,  was  offenbar  ebenfalls  verstattet  ist,  die  Aze  der 
X  durch  den  Punkt  Ai    legt,  also 

yi'  =  0 

setst,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  in   die  folgende  über- 
geht : 

H) 

{x^x^'  +  ya'y,0  sin  Ooi  sin  («oa  -  «o»)  ^ 
+  x^'xi '  sin  «ot  sin  (a^j — o^, ) 

+  Xi  *x%'  sin  «oa  sin  («oi  —  «oa) 

=  0. 

+  (^'jf»'  —^'^0  8"0  «Ol  CO»  (««M  —  fl^s) 

— ya'^i '  «in*«oa  «<>«  (^»  -  «öi ) 
+  xx'y%9\ü  0^  cos  («oi  —  «?oa) 

Aber  auch  diese  Gleichung  ist  noch  einer  bemerkenswerthen 
Umformung  föbig.    Setzt  man  nämlich: 

12) ^2'  =  ^i'+ti,',  y.'  =  r»' 

und  bemerkt,  dass,  wie  leicht  ^erhellet : 

sin  Ooi  •  >D  («6a -*  «08 ) -f  »^n  «oa  »in  («08 ---^  «Ol )  "^^ -^  »tn  «ÖB  ">n  (^--^^ 
sino^i  cos(0()9— Oos)— sin0()9cos(aos— «Ol)  =      C08a^sin(aö|— «öi) 
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ist;  80  erhält  man  mittelst  eiofacher  Rechoang  die  folgeode  Glei- 
choog: 

13) 

^1  'i^i  +  %' — ^%)  8^n  «OS  «*n  («Ol  -^  «^ 
+  *i'ü»'«in  «ö»  cos  (oqi  — oos) 

+  ^i'y»'  CO«  «08  s»n  («Ol  —  «Ol)  ^  =  0. 
+  {^'^z  +  VyiOsin  «öl  »in  (oos  -  Oot) 
+  (««'y»'— V^iO  •*»  «Ol  cos  («0»  —  Oo») 

Dividirt  mau  aber  diese  Glelchang  durch  ^Ti'j?!'*)»  so  erhSit 
nao  die  folgende  Gleichung: 

**) 

0  +  ^*— ^')  «'»«OB  s^n  («Ol  —  «0») 
+ —,  sId  ooa  cos  («Ol  —  «Ol) 

+  ^,cos«o,sin(«oi— «m)  >  =  ü, 
*i 

welche  in  dieser  Form  nur  die  vier  unbekannten  Grössen 

«i.\     V.     ^      Sl 

Xx*      OTi'*      Xx^      Xx 

•athllt. 

Setst  man  aber  in  dieser  Gleichung  für 

«öl  »   «03>   «6» 

bttiehungsweise  and  nach  and  nach: 


*)  Wir  nehmeo  an,   das«  x^     nicht   Tertch windet,  also  die  beiden 
'^ite  4o'  ond  i4/  nicht  sosammenf allen. 
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«21,  cc^s»  «18 ; 

*^l  »   **8*>    «88  > 

so  erhält  man  drei  neire  Gleichungeo,  welche  mft  der  vorstehen- 
den GleichuDg  zusammen  ein  Syatem  "ven  vier  Gleichougeo  zwi- 
schen den  unbelcannteD  Grössen: 

«a'       H'  .      ^8'      }l£ 


Xi         xi 


Xi'         Xi 


bilden»  die  sieh  also  mitteist  dieser  vier  Gleichungen  bestimmeD. 
laasen« 

Setzen  wir  der  KCIrze  wegen: 
15).  .   .   I7=5!s;.     F=5l,;     X  =  ^,.     F=«*;; 

^1  ^1  ^1  ^1 

SO  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgende  Gestalt  an: 

(1  +  ü—  X)  sin  oos  sio  (oqi  —«02) 

+  Fsin  «OS  cos  («oi  —«0«) 

4- Fcos «03 sift («^1  — «oa)  ?  =0.\ 

+  (  VX  +  FJP)  sin  «Ol  sin  («0«  -  «68) 

+  (I7iF—  FÄ')»in«^teos(ao5|— «08) 

Aus   dieser  Gleichung  folgt  durch   Division  mit   F  die  Glei- 
chung: 

1  +  p-jr  . 

p Bin  «08  sin  («Ol  — «Ol) 


+  y  cos  «03  sin  («Ol  —  «0«) 


r7A+ FF  . 


sinceoi8in(ooi  — «08) 


ÜY-VX  . 


=  -  sin  «OS  cos  («Ol  —«0»)  5 


sin  «Ol  cos  («Ol  —  «08) 
und  bildet  man   nun   auf  die  aus   dem  OMgen  bekannte  Wtise 
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o«eli  4le  dvei  «ndeteii^  di^er  aanlogen  Gleidrangeti ,  90  hat  man 
zwischen  den  vier  unbekannten  Grossen 

l  +  Ü^X       Y       ÜX+FY      VY-^rX 

vier  fmeare  Gleichungen,  mittelst  «welcher  sich  diese  vier  unbe* 
ktouteo  Grössen  ohne  Schwierigkeit  bestimmen  lassen.  Setzen 
wir  noD,  dass  man  auf  diese  Art  gefunden  habe : 

18) 


i+ü-x         Y    .     üJ[+rr         üY—Fx     , 

\ 

oder: 

19) 

l^ü-X-aV.    Y-bV,    üX+VY-cr,    VY-VX-dV; 

SO  ergeben    sich    au»  den    drei    letzten  Gfeiehnngen  die  beMen 
Gleiehnngen :  ^ 

ÜX  +  ör*=rcV,    ÖV-X^d. 

Verbindet  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

mit  einander,  so  erhält  man: 

also: 

(l-6)*üi=(l+d-aF){6  +  d— a6F), 

aod  folglich,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung 

r7jr+ÄF*=cF 

einfuhrt  : 

(l  +  d-^flF)(6+rf— ii6F)  +  6(l— 6)«F*=c(l— *)«F, 

woraus  man  nach  gehöriger  Cntwickelung  zur  Bestimmung  von   V 
die  fegende  'Gieicbung  des  Zeiten  Grades  erhXit: 

20) 

*     Ma*+(l-6)«l  F«-j^(l-Ä)«+a(26  +  (l+6)rf)|F+(l+rf)(Hrf)  =  0. 

BH-man  mittelst  dieser  Gleichung   F  bestimmt,  so   ergebe»  «ioK 
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ü,   X,   F  mittelst  der   folgenden,   ans  dem  Obigen   bekannten 
Gleichungen : 

21) 
(l-6)t/=aF-l-rf,    (l^b)Ä=b(ar-l)^d,     T=bV. 
DIvIdirt  man  die  Gleichung  16)  durch  Y,  so  wird  dieselbe: 

22) 

Y sm  o^  sin  («o,  —  o^) 


F 

+  p8infl?o8CO»(«6i— «Ol) 


l7Jr+  VY  . 


=  —  cos  oq,  sin  (o5i  —  oos) » 


F 
ÜF-  VX  . 


sinaöisinCttoa—'^s) 


sinoo|C08(aot-~^8)   ' 

und  bildet  man  nun  auf  bekannte  Weise  dys  drei  anderen  analo- 
gen Gleichungen  9  so  hat  man  wiederum  vier  lineare  Glerchnngeo 
zwischen  den  unbekannten  Grössen 

l^U^X      V      VX+VY      ÜY-^^VX^ 
Y        '     Y'  Y       *  F        ' 

aus   denön    sich   diese   unbekannten  Grössen   bestimmen    lassen, 

wodurch  man: 

23) 


l  +  ü-X  F      .      VX\VY  ÜY—VX      , 

p =«1    *p  =  ö, p =  c, p =  a 


oder 


24) 


1  +  ü— Z=aF,     V=bY,    ÜX+rY=:eY.     üY--VX=dY 

erhalten  mag.  Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  sich 
die  Gleichungen :  üX+bY*=zcY,  ü—  bX:=z d.  Verbindet  man 
aber  die  beiden  Gleichungen  !7— ^=aF — 1,  V — bX^d  mit 
einander,  so  erhält  man : 


also: 


-(l-6)Z=aF-l-rf,    (l-6)t7  =  6(l— aF)  +  rf, 


(l-6)«üA  =  (l+rf-aF)(6  +  rf— a6F), 


und  folglich,   wenn  man  dies  in  die  Gleichung    ÜX+bY^^cV 
einfahrt: 
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(1  +  rf— aF)(6  +  rf—a6F) +  6(1-6)*  F«=<?(1-6)«F. 

woraus   sich   nach   gehuriger  Entwickelong  zor  Bestimmung  von 
F  die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  ergiebt: 

26) 

6{a«  +  (l-.6)«|F2-tc(l-6)«  +  a(26  +  (l  +  6)d)|F 

+  (l  +  d)(6+rf) 


=  0. 


Hat  man  mittelst  disser  Gleichung  F  bestimmt^  so  ergeben 
«ch  X,  ü,  V  mittelst  der  folgenden ,  aus  dem  Obigen  bekannten 
deicbungen  : 

26) 

(1— 6)Jr=l  +  d— aF,    (1—6)17=6(1  — aF)  +  d,     F  =  6F. 

Jede  dieser  beiden  Auflosungen  kann  bei  der  Bestimmung  der 
Tier  anbekannten  Grossen  aus  den  vier  linearen  Gleichungen  auf 
das  Symbol  des  Unendlichen  fuhren ,  was  bei  der  ersten  Auflu- 
sang  jederzeit  der  Fall  sein  muss>  wenn  F=0,  eg'=ü,  y^'=^0 
ist,  wenn  also  die  drei  Punkte  A^^',  Ai' ,  A^  in  einer  Geraden 
liegen;  bei  der  zweiten  Auflösung,  wenn  F=0,  y8'  =  0  ist,  wenn 
also  die  drei  Punkte  A^\  Ax  y  A^*  in  einer  Geraden  liegen. 
Träte  also  einer  der  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  ein,  so 
wUrde  man  dann  immer  die  andere  Auflösung  anzuwenden  haben. 
Träten  aber  die  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  zugleich  ein, 
was  jederzeit  geschehen  mdsste,  wenn  y^i^Q^  ys'^0  wäre,  ivenn 
also  die  vier  Punkte  A^^',  Ai,  A2,  A^'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  würde  keine  der  beiden  vorhergehenden  Auflösungen  brauch- 
bar sein. 

In  einem  solchen  Falle  wäre  aber  F  =  0,  F=0,  und  die 
Gleichung  16)  wjirde  also  folgende  Gestalt  annehmen: 

27) 

(1  +  ü— JC)sina^sin(aoi  —«02)  +  t/Zsinooisin(a<,»— Oos)  =  0 

oder 

28)  {ü'-2[)8\oaff^8in(aQi— a^) -{■VXsmaoi Bin (oot—a^) 

=  —  sin  OoB  »in  («61  —  «0«) ; 

and  bildete  man  hierzu  nur  noch  eine  zweite  analoge  Gleichung, 
8«  wfirde  man  zwischen  den  unbekannten  Grössen  Ü  —  X  und 
VX  Bwei  lineare  Gleichungen  haben,  aus  denen  sich 
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finden  lassen,  woraas  sich  daim  asf  aligameio  hekaoslq  Weise 
ferner  (7  und  X  selbst  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des 
zweiten  Grades  ergeben,  was  einer  weiteren  CrlSuterung  hier 
natflriich  nicht  bedarf. 

Hat  man  nun    (7,   F,  X^   F  gefunden,  so  erhSlt  man  u^\  r^'; 
x^'y  .Vs'  "A^^  ^^)  iniHelst  der  Formeln: 

30).    .Ut'=üxi\  v^'-Vxi'\    x^'=Xa:^',y^'=iYxi'\ 

natürlich  alle  diese  Grpssen  bloss  durch  ^i'  gewisaermassen  als 
Einheit  ausgedrückt,  indem  sich  selbstverstäadiich  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  gar  nicht  mehr  6nden,  gar  nicht  mehr 
leisten  lässt,  da  wir  ja  angenommen  haben,  dass  blosse  Winkel- 
messungen gemacht  worden  seien;  nur  wenn  Xi  noch  selbst  ge- 
messenworden wäre^  würden  sich  die  wirklicheii  Unearea  WertliP 
der  übrigen  Coordinaten  und  Entfernungen  bestimmen  lassen.  XttX 
dies  aber  nicht  der  Fall,  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
.Ti'  =  l  zu  setzen,  wo  dann  die  von  A,/  nach  A^  hin  gehende 
Gerade  als  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  angenommen  wor- 
den ist. 

Hiernach  wird  nun  der  Winkel  (p^,  mittelst  einer  der  beideu 
Formeln  4)  bestimmt,  und  r^^  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  fol- 
genden, aus -dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

31) 

(a:„'— a:,')sin(a^,a+<P«)— (yn'-.VoOcos(a„, +  (pJ  =  ro..sincr,,, 

(j:/  — a:,')sin(aor,+<Po)  — (yo'— y30cos(a^»,+<Po)  =  ro„.si««e,. 

Für  <7>o  liefern  die  Fnrmeln  4)  freilich  immer  zwei  mn  180" 
verschiedene  Werthe,  die  aber,  in  die  Gleichangen  31)  einge* 
führt,  für  Too  offenbar  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
liefern;  und  da  nun  r^o  seiner  Natur  nach  positiv  Ist,  so  kann 
nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  tp^  zu  nehme»  hat. 

Die  Entfernungen  r„i,  r^«,  ?'o,  werden  mittelst  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichungen : 

32) 

a:.,'  — a:/  =  roo.cos<po— »'oi-c««(a«i  +<)Po)» 

Xo  ~  x%  =»'o« •  cos  9o  —  »"o.  •  c»s(ao,  +  q>o)n 

a:o'-^a?,'=roo.c«8  9>o— r^3.cos(«.,3  +  g>..) 
oder 
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yo' — ys' =  ^00  •  sJn  9>o  —  »^o»  •  »^n  («03  +  9o) 

gefonden;   und   die  Coordinaten  Xq,  y^  erhält   man   mittelst   der 
folgcDdeo,  onmittelbar  aus  1)  sich  ergebeoden  Formeln: 

34) 

*o=V— »"ooCöÄVo»  yo  =  yo'— »^oo-^'n^o» 

*o  =  ^i'— »•oi-co«(aoi  +9o)>  yo  =  yi'— ^oi-s«n(«oi  +9o)» 

Xii=:.T,'— ra2.co8(«oa  +  9o)>  .Vo=y«'— »"oi' «««(«!«+ 9>o)> 

j:o.=  ara'— ro8.co8(ao8  +  9>o);  yo  =  ys'— »^0f»«n(«üs  +  9o)- 

Aaf  ganz  ähnliche  Art  findet  man ,  so  wie  man  jetzt  q>Q ;  root 
^Qi»  fos>  ^08»  ^o>  yo  gefunden  hat,  mittelst  nach  dem  Verher- 
gebenden leicht  aufzustellender  Formeln  und  Gleichungen  die  Grossen 

^1 ;  ''ig»  *^ii  f  *^i«»  ''is ;   ^1  •  yi ; 
9^;   »"«o»  »"m»  »^M»  *"«•;   ^>  y«; 

Natürlich  lässt  die  jetzt  als  vollständig  gelOst  zu  betrachtende 
Aufgabe  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  zu»  weil  sie  auf  eine 
Gleichung  des  zweiten  Grades  führt. 

Es  giebt  noch  eine  Klasse  bemerkenswerther  Relationen 
iwischen  den  Entfernungen  roo>  i^oi'  '^os*  ^08>  ^*^  ^^'  jetzt  noch 
entwickeln  wollen,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  ganz 
ihnliche  Relationen  sich  zwischen  den  Entfernungen 

^10*  ^\l9   'l«>  •'18  5      **tO»  **«!»  ^%%9  •'«8  5      '80>  ^%\*  ^8t»  '88 

würden  aufstellen  lassen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhält  man  leicht  die  folgenden  Glei- 
ehoBgen : 

Xx — a:o  =  roo«eos9o~*'*io«eos9i 

=  Tqx  .cos(aoi  +  g>o)— n,  .cos(«ii  — ^i) 
=  ra«.cos(a^  +  ^o)— na-cos(«»„  +  9,) 
=  ro8.cos(aot  +  9o)— n8-cos(«i,  +  g>i), 

y,  -yo  =  roo.sin^o— no'Wn^i 

=  roi .  sin  (o^oi  +  9o)  —  ^t  • »««  («n  +  9>i) 
=  roi.  sin  («ot  +  9o)  —  'la-ain  («,»  +  fpx) 
=  rot.sinCoos  -f  9V>)  —  ^8  •««(«18  +  9i) ; 

8»» 
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=x  rgg .  CO«  (Ofl,  +  9^)  — -  r,,.  COS  (o^  +  q),) 

^ — Äfo  st» «•  »»n  ^  —  fV»  .«in  9g 

=  Vqi  .  810  («Ol  +  9o)  —  *'«i  •  »•»  («ai  +  9>t) 
=  roa.sin  (o^a  +  90)  —  r».  sin  («»  +  <Pi) 

^8  —  -^0  =  foQ.  CÖ8  (po — rso  •  <508  g>3 

=i  Vqi  .  COS  («Ol  +  (Po)  —  Tai .  cos  (ag,  +  (pj) 
=  ro« .  cös  («02  +  g>o)  —  »'s«  •  <ios  («8*  +  93) 
=^  f 03  •  <5«8  («08  +  9^0)  ^  ^ti '  c*^  (««as  +  ^s)  > 
y,  -yo  =  ro^.sing>o— rjo.sinqpg 

=  roi  .sin  («01  +  g>o)— »"si  • «'«  («8i  +  Vn) 
=±  roi .  sin  (öi,a  +  epo) "-  h^  •  ^«n  («it  +  9>8) 
=±  ro8.sin(tfö8  +  *o) -^  »"ss •  ^'n (<%8  +  9>8) ; 
und  hieraus  ergiebt  sich  weifer: 
(ifi-a?o)dhi  g)i  -  (yi  --yo)^o<  *>i  -  ^00  •  ^«^  («^|  —  «^o) . 
(^i-aro)«in(aii+9>i)-(yi-yo)cos(a|4-|-9i)^roi.Äiri|(aii-rtoi)+(g)i-9ro)l> 
(^i-aro)8in(an+g>i)-(yi-yo)cos(a,a+9j)=rot.sint(ai,-a(),)+f9)|-9>o)l» 
(ari-:ro)sin(ai8+g>iJ-(iyi-yo)co8(ai8+<p,)==ro3.sint(«i8-«o8)+(9i-9V>)l; 

(aJ4**^a)«*»9«— (yi*-*3^<y)«*o«9%=»1j#-8i»(^*-9o)* 
(^•-^o)8"n(«^+*>«)-Ö^-^)<^»{«al+^t)*^ol*«««t(«%t-'*bt)H> 
(:ra-aro)8in(a,j+g^-(ya-y^os(aM+9«)===»*o«-»inK«»-«o»)+(^^ 
(ar,-aro)sin(aa8+<pa)-(y,-yo)co8(aa,+g)a)=ro8.8in((aa8-ao8)+(g>si--9>o)l; 

(dri-jro)«ln^ — (yti— f 0)  «>»  V*.= n^ö  •  sin  (9»  -  <po)j 
(ar8-aro)sin(a8i+98)-(y8-yo)cos(a8i+98)=»'oi-8inl(a8i-«^i)+(9^r-fttÄ 
(ar8-a:o)8in(a8«+g>8)-(y8-yo)cos(o8t+g)8)=roa.8int(a8«-«o«)+(9>8-9o)l. 
(ar8-^o)8in(a88+c)P8)-(y8-yo)<^o«(«88+98)===»*o3-»«nl(«88-«08)+(9>8-^^ 

Fassen  friit  diu»  cIm  erst«  dieser  drei  Gruppen  in*8  Auge,  and 
eliminlren  auf  bekaoute  Weise  aus  der  Isteo»  2ten,  3tea  and 
Isten,  3ten^  4ten  Gleichung  in  dieser  Gruppe  die  beiden  Grös- 
sen Xi — Xq  und  yi — ffQ9  &Hy  eiJiitteA»  #ff  die  beiden*  folgenden 
Gleichungen  < 

-rot4rtii*italilt<i4«^-^oi)+(9>|-9o)l  l 


in  der  nautiseken  Geodäsie  tfeeignet  sind.  IBl 

roo.sin(a,j-ai,)8in(9,— 9o)+*'oa-88n«i88'"t(«i»— «o«)+(<Pi--<Po)l  j  _q. 

oder : 

|roo.8in(ati— «it)+roi.8ina,aCos(a„  — «Ol)  > 

4^ro|.8iDa,,8in(a|i— o^i)-r,,a-s'"«iisin(o,a-aoj|)|cos(<p,--g>o)  3 

I  rgo.  «in  (a|9 — «i  t)  +  ^^os  •  ®'* "  ^'i  t  <^^*  (''la  ""  ''w)  / 

—  ro8.»inaigCos(ai8— ao3)J«'"(9^i-~<Po)   )=U; 

woraos  8ich  durch  Division  die  folgende  Gleichung  ergiebt: 

Top. sin  (C|,—aja)+ro|. 8111  er|^co8(gn—aoi)---i'qt.6intC||C08(tt|a--fltog) 
foo.  «in  («1  j— a,  a)  +  roa .  sin  «,8  C08  («1^^— o^  •- IV)« .  8in«|  jjC08(ai8— Ooa) 

_  roi.8intt,y8iti(ä^i^aot)— r^  !*^Hj'l?/"i4  *""<») 

I 
Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  aber  durch  iMultiplication, 

wenn  man  aufbebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung: 
0=     rodroi  sin a| j sin  (ä,i  —  «01)«»" (^12  —  ^19) 

+  »^oi»^oa»in  «j  jsin  «i,  sin  (aj,  —  aoi)cos  («1«—  «ö«) 

— »•oi^OÄ«»«itÄW«itOOs(aii— «oi)»«n(ai«— «02) 
+  »'oi*'os  ö'^  aijjSlnai  jSin  («j,  —  Oob)  cos  («h  —  «öi) 
—  »'oi**os«>n«i*«>n«i«<^o8(ai,  — aoi)sin(aii  —  «oi) 
+  ^w»^  »»«  «iftSin  «11  sin  (ai,--«fl^,jj)  coi^(fti8  —  ä^j) 
— »•cnn)«  «»•^*i tf  ^n  an  o<A  («1,^ — Oot)^io  («ii'-^  «ot) » 

^,  weil^    wie  manjeicht  findet^; 

8ioausiD<tt,,-**ai8)  +  slntfi8sin(Wti--tti,)=i*i-sinai,sin(ai8— «,,) 

»(•  welkn  mäif  nach  fiVnllkhfung  dieser  Grtisse  die  Gleichung  durch 
«ii%t  dividirt : 


1 
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35) 
»•oo^oi  ««n(«ii  — aDi)sinK,— a,j) 
+  «^oo«^o28"n(«i«— «o«)8>n(«i8— «n) 

+  »^oo»*o8  «""  («1 8 — «ob)  »8n  («1 1  ~  «Iä)  V         rt 

/  SS  U* 

+  »^oi»^oa8"nai88^n(«ii  — «i«  +  «o«— «Ol)  ' 

+  »•oi*'o8  8«n«i«8"n(«i8  — «n  +«üi— «ob) 
+  *'o«*'os  S'n  «11  «>n  («12  —  «i8  +  «ob  —  «o«) 

and  setst  man  in  dieser  Gleichung  ffir  Ooi »  «ot»  ags»  «us  «if>  <^i 

respective  Ooi,  «09,  oöb'  «21  >  «22»  «28  und  Ooi ,  «02»  <^>  «8i>  «82»  %* 
80  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

36) 

«^oo»*oi  ««n  («21  —  «Ol)  8»n  («n  —  «2b) 
+  roo«^o2  »»n  («22  —  «62)  8»n  («m  —  «ii) 
+  «^oo»*088in(atB  -ao8)8in  («j,  — «,,)  ^  _  ^ 

+  roirj^ainoM  wn  («21  —  «22  +  «62— «oi) 
+  »•oi'^OB  8lna„8in(aj,  —  o^  +  «o,  — Oos) 

+  »^02»*OB  8'n  «21  8«  n  («22  —  «28  +  «OB  —  «02) 

und: 

37) 

roöroi  «in  (a,t  ~  «01)  «"«  («82—  «bb) 
+  »•oo'^OBsin  (cga—  a^)  aiu  («jb  —  «ii ) 

+  «^00^08810(0^8  — a08)8»n(«8l— «82)  ^    _.  Q 

+  »•oi»*o2  »in  «iB  «in  («bi  —  «82  +  «02  —  «^1) 
'  +  »'oi'^oB  81"  a„8in  (a„  —  «,1  +  Ooi  —  «o,) 

+  »•02»'0B8inaii8in(ai,— «SB  +  «ob  — «02) 

Dividirt  man  diese  drei  Gleichungen  durch  rooi^oo»  80  erhält 

man  zwischen  den  drei  Grossen  —  >   -^^   -^    drei  Gleichungen 

^        _  ^00      «^00       «"oo 

von  der  Form: 

38) 

''OO  ''OO  «^00  '00    «^00  ^00   «*00  ^00    «"oo 

•"oo         «*oo         «^00         ^00   *"oo         *Vk)  *^oo         '00  ^00 

'^oo         ''oo        »"oo        ''oo  •'oo         'Vk)  '00         •'oo  ''oo 

mittelst  welcher  sich  die  drei  In  Rede  stehenden  GrSsseo  mOs- 
sen  bestimmen  lassen. 
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Note  fiber  die   IntegratioD   der  ImeareD  IHfferential- 

gleichung 

(«•+M)y'+(fli+6i«)y+(«o+M)sf=o-       (1) 

Von 
Herrn  Simon  Spitzer, 

Profeator  an  der  Handel« -Akademie  in  Wien. 


Alle  DifferentialgleichaiigeB  dieser  Form  klonen,  wie  immer 
loch  die coBstanten  Zahlen  u^,  b^;  ai,  b^;  Oq,  bo  beschaffen  sind, 
Inf  folgende  Form  gebracht  werden : 

(2) 

Diese  Differentialgleichung  wollen  wir  nan  hier  in  dem  Falle  in- 
tegriren,  wo  A  eine  ganae  positive  Zahl  ist. 

Za  dem  Zwecke  setsen  wir 

Didvreh  erhalten  wir: 

{m+s)x''+[Ai'B+(^^ßKm  +  x)]xf  +  A(a^ß)x  =  0; 

Mdtoo  hitegriren  wir  diese  Gleichung  A  -  mal,  wir  kommen  durch 
^icts  SU  der  Gieicbang : 

(m+;r)»(-^+»)  +  [Ä  +  («  -  /5)(m+ar)>C-^+*) 

,   =<i  +  C,(iii+;ar)  +  ^(m+d:)«+....^C*(m+«)^-»,     j 
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ans  welcher  folgt: 

wenn  ^(j?)  der  Kflrze  halber  statt 

gesetzt  wird.  Ci,  C^,  C^f^Cj  bedeuten  willköhrliche  Con- 
stanten.   Non  ist  aber 

f(m  +  ar)«-ie(«-/»)*if;(a?)ite  =  Li/(m  + jr)»-»c(«-^€fcr 

+  (« + a:)i'e(«-/^'[i«  +  l^(m  +  ;?)  +  .. ... + Lj(p  +  jr)4-«l; 

folglich  erhält  man  fflr  z(-^4-^)  folgenden  Werth: 

*  (m  +  j:)^''  ^  ' 

und  wird  diese  Gleichung  (^— l^inal  differenzirt,  so  erhält  man: 

folglich  ist 

das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung; 
hiebe!  bedeutet  Li  eine  willkuhrliche  Constante;  die  andere  will- 
kfibrllche  Constante  ist  verborgen  unter  dem  Integralzeichen^  wel- 
ches in  y  erscheint. 


Construction  derjenigen  Mnearen   Differentiatglei- 
chung»  der  genfigt  wird  durch 

0 

vorausgesetzt,  dass  iL  eine  ganze  positive  Zahl,  ni  eine 
beliebige  Zahl  ist,  und  A  und  B  solche  positive^  Zah- 
len bedeuten,  deren  Summe  gleich  f  ist. 

Es  ist  bekannt,   dass  diejenige  lineare  Differentialgleicbaog, 
de^  geoGgt  wird  diirch  '       .^ 

1*4  I 
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/i  ■ .    '•  .  '  ■     • 

«^u^- Hl -«)*-*&«»  (3) 


% 


folgende  Gestalt  hat: 


S^  +  M  +  Ä-|).g-A==0, 


nd  setit  nan 

i*  +  B  =  }. 


I    I  > 


M  erh&lt  man : 


l^+G-l)|-^-0.    ,  ,    ,      (4V 


Nim  setaen  wir  in  (3)  and  (4) 

«0  ist 

=  /^^•«•te^-Hl— «)*-*^  (5) 


2 


das  Integral  der  DiffereDtialgleichang: 


^\ 


^^^^^^^•^9Am^.  ^        (6) 

Difereniirt  man  nan  die  Gleichung  (6)  (il-|-])mal,  so  erhSit  man 
die  Gleichung: 

'''»''äiiP+M'ii+a^+^lxlji^  +  3m(A  +  1)  (A  +  3^)  ^^ . 
tod  ihr  genügt: 

5S3t=5SÄ/    ««'•«^-Hl-ti)^-*du;  (8) 

M«Bch  erhalt  man , 

d^_ 

^*hiBd,  die  Differentialgleichung: 
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y-'  =  3m«V+3'»(2A+3-4+2)«y'+3m(il+l)(;i+3J)y    (9) 
ood  das  Integral  derselbeo  ist: 

y^^r\m^*u^-i(l  ^u)^r'du.  (10) 

0 

Der  Gleichling  (4)  genfigt  anch 


1 


8        />!       ^ 


folglich  erhält  man  flir  die  Gleichung  (9)  anch  folgendes  partielle 
btegral: 


0 

and  somit  Ist: 


y  =  S?y  *  «~'[Ciif^-  Hl  -  »)*-*+  Cianr-*(1  -  u)'^du 


«in,  mit  zwei   willkfihrlichen  Constanten .  Cg   und  G^  Terseheoer, 
der  Gleichong  (9)  genügender  Ausdruck. 
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Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

woselbst  A^^  B^j  C^^  m^  j4y  JBy  C  constante  Zahlen 
bezeichnen,  mittelst  bestimmter  Integrale. 

Von 
Herrn  Simon  Spiizerj 

Profestor  an  der  Handel« -Alcademie   in    Wien. 


Der  GleicbiiDg  (1)  geoilgt  man  dorch  Integrale  folgender  Form ; 

woselbst  ip(a^)  eine  solcbfr  Fonotion  von  a  bedeutet»  welebe  ans 
der  Gleichung 

^in)(x)  =  a^ilf(x)  (3) 

herrorgeht,  woselbst  ferner  F  eine  su  bestimmende  Function  von 
tc  Ist,  und  wo  endlich  «| ,  u^  constante  Zahlen  sind. 

Um  diese  darzuthnn,  snbstitnire  man  den  Ausdruck  (2)  in  die 
Gleichung  (1) ;  man  erhält  sodann : 

(4) 
/^"*  [Jia:*ii»fV'"+*>(a«)  +  ^^«" '  >1C<"+"  (tw)  +  C,M"^W(ia:)]  Vdu 
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Non  ist  aber: 

folglich  liat  man: 

^(•+1)  (x)  =  x^^(x)  +  ma!^-^'ilf(x) , 

*(•+•)  (x)  =  a^  '^"{x)  +  Ima^^h^f'ix)  +  m(m — \)oif^-^{x) ; 

und  setzt  man  io  die  drei  so  eben  aofgestellten  GleichungeD  mx 
statt  x^  so  erhält  man: 

'     .    •       ■  ■  ■  r 

+  m{m  —  l)i«"^«x«-*^ip:). 

Führt  man  diese  Werthe  von  i/;(»)(tta:),  ^»+i)(tia?)  und  ^(»+*)(i») 
in  die  Gleichung  (4)  ein^  so  erhält  man»  "beiderseits  gleich  durch 
a^  dividirend,  die  Gleichung: 

I       I  Jiti«»+H-«ar«i|;''(i/a;)  -f  (^mAi  +  Äi)t?»+"+i«^'(ta?) 

=  J       [Au^x'^iux)  +  Äturif^'(ii;r)  +  C^{ux)\  Vdu , 

weiche  folgendermaassen  geordnet  werden  kann :  s 

(5) 


«« 


•» 
+  X  1      u[B  —  (2m  Jg  +  Bi)v^^^\^\ux)  Vdu 

+  f       [C— (m«2l|  +  mBi'-mAi  +  Ci)tt«»"H»]^(tur)  Fifa  =0« 


Man  erhält  aber  bekanatUeb  mittelst  det  Matbode  des  tbeilweiieD 
Integrirens: 


■i  «1 

Bod  wendet  man  diese  auf  die  Gleichung  (5)  an,  so  erhält  man: 

•i 

Mao  genflgt    nun   dieser    so   eben   an%e6chriebenen    Gleichung, 
wenn  man   V  so  wählt,  auf  dass 

(6) 

+  [2il  -  Ä  +  C  +  (n^i  +  Äi— nMi  -  3n^ir-22<i— Ci)i«»4«]  F»  0 

wird,  und  die   Integrationsgrenzen  «i,  %  so  besimmt,  auf  daas 
die  Gleichung 

(7) 

+  u[B  —  2A  +  (^in -  Aim  +  2ilj  -  »gjii'M^]  F*(tu?) l"^  =  0 

stattfindet. 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 

i«a,  +  6«uOF''  +  ti(a,+6itiOP  +  (ao+6ottOF  =  0. 

ond  ist  daher  jederzeit  integrabel.  Wird  das  aus  (6)  gefundene 
FiD  die  Gleichung  (7)  eingefOhrt,  und  ergeben  sich  sodann  aus 
selber  fttr  u  zwei  solche  constaote  Zahlen,  die,  als  Integrations- 
grenzen gesetzt,  das  Integral: 

y=f\{ux)Vdu  (2) 

weder  unbestimmt  noch  unendlich  macheu,  so  hat  man  ein  tadel- 
kies  Integral  der  Gleichung  (1)  gefunden. 
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Der  specieile  Fall»  wo 

ist,  Terdient  Beachtung.    Man  kann  nfimlich  alsdann  die  Gleichuog 
(1)  einfacher  darstellen.    Setzt  man  nlmlich 

so  erhält  man: 

i<ix(«H-«)  ==;»»•--«[  JarV  +  (fi --4J)«' +  (C--2JB  +  6il)xl, 

welche  Gleichnng»  wie  man  sieht,  wirklich  einfacher  als  die  Glei- 
chung (1)  gebaut  ist 


Auch  der  specieile  Fall,  wo 

st,    gestattet   eine    einfachere   Behandlungsweise.      Setzt  miD 
nSmüch 

so  kommt  man  auf  die  Gleichung 

deren  Integration  uns  in  zahllosen  Ffillen  gelungen  ist 
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VW. 

Uaber  die  Dreiecke ,  welche  den  ein*  und  ambeBchrie* 

benen  Kreis  gemein  haben'*'). 

Voo 

Herrn  Doctor  Oiio  Böklen 

%u  Suis  a.  N*  im  Königreich  Wärtemberg. 


BezeichocD  wir  die  Halbmesser  des  um-  und  des  einbeschrie- 
benen  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  R  und  r»  die  Winkel 
<le8selbeD  mit  A,  B  und  C»  und  dessen  Seiten  mit  a,  b»  e,  so 
baben  irir  folgende  Formeln: 

1) 

ABC 
r  =  4Asin  a sin-^  sin-5  =  iZ(eos^  -|-  cosA -f  cosC—  1) 

ABC 
=  2i2  (008*^-1- cos  *^  +cos«|— 2) 

=  2Ä(l-sin«~-sin«~-sin«|). 


2Rr=: 


2) 
akc 


a  +  b  +  c' 


1  +  n=COSil-f  C0SA-|-C0SC> 

*)  M.S.  ThLXXXVlI.  S.486:  „Znr  Beachtung/' 
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wenn  wir  mit  mg,  m^,  tn^  die  Entfernungen  des  Mitfelpankts  des 
umbeschriebeneD  Kreises  von  den  Seiten  bezeichnen.  Femer  ist, 
wenn  der  Inhalt  des  Dreiecks  =^  gesetzt  wird. 

Sind  Vi,  r«,  r^  die  Halbmesser  der  drei  ftusseren  BerOhraags* 
kreise,  so  ist: 

n    r%    ^s    f 

Sind  hl,  h^,  As  die  drei  Hohen  des  Dreiecks»  so  Ist: 

T       Ai  ,    h^       k^ 

Bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
mit  O,  denjenigen  des  inneren  Berfihrungskreises  mit  o.  und  die 
Mittelpunkte  der  drei  Süsseren  ßerOhrungskreise  mit  G,  H,  i, 
so  haben  wir  ferner: 

OK^=:Ifi  +  2Rr9, 
Oo*=2R»^2Rr; 

* 

6)  Oo«+OG«+OÄ«+0««  =  12Ä«; 

7)  .4o.Äo.Co  =  4Är»; 

"  A 

oG  =  4/i^sin  o  . 

8)  1  c 

oG.oB.oK=l6IPr, 
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Wir  babeu  uaii  folgeDden  Sat^: 

I.  Beffehreibt  man  in  ein  Dreieck  and  nm  dasselbe  einen 
Kreis,  so  giebt  es  noch  nnendlicb  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  Kf«i9  einbeschriebeii  und  dep  aoderfi  ^mibefcbcteben  sind. 
Bei  aileo  diesen  Dreiecken  sind  kpnstant:    . , 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

b)  die  Qnadratsnmme  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

c)  die  QuadraUamme  der. Cosinus  der  halben  Winkel; 

d)  die  Summe  der  Cosimis  der  gansen  Winkel,  nach  1); 

e)  das  VerbältniM  des  Produkts  d«r  SeilMi  aiun  Umfang,  2); 

f)  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Umfang,  3); 

g)  die  Suxnme  der  Mittellothe,  2); 

h)  die  Summe  der  obern  Abschnitte  der  Hoben  (welche 
zwischen  dem  Hohendurchschnitt  und  den  Ecken  enthal- 
ten sind),  weil  diese  Abschnitte  doppelt  so  gross  als  die 
Mittellothe  sind; 

i)  die  Stimme  der  Halbmesser   der  äusseren  Berfihrangs- 
kreise,  4); 

k)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  dieser  Halbmesser,  4) ; 

I)  die  Sunune  der  reciproken  Werthe  der  Höhen,  5); 

m)  die  Quadratsamme  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  um- 
schriebenen Kreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äussArn 
Beruhrungskreise  i^ezogenen  Linien,  6); 

n)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be- 
rfihrungskreises  nach  den  Ecken  gezogenen  Linien,  7); 

o)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be- 
rührungskreises nach  den  Mittelpunkten  der  fiussem  Be- 
rührungskreise gezogenen  Linien,.  8); 

p):dfie  Qoadialsomme  der  im  vorigen  S«ts  genannten  Li- 
nien, 8); 
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q)  die  QaadratsnniiDe  der  die  MittelpuDkte  der  iuMerwi 
Berfibrungskreise  verbiodendeo  Linien,  9). 

r)  Der  Huhendarchsebnitt  der  Dreiecke  bewegt  sieh  tof 
einem  Kreis,  dessen  Halbmesser  =si2->2>*'(NouT.  Add«- 
les  de  Math.  Terqnem  et  Gi^rono). 

s)  Der  Schwerpunkt  der  Dreiecke  bewegt  sich  auf  einem 
Kreis,  dessen  Halbmesser  =i(i2— 2r). 

Diess  folgt  aus  r),  weil  der  HOhendurchschnitt  einee 
Dreiecks,  sein  Schwerpunkt  und  der  Mittelpunkt  des 
umschriebenen  Kreises  auf  Einer  Geraden  Kegeo, 
welche  vom  Schwerpunkt  in  zwei  Theile  getheilt 
wird  wie  1:2. 

t)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Fusspünkte  der  Höhen  tod 
den  im  Anfang  genannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Summe  der  von  dem  Mittelpunkt  des  innen 
Berflhrungskreises  nach  den  Mittelpunkten  der 
Susseren  Berfibrungskreise  gezogenen  Linien, 

cc)  der  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

dd)  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  bewegt  sich  tif 
einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =  \R — r. 

ee)  Der  Mittelpunkt  des  Inneren  Berührungskreises 
bewegt  sich  auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmes- 
ser =  Ä  — 2r. 

C)  Die  Mittelpunke  der  Süsseren  Berfibrungskreise 
bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreise. 

Um    diese    sechs   Sätze   zu   beweisen,  nehmen  wir  an,  im 
Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  drei  Hohen,  welche  sieb 

in    P  schneiden,   so    ist  Winkel  ^  =  900— y,  BszW^^y 

F  D 

C=90^ — ö'    C0S2I  =8in-x  a.  s.  f.,  somit  folgt  aa)  aus  d).    Die 

in  bb)  genannten  Linien  sind  zugleich  die  oberen  Abschnitte  der 
Hohen   im  Dreiecke  ABC  (h).    Der  Halbmesser  des  um  DEF 

R 

beschriebenen  Kreises  ist  gleich  -»>  und  sein  Mittelpunkt  liegt 

in  der  Mitte  der  Geraden  OP.  Hiemit  wSre  also  cc)  und  dd) 
erledigt.  Der  Mittelpunkt  des  *  in  ee)  genannten  Kreises  ist  P 
(siebe  r)).  Die  Mittelpunkte  der  In  10  genannten  Srebe  sind 
Af  Bf  C 
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a)  Bei  46B  Dreieokao,  weIciM  die  Mittolpnikte  der  ftuMeren 
Berfibruogskreise  vod  dem  im  AsfiiBg  diaeea  Satzes  ge- 
oanntan  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  das  Produkt  der  Cosioas  der  Winkel,  a); 
bb)  die  Qmdratsumme  der  Cosinus  der  Winkel ,  b); 
ee)  die  Quadratsamme  der  Sinns  der  Winkel,  c); 
dd)  die  Somme  der  Cosinus  der  doppelten  Winkel,  d). 

Wenn  uintich  GHK  ein  solciies  Dr^eck  ist,  so  haben  wir 
6=90«-|.  J»=90o-^,  Ä=W>-^,  also  sin^  =  cosCu.s.f. 

ee)  der  Halbmesser  und  die  Lage  des  umbeschriebe* 
neu  Kreises. 

Man  denke  sich  das  Dreieck  DEF  so  beweg- 
lich, dass  sein  umbeschriebener  Kreis,  dessen 

R 

Halbmesser  =  -n  und  dessen  Mittelpunkt  in  der 

Mitte  von  OP  ist,  wie  auch  sein  einbeschrie- 
bener  Kreis,  dessen  Centrum  P  ist,  fest  bleiben, 
so  rouss  auch  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
punkt des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  fest 
bleiben,  und  sein  Halbmesser  R  konstant  A, 
B^  C  sind  aber  die  Mittelpunkte  der  äusseren 
BerOhrungskreise  des  Dreiecks  DEF. 

C)  Das  Produkt  der  obern  Abschnitte  der  Höhen,  aa); 
gg)  die  Quadratsnmme  dieser  Abschnitte,  bb); 
hh)  das  Produkt  der  unteren  Abschnitte  der  HSben,  aa); 

ii)  das  Produkt  der  Mittellothe,  S) ; 
kk)  die  Quadratsumme  der  Mittellothe,  gg). 

Man  hat,  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen: 

APts^2BcoBA,  BP  =z2R cos B,  CP=2ReoBC; 

APs2iZcosJBcosC,  £P=2l2cos2lcosC  FP=2i2cosilcosB. 

Hieraus  wird  man  sich  die  vorhergehenden  fSnf  Sätze  er- 
Ulren  kSnneo,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmt,  dass  bei 
iem  Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeschriebene  Kreis  kon- 
itutbleiM. 

II)  Der  Hobendurcbschnitt  dieser  Dceiaeke  ist  uobe- 
'    '        wegliGh« 
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mm)  Der  Schwerpunkt  Ist  ebeofalb  iisb^iviegiicll. 

nn)  Die  Mitten  der  Seiten,  die  Fusspnnkte  der  Hohen 
und  die  Mitten  von  den  oberen  Absebnitten  der 
Hoben  bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreis. 

i.Wjr  denken  uns  wieder,  dass  sieb  Ureieck  DEV  so  bewege, 
dass  sein  ein*  und  umbescbri ebener  Krei^  fest  bleibe,  so  sind 
die  Punkte  P  und  O  unbeweglich  nach  ee)i  P  is%  aber  der  Hv. 
hendurchschnitt  von  ABC»  Der  Schwerpunkt  t  von  ABC  liegt 
auf  der  Linie  POr  und  zwar  so,  dass  JRr>±=  SOs  ist  «ithin  ist 
auch  i  fest.  Der  bei  nn)  genannte  Kfeis  bat  sein  Centmin  io 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  umschriebene  Kreis  von  DEF» 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt,  A,  B,  C  die  Mittelpunkte  der 
äusseren  Berührungskreise  des  Dreiecks  DEF, 

Hiernach  modificiren  sieb  die  „Uebungsaufgaben  fSr  SchOler 
Bd.XXXVi.  Nr.  XIV.  Seite  i86'',  welche  ich  hiermit  zurücknehme, 
da  sie  auf  der  Voraussetzung  beruhten,  dass  bei  den  fragUcben 
Dreiecken  der  Umfang  konstant  sei,  welche  Voraussetzung  sich 
als  unrichtig  erwiesen  hat 


vm. 

Zar  Theorie  des  Polarplanimeters. 

Vou 

Berrn  Johann  Liehleinf 

Astittenten  der  matbemat.  Lehrkanzeln  am  Polyterhnilram  zn  Prag. 


Bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  in  neneslec  ^it  .die 
Einführung  der  Planimeter,  sowjohX  des  auf  das  System  von  Pa- 
rallel -  Oeordimilen  gegrAadeten  vom  hgenfeur  Welli,  als  auch 
desjenigen  von  Amsler,  welchem  das  Systsn"  der  Polar*Coor- 
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dinateD  zu  GroDde  liegt»  allenthalbofi  gefoDdeDy  ist  es  fflr  den 
praktischen  Unterricht'  von  WichtigkeÜr  eine  Theorie  aufzastellen, 
welche  zum  Vortrage  an  höheren  Schulen  sich  eignen  dOrße. 
Namentlich  gift  diess  von  dem  A ms ler 'sehen  Planimeter,  welches 
nach  den  bisher  aufgestellten  allerdings  richtigen  Theorien  doch 
eine  Menge  von  Hilfslinien  und  minutiösen  Constructionen  an  de? 
Tafel  erfordert,  wodurch  bei  dem  Schüler  der  Grundgedanke  des 
Ganzen  häufig  verloren  geht.  Ich  erlaube  mir  nun,  im  Folgen- 
den iwei  neue  Ableitungen  der  Endformel  vorzblegen ,  von  de- 
nen besonders  die  letztere  wegen  ihrer  Einfachheit  dort,  ivo 
die  SchQler,  wie  an  unseren  pol3rtechnischen  Schulen,  In  die  neuere 
Geometrie  eingeführt  sind,  zum  Vortrag  sich  eignen  dürfte. 

Verbindet  man  zwei  Gerade  Aü  und  PO  (Taf.  VII.  Fig.  1.) 
derart  mit  einander,  dass  Aa-wai  PO  im  Punkte  O,  das,  gfouie 
System  aber  um  den  fixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird;  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  von  A  in  jedem  Momente  nor- 
mal gegen  Aa  zurückgelegten  Wege  anter  der  Voraussetzung, 
dass  der  zweite  Eckpunkt  a  eine  geschlossene  Figur  vollständig 
omfthrt,  blos  abhängig  von  den  Dimensionen  aO  =  m,  OP^n, 
OA  =  p  und  der  Fläche  der  umfahrenen  Figur.  —  Um  dies  dar- 
zotfann,  sei  P  ffer  Pol  eines  beliebigen  Poiarcoordiuatenaystems, 
bezeichne  man  mit  u  und  v  die  Coordinaten,  welche  sich  auf  die 
zo  umfahrende  Curve  bezieben,  mit  q  und  tp  die  Coordinaten, 
vrelche  der  von  A  beschriebenen  Curve  angeboren,  mit  i  den 
Winkel,  welchen  die  in  A  an  die  Curve  AS  gezogene  Tangente 
77*1  mit  der  gegen  Aa  normalen  -  Geraden  ^JV' ehischliesst,  end- 
lieh mit  a  den  von  der  Tangente  77\  mit  dem  Leitstrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Kürze  wegen  werde  überdies  ^PAa 
darch  l  «odl  j^P^A  dsrch  7  beaalchnet    Man  bat  suntebst:- 


lad 
1)  cosd  =  cosasinil — eesilsino« 

Pir  den  Winkel  et  gilt  die  Gleichung 


'  I  t  •     I 


^  welcher  man 


^hieraus 


cosa_suia_  1 
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ableitet»  wobei  da  das  von  A  beschriebene  Bogenetemeot  bedei* 
tet.  Die  Gleichnng  1)  liefert  nan  mit  BerficksichtigaDg  der  elMi 
gefundenen  Werthe: 

4)  döcoadrs  dgaluk — Qdq>coBL 

Im  Dreiecke  4Pa  ist 

6)  psinissttsiny 

und 

6)  A-fr+9>— v^isoo- 

DiSerentiirt  man  die  Gleichung  5)  und  berfleksichtigt,  das«  ver- 
möge der  Gleichung  6) 

dk  ^idv  —  dy — dtpt 

so  findet  man 

7) 

if^sin  1 —  QCoaldq>  =  dyiQ  cosA  -f  ucosy)  —  gdv  eosl -t-dmmnj. 
Es  ist  aber 

^cosit-f- tccosy  =  m-|-/i,    ^co8A  =  m-|-/i — ttcos^ 
und  mit  Zuhilfenahme  der  Gleichung  4): 

8)     döcosÄ=(m+/i)rfy — (m  +  p)dv  +  udvcoay  +  dualny. 
Setst  man  noch  fflr  cosyr  den  aus  dem  Dreiecke  POa  resuttlfii' 
den  Werth  „ ,  so  findet  man  als  gesuchten  Ausdraek* 

9) 
df>  ^  1  ffldt 

Bezeichnet  man  mit  F  die  gesuchte  Fläche  der  umfahrenen  Fi* 
gur,  so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  9)  entweder 


\  m  /  '  m 


—     oder ' '^  ■  ' 

m 


jenachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Figur  angemMT 
men  wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betnichting 
kann  man  die  Gleichung  9)  erhalten. 
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^if  *it>  **i»5 
«M>  «M»  «ta; 
*^i '  *^»  *^  5 

so  erhält  man  drei  neire  GleichongeD,  welche  mit  der  vorstel 
den   Gleichung  zaMmmen  ein  System  ven  vier  Gleichaugen 
sehen  den  unbclcannten  Grössen: 

Xi  Xi  Xi  Xi 

bilden,  die  sich  also  mittelst  dieser  vier  Gleichungen  bestimi 
lassen. 

Setzen  wir  der  Kfirze  wegen: 
15).  .  .  V^%,    r^"^/,     ^  =  ^!.     F=«i;; 

'  JTl'  Xi'  Xx  Xx 

80  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgetide  Gestalt  an: 

(1  +  t7—  X)  sin  ooj  sin  (ooi  — «oj) 

+  Fsin  «08  cos  (ooi  — «ö«) 

+  Fcos  «oa  sin  («^i  —  a^j)  ^  =  0. 

+  (  VX  ^-VY)  sin  «Ol  sin  {a^  -  «os) 

+  (I7iF—  FA')sini^,fcos(a^— «os) 

Aus   dieser  Gleichung  folgt  durch   Division  mit    V  die  < 
chung: 

1  +  V^K  . 

-y 8in  Oos  sm  («oi  —  «ot) 

F 

+  p  cos  «03  s"n  («Ol  —  <W 

.  =:  -  sin  Oos  cos  (oq,  — c^« 
,  f7A+ FF  .  .  , 

+ y Sin  «Ol  sm(ao,  —  a^ 

,  VY^VX  .  . 

+ y Sin  »Ol  cos  («0«  —  «os) 

und   bildet  man   nun   auf  die  ans   dem  Obigen  bdkannte  H 
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3)  »"«=^  ™*  «»"-äi 

ableitet»  wobei  de  das  von  A  beschriebene  Bogenelement  bedea- 
tet.  Die  Gleichung  1)  liefert  nnn  mit  Berflcksichtignng  der  eben 
gefundenen  Werthe: 

4)  dacoßd^  dgBink — gdipcoBL 

Im  Dreiecke  4Pa  ist 
6)  psini=  ttsinjf 

und 
6)  A  +  y+9)— r  =  180<>. 

Diiferentiirt  man  die  Gleichung  5)  und  berOcksichtigt,  dass  ver- 
möge der  Gleichung  6) 

dk  ^de  —  dy — dfpi 

so  findet  man 

7) 
d^sin  i—  ^cosAdg)  =  rfy(^cosA  +  utosy)  —  prfpcosi+ifcisiny. 

Es  ist  aber 

^cosl -f  ficosy  =  m  +  p,    ^ cos A  =  m  +p — ttcos^ 
und  mit  Zuhilfenahme  der  Gleichung  4): 

8)     döcosd=(m+p)dy— (m+]9)rfü+ttdpcosy  +  rfttslny. 
Setst  man  noch  fdr  eony  den  ans  dem  Dreiecke  POa  resultireB- 
deo  Werth  "    \^  ~     ,  so  findet  man  als  gesnchten  Anadrnek: 

9) 

ife  •  1  tflde 

döcosd  =  (m +  p)rfy— gi^jCm«  +  2m;i  +  n«)+ifi«siny  +  - -^. 

Beieichnet  man  mit  F  die  gesuchte  Fläche  der  umfahrenen  Fi- 
gur, so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  9)  entweder 

-     oder     -«( -^^ J+«» 

jenachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Figur  angenom- 
men wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtang 
kann  man  die  Gleichung  9)  erhalten. 
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Man  betrachte  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  iwel  anmittelbar  aaf  einan- 
der folgende  Lagen  des  Systems ,  ziehe  die  Leitstrahlen  Pa=zu 
and  Poi  ^H-^-du,  iHiV  senkrecht  auf  Aa  und  PQ  parallel  MN^  und 
projicire  die  gebrochene  Linie  BaPoiÄ'  auf  MN.    Man  erhSlt: 

1) 
A'B  =  B#i.cos90O-|-ap.cos  (90<»+y)+Pfl'.  cos  QPa,  -\^a^Ai,co%BA' a^ . 

üebereinstimmend  mit  der  früheren  Bezeichnung  ist: 

A'B  =idöcoBi,  A'ai=:Aa==m-i-p, 

Btisst,  wie  früher,  y  der  Winkel  OaP,  so  wird  man  den  Win 
M  O'a'P  mit  y-i-dy  bezeichnen  müssen.     Ferner  ist 

^aPx|  =  o, 
daher 

^aPa'^^dv,   ^QPa'=:90^--y^dv, 

ZBilV  =  180ö--(y  +  rfy)- QPa' =  900- (rfy- d»). 

Hit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  übergeht  nun  1)  in: 

2) 
(ftfcosd  =  —  tf  siny-|-  {u  +  du)BiD(y  +  de)  +  (m  +  /i)  sin  (dy  —  rft?). 

Wenn  man  die  angezeigten  Operationen  verrichtet  und  die  un- 
endlkb  kleinen  Glieder  zweiter  Ordnung  rernacblässlgt»  so  er- 
bÜt  man: 

du  cosi  =  udv  cos  y  +  dii  sin  y  +  (m  +  p)(dy  —  dv) , 

welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  der  ersten  Ableitung  iden- 
tisch ist.    Setzt  man  also  auch  hier  wieder  statt  cosy  den  Werth 


2ifiii 


,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  9): 


da  cos  *  =  (m  +P)rfy — 2m  ^'"*  "*"  ^^  ^  ***^  "*"  m  ~2~ ' 

Das  so  eben  theoretisch  begründete  Princip  liegt  dem  neue- 
■tens  ?on  Starcke  in  Wien  kon^truirten  Planimeter  zu  Grunde; 
weldies  übrigens  ganz  dasselbe  int,  auf  welches  schon  vor  Starcke 
^er  Schweizer  Herr  Anisler  ein  von  ihm  erfundenes  Planime- 
^  basirte»  und  in  der  Vierteljahrsschrift  der  naturfor- 
•chenden  Gesellschaft  in  Zürich  1866.  I.  Jahrg.  1.  Heft 
ivifthrlich  beschrieb. 

Anmerkung.    Aus  der  Gleichung 
Tktu  XXX  vui.  10 
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folgt  eig«iitlicb: 


et  «=1^ 


cos  a      aio «         1 


and  bieraas: 


i2p        Qd^      db  ^^^ ' 


Fflr  die  in  Taf.  Vll.  Fig.  1.  angenommeoe  Lage  ist  aber  von  dem 
doppelten  Zeichen  das  obere  za  wäblen.  Es  Ist  übrigens  klar, 
dass  aach  flir  jede  andere  Zeiebencombination  die  tilächong  9) 
resultirty  sobald  man  nur  den  Winkel  i  Immer  in  demselben  Siöoe 
säblt. 


Das  Integral  /V  a*— j?«  Ar  im  Zosammenh^Dg  mit  ande- 

ren  ähnlichen. 

Von 

Herrn  Fischer j 

G^mna«ial- Oberlehrer  in  Kempfn. 


Anknüpfend  an  die  Bemerkung  des  Herrn  Herausgebers  über 

eine  elnfacbe  Losung  des  Integrals  fV a* — jr^dx  pag.  363.  de« 
▼origen*)  Heftes  (37.  Tbeil.  3.  Heft)  des  Arcbivs,  mSebte  auch 
folgende  Losung  dieses  Integrals,  welches  mir  mit  anderen  fibo- 
llcben  bei  einer  Arbeit  über  die  Coneboide   häufig  vorkam,  nicht 


*)  Ich  Intsc  da«  Wort  „Torigen''  «teheii,  um  «rkenoen  su  Uoen, 
dsM  der  Herr  Verf.  «einen  Aofgatz  unmittelbar  nach  meiner  MiUhvi- 
lang  geachrieben  hat.  ' 
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* 

» 

ohne  Interesse  seiD,  indem  sogleich  mit  der  L5sang  dieses  Inte* 
grals  eine  einfache  Lösung   einer  Gruppe    anderer  sich  ergibt. 

Es  ut: 


/v^ 


a^dx 


=/%^^Ä'^=/v=^'^~/v^=^'^* 


Nao  ist,  wenn  man  x  =  av  setzt: 


/dx  p       adv  dv  ,  .  x 

I7=i==5=  /   ^/   m       ^  ^^  ^/^,— =  =  arcsiDs=:arcsin-» 


(»         fv^^-"- 


arc  sin  -  • 


Um  noch  das  zweite  Integral  za  bestimmen^  setze  man,  die  Form 
vermathend : 


(2) 


/- v^'^=^^"-"+ «/vfe- 


nnil  erbilt  diferenzirend : 

oder 

-x^=z^2Ax'^+Aa^-i^B. 

Setzt  man    A^i,    B= — ö^»  '^  ^>'^  ^^  ''''l'^  Seite  der  Glei- 

diisg  der  rechten   identisch;   es   wird   daher,  wenn  man  diese 
Wertbe  in  Gleichung  (2)  einsetzt: 

^*  fiSr  letzteres  Integral  den  gefundenen  Werth  gesetzt: 


V  a* — a?* 


X 

arc  sin - 
a 


Am  (1)  und  (3)  folgt  nun: 

10' 
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9 

V  a*  —  af*cte  =  a^arcsio ir aresin-  +  IxV  a* — jr* 

o      2  a     " 


=  |a*arc  sin  -  +  \xSf  c?'  —  a:*  • 


-7:= 

und  /    ■  r.  r  zurvlckgefährt,  so  wie  an  oben  genannter  Stelle 

%J    V  a* — x^ 

diese  beiden  auf  / Vo* — ^j:* dx  gebracht  sind.    Aebnlich  wie  oben 

/x'^dx  p     a^dx 

77=====,   lässt  sich  nun  auch    /    ^r  ""^  überhaupt 

Va* — x^  J    Vfl* — J^ 


einfach  auflösen. 


Es  sei 


<"  /vÄ=<^+''"^'^^+<^/v^' 


so  ist  durch  Differenziation : 

a^dx 


Va*-:r« 


oder 

ar*  =  — 4ilp*+(3ila«— 2Ä)a*+  Äo«  +  C. 

Setzt  man  hierin 

«o  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  rechten  identisch;  ts 
ist  daher,  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (4)  einsetzt: 

/x^dx  i- 4» 

Ebenso  findet  sich,  wenn  man 

/T7^^=l  =  (Ax*+Bx^+Cx)\rä^lfi  +  D  r—M= 
setzt: 
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und  allgemein  die  bekannte  Formel: 

«•■Ar 


/ 


Vo«— a:* 


So  wie  anf  vorstehende  Integralformeo,  läset  sieb  aucb  obige 

AoflSsnog  des  ersteren  Integrals  bier  ooeb   einen  Platz  finden. 

/xdoc 
f.         ■  :  encibt»  wenn  man 

>fifl~-x'^s:it  setzt»  wo  dx:=z wird: 

X 


f. 


Ferner  setze  man: 


and  erbfilt  durcb  Differenziren: 

x^dx         '^Ax^'-Bx,       '2Aa*x-'2Ax^  , 

dx  i ^  r —  a  j; » 


oder 

Keser  Gleicbung  wird  geoOgt»  weno 

ist;  man  erh&lt  also : 
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Setzt  man  oocb 


dx 


wo  dann  durch  Differenziren 

oder 

«*  =  «  Sil«*  +  (4i4a«— 3Ä)ar»  +  (2Äi«-  C)x 
wird,  80  mu68 

sein,  und  es  ergibt  sieb  dann: 

/x^dx  

So  f  odet  sieb  einfach  die  allgemeoie,  aoch  aonst  bokanvte  Formel: 

a  +  ^ÄW. 
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Schreiben  des  Hemi  Professor   and   Director  Doc- 
(or  Strehlke  in  Danzig  an  den  Herausgeber. 


Herr  Profeator  and  Director  Strehlke  hat  mieh  in  einem  eebr 
framidlichen  Schreiben  toid  16.  Febrnar  1862  daran  erinnert,  data  er 
icliofl  im  Jahre  1827  in  Creile*a  Journal  ThI.  II.  aich  mit  dem  durch 
in\  Punkte  einet  Kegeltehnitts  g^elej;ten  Kreiae  beechäftigt.  habp,  mid 
kit  Bir  daräber  folgende  lehrreiche  MitCheiInng  gemacht,  die  Ich  mich 
free«  den  Lesern  deti.Archiva  Torlegen  zu  können.  Bei  meinem  Anfaatse 
über  aeoselben  Gegenstand  in  ThI.  XliXVII.  Nr.  X.  S.  256.  war  mir  Tor- 
xöglich  die  Beziehung  dieser  kleinen  UnCersiirhiing  zu  der  Bestimmung 
de«  Krümmungshalbmessers  der  Ellipse  interessant.  Ich  empfehle  den 
Lesern  die  folgenden  Bemerkungen  des  Herrn  Director  Strehlke  recht 
lehr  lor  Beachtung.  O. 

Nennt  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunictes  jenes  Kreises 
p  dod  q,  wo  p  Abscisse,  q  Ordinate»  %o  ist: 

1)  FOf  die  Ellipse,  wenn  a;s:aco60,  y=:6sin0: 
q  =—  ^^ — T — -  sin  — ^ —  *'"  ^ — 2 — ^"°  — t      ' 

p  =      ^^ '  cos  ^—ä-    coa- — k—  cos  ^ — ^-^ . 

In  dem  Programme  des  Cullnischen  Gymnasiums  in  Berlin 
vom  Jahre  1832  habe  ibh  für  den  Radius  des  genannten  Kreises 
Mgeoden  Ansdruck  gegeben: 


V 


»•  =  :wi  %  /     X(«««in  4(»'  +  e*)«  +  *•  cos  i(«'  +  o*) 
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Man  gelaugt  zu  diesem  Ausdrucke  fClr  r  auch  leicht  darch-geo- 
metrische  Betrachtungen. 

Ist  in  einem  Halbkreise  (Taf.  VII.  Fig.  S.)»  dessen  Radius  =(i, 
NC  ein  conjugirter  Durchmesser  zu  CJÜ,  der  Halbkreis  auf  eine  Ebene 
orthographisch  projicirt»  die  mit  der  Ebene  des  Halbkreises  einen 

Neigungswinkel  bildet,  dessen  Cosinus  =  -,  so  ist  die  Projection 

des  Halbkreises  auf  die  letzte  Ebene  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
azen  a  und  6.  Die  auf  2a  senkrechten  MP  und  NP*  sind  asinB, 
acoBß,  CP=acose,  C/^  =  asinO,  wenn  ^ifCP  =  6.  Inder 
.  Projection  bleiben  CP  und  CP'  ungeändert,  aber  äfP  wird  =6sin6 
und  NP*  =sbcosd.  Nun  seien  AD=^2z  eine  Kreissehne  (deren 
Mitte  B)  senkrecht  auf  C3f,  a'  und  b'  die  Projectionen  von  CM 
und  CN^  2xf  von  2z,  so  hat  man  wegen  des  Parallelismus  von 
22'  und  6' : 

22 :2z' =  a: 6',  2i' =:^^  . 

'  a 

Werden  zwei  andere  Sehnen   im   Kreise,  die  mit  22  ein  Dreieck 
*     bilden,  durch  2t  und  2ti,  die  Projectionen  durch  2tf ,  2u' ,  dieent- 
sprechenden  conjugirten  Halbmesser  durch  b"  und  b"  bezeichnet, 
so  hat  man  in  gleicher  Weise: 

2«'  =  ?^". 
a 

a 

Da  der  Radius  r  des  durch  die  drei  Punkte  jedes  Sehnendreiecks 
gelegten  Kreises  bekanntlich  dem  Producte  der  drei  Sehnen, 
dividirt  durch  die  vierfache  Fläche  P  des  Dreiecks  gleichkommt, 
so  ist: 

2i,2i.2u.b'.b''.b'' 


r  = 


a^AP 


Da  P=:-F,  wenn  F  die  Fläche  des  Sehnendreiecks  imKreise, 
a 

überdless  im  Kreise 

22.2<.2ti              .j           b'.b'^.b" 
a^—jp—.    so  wird    r=— ^ 

Wenn  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  im  Umfange  der  Ellipse 
durch  acosd,  6 sind;  acosB' ,  6siu^;  acos^,  6sin^  bezeich- 
net werden»  so  sind  die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  die  Seb- 
jien  halbirenden  Halbmesser  im  Kreise  acosi(Ö-f  0')'  asinK9-|-f^) 
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0. 0.  IT.,  die  eotoprechenden  CoordinateD  io  der  Ellipse  aco8i(d-f  ^)* 
hmlffi-i^ff)  a.  8.  w.  und  deshalb: 

6*^  =  fl«sin  i(d'  +  0")*  +  **  coaKd'  +  6")*, 
ft*^ = a«8in  i(d*  +  ö)*  +  6«  C08  Kö*  +  0)« ; 

woraus  die  Richtigkeit  de8  oben  gegebenen  Ausdrucks  fttr  r  er- 
bellet 

i)  Werden  im  Umfange  der  Hyperbel  die  Ooordinaten  der 

drd  Pankte  durch    -"^.     6tang9;     ^,     fttaogÖ';    ^^.. 

MaDgO"  beaeichnet,  so  erhält  man: 

(o*  +  6*)  sin  ^ — 2  —  *•"  ^ — 2 —  ""  ^ — 2 — " 
^  ~  6  cos  ^  cos  d' cos  ^9^'  ' 


(o*  +  6*)  cos  ^^ — s —  cos  — 5 — ^  cos  — s — ^ 


p  = 


a  cos  d  cos  ^  cos  B" 


r  = 


(aVmKd'  +  6)*+6»co84(Ö'  — Ö)«) 
X (a*sin  i(ö"  +  ö*)« + 6«  cos  i(d"  -iö')*) 
X{fl«sinK^'  +  6)*  +  A^cosKÖ''— ö)«) 


a6co8  d  cos  ^  cos  6^' 


3)  In  dem  Drofauge  der  Parabel  seien  die  Coordinaten  der 
drei  Punkte  a,  Vm«;  «'»  Vma';  «'S  Vmaf';  dann  findet  man: 

9  =-  2^(^«  +  V«').(  V«'  +  V«").(V«"  +  V«) , 
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Ueber  die  Krummangslinieii  des  Ellipsaids. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Boklen 

zu  Suis  a.  \.  im  Königreich  War temlieTg. 


In  einer  Abhandlung  „Ueber  0pbiriAche  Kegelschnitte*' 
in  der  Zeitschrift  von  Schlomilch,  Cantof  und  Kahl  bat 
Herr  Dr.  Heilermann  mehrere  schOne  Sätze  aufgegeben,  welche 
sich»  wie  überhaupt  viele  Sätze  Aber  sphärische  Linien ,  nach  der 
Methode  von  Gauss  auf  beliebige  Flächen  übertragen  lassen,  von 
denen  hier  aber  bloss  eine  Anwendung  auf  die  Krümmungslinien 
des  EUipsoids  gemacht  werden  mOge.  Herr  Dr.  Heilermano 
bedient  sieh  cur  Begründung  seiner  Sätze  der  sogenannten  Axen* 
Coordinaten  von  Gudermann  nach  dessen  analytischer  Sphärik. 
Um  zu  zeigen,  in  welcher  nahen  Vernandtscbaft  letztere  zu  den  ge- 
wöhnlichen rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ebene  stehen,  nehmen 
wir  in  einer  Kugel,  deren  MMtelpunkt  O  ist,  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Halbmesser  OA,  Oß,  OC  an.  Durch  C  legen  wir 
eine  Tangential»  Ebene  an  die  Kugel,  welche  von  den  Ebenen  OAC 
und  OßC  in  den  Geraden  CX  und  CT  geschnitten  wird.  Es 
sei  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Tangential -Ebene  und  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  hinsichtlich  der  Axen  CX  und  €Y 
seien  s  und  y;  zieht  man  nämlich  MD^  senkrecht  auf  CX  und 
ME  senkrecht  auf  CF,  so  ist: 

CD  =  x    und    CE^y. 

Die  Linie  OM  schneidet  die  Kugel  in  m;  die  Hauptkreise  Bm 
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uod  Am  treffen  verlängert  die  Hauptkreise  CA  und  CB  in  den 
Punkten  d  und  e;  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Bdgen 
Cd  ond  Ce  nennt  Gudermann  die  Axen-Coordinaten  des  Punk- 
tes m;  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Punkte  Mm,  Dd,  OB 
io  einer  Ebene  liegen,  wie  auch  die  Punkte  Mm,  Ee,  OA,  dass 
feraer  D  und  E  in  der  Verlängerung  der  Halbmesser  Od  und  Oe, 
nd<eeMit 

_  *  _ 

x  =  tg  Cd    und    ^  =  tg  Ce 

die  Axen-Coordinaten  von  m  sind. 

Wir  weiten  nun  annehmen,  der  Punkt  M  bewege  sich  in  der 
Tangential  -  Ebene  XCY  in  einer  Curve,  deren  geradlinige  Coor- 
dinateo,  hinsichtlich  der  Axen  CX  und  CT,  x  und  y  sind  und 
der  Gleichung  ^    ■ 

genügen;  so  bewegt  sich  der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Ku- 
gel auf  einer  späriscben  Curve,  deren  Gleichung  in  Axen-Coor- 
dioaten  ebenfalls 

iet    Spezielle  Fälle  sind  folgende: 

Wenn  m  sich  in  einem  Hauptkreise  bewegt,  so  durchläuft  M 
eine  Gerade,  also  ist  die  Gleichung  ersten  Grades 

die  Gleichung  irgend  eines  Hauptkreises  in  Gudermann 's  Axen- 
Coordinaten.  Setzen  wir  in  1)  der  Reihe  nach  y  und  ;r  ^0,  so 
ergebeh  sich  die  Werthe  ^  =  a  und  ^  =  6  für  die  Durchschnitte 
der  Linie  1.  mit  den  Axen  CA  und  CB. 

Wir  wotten  zweitens  annehmen,  m  durchlaufe  einen  sphäri- 
»chei  K^r^lsehoitt ,  dessen  Mittelpunkt  C  Ist,  so  wird  M  in  der 
Taageotial- Ebene  eine  Ellipse  (Hyperbel)  beschreiben,  deren  Giei- 
dntig 

sonit  auch  diejenige  des  sphärischen  Kegelschnitts  ist,  dessen 
Hitteipunkt  C,  und  zwar  in  Axen-Coordinaten.  Um  die  Glei- 
chong  eines  den  sphärischen  Kegelschnitt  2)  berShrenden  Hanpt- 
biises  in  Axen*Ceofdinaten  au  ermittelnjhedieneD  wir  uns  fol- 
getden  Lehrsatzes: 
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die  GleichoDg  einer  Curve  in  einer  Ebene,  und 

au  +6c  +  c  =  0 

diejenige  einer  Geraden.     Soli  letztere  die  Carre  schneideii  m 
Punkte  (Xfy),  so  muss  sein: 

ax-t-bff  +  c^^O    oder    o(a:  — ii)+6(jf  — e)  =0. 

Soll  die  Gerade  die  Curve  berühren,  oder  aueb  noch  den  Punkt 
(x-i-da:fy  +  dy)  mit  ihr  geroein  haben,  so  ist: 

a(:r+rfa:  — «)  +  6(y +  rf3f — o)  =  0 
oder 

adj!  +  bdy  =  0. 

Daher  Ist  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  {x,  y)  gehenden 
Berfibrungslinie  der  Curve  tpix^  ^)  =  0 : 

y^v  =  ^(x^u), 

dv 
wo  der  DilerentialcoefBcient  ^    aus   der   Gleicbug    der    Curte 

bestimmit  wird. 

Dieses   Verfahren  ist    allgemein   gfiltig,  es  ni5gen 
die  Curven 

9>(^>^)  =  0    und    atc-f  6o-|- cssO 

auf  einer  beliebigen  Fläche  liegen  und  die  Coofdinaten 
^>  y;  tiy  e  sich  auf  ein  Coordinatensystem  Irgend  welcher 
Art  beziehen.  Der  Beweis  davon  liegt  ganz  einfach  in  der  Be- 
trachtung, dass  die  Curven  die  Punkte  (s,y)  und  (x+dx»  jfi-d$) 
gemein  haben  sollen,  um  sich  zu  berühren,  und  weiter  spricht  auch 
das  obige  Verfahren  nichts  aus.  Es  Ist  somit  unabhängig  von 
der  Natur  des  betreffenden  Coordinatensystems.  Wenden  wir 
diesen  Satz  auf  die  Azen •  Coordiuaten  Gudermanns  an,  so 
inden  wir  sogleich,  dass 

die  Gleichvng  des  HAuptkrelses  Ist,  welcher  den  spbirlscben 
Kegelschnitt 
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im  Punkt  (^r^  y)  berührt. 

Wir  wollen  nun»  indem  wir  die  gleichen  Buchstaben  mit 
Strichen  yetsehen  gebrauchen,  annehmen,  O'A',  O'B'»  (VC  seien 
die  grosiie»' mittlere  und  kleine  Halhaxe  eines  Ellipsoids,  dessen 
Hittelpunkt  O'  ist.  O'A'  sei  parallel  OA,  O'B'  parallel  OB, 
(yC  parallel  OC.  Der  Punkt  m'  des  Ellipsoids  entspricht  dem 
Paukt  m  der  Kugel,  well  die  durch  m*  gehende  Flächen- 
nomale  des  Ellipsoids  parallel  dem  Kugelhalbmesser 
Onist  Die  Ebene  O'B'm',  welche  demnach  parallel  der  Ebene 
def  Hauptkreises  OBm  ist,  schneidet  den  Hauptschnitt  CA'  des 
£llipsoids  in  d';  so  sind  die  Punkte  d'  und  d  glei<;hfalls  ent- 
sprechende, weil  die  durch  d  gehende  Flächennormale  des  Ellip- 
soids parallel  dem  Kugelhalbmesser  Od  ist;  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  Flächennormale  und  der 
Axe  0*0  ist  also  =  x.  Ebenso  schneidet  die  Ebene  O'A'tnf, 
welche  parallel  der  Ebene  des  Hauptkreises  OAni  ist,  den  Haupt- 
schnitt OB  des  Ellipsoids  in  e';  die  Punkte  €'  und  e  sind  auch 
entsprechende,  weil  die  durch  e  gehende  Flächennormale  des 
Ellipsoids  parallel  dem  Kugelhalbnie: ser  Oe  ist;  die  trigonome- 
trische Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  Flächennormale 
Dod  der  Axe  O'C  ist  somit  ^=y.  Die  Grossen  x  und  y  nen- 
nen wir  nunCoordinaten  des  Punktes  m'  auf  dem  Ellip» 
seid;  die  Hauptschnitte  OA'  und  OB'  sind  die  Codi- 
dinatenaxen.  Bewegt  sich  der  Punkt  m'  auf  einem  CentraLschnitt 
des  Ellipsoids,  so  sind,  einem  bekannten  Satze  zufolge,  alle  durch 
ruf  gehenden  Flächennormalen  des  Ellipsoids  Einer  Ebene  parallel, 
der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Kugel  durchläuft  also  einen 
Haaptkreis,  mithin  ist  die  Gleichung  von  m*  in  unsern  Coordinaten : 

x'     v' 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  y'  und  :r'  =  0,  so  ergeben  steh 
die  Werthe  x"  =  a  und  y'  =^b  fdr  die  Coordinaten  der  Dnreh- 
Mhoittspunkte  der  Linie  4)  mit  den  Axen  OA'  und  OB', 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  m  durchlaufe  auf  der  Kugel 
etaen  sphärischen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Axen*Coor- 

dieaten 


-  +  3^-1 


üt,  so  bewegt  sieb  der  entsprechende  Punkt  m'  des  Ellipsoids, 
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wobei  also  stets  angenommen  wird»  dass  die  durch 
mf  gebende  Flächennormale  des  Ellipsoids  paraljel 
dem  Kugelbalbmesser  Om  ist,  auf  einer  KrGmmangslinie» 
deren  Gleichung  somit  nach  den  von  uos  gewählten  ellipsoidl- 
schen  Coordiuaten 

Ist.  Die  Krümmungslinie,  deren  Mittelpunkt  O,  schneidet  die  Haupt* 
schnitte  OA'  uod  CB^  des  Ellipsiods  in  zwei  solchen  Punkten, 
dass  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel»  welche  die  durch 
sie  gehenden  Flächennormalen  des  Ellipsoids  mit  der  Axe  CC 
bilden,  gleich  a  und  b  sind;  diese  Winkel  nennen  wir  die 
Halbaxen  der  Krilmmungslinie  5).  Durch  jeden  Punkt 
einesEllipsoids  gehen  zwei  Krümm  ungslinien,  die  Eine 
mit  zwei  realen  Halbaxen,  die  Andere  mit  einer  realen 
und  einer  imaginären  Halbaxe.  Die  Gleichung  des  Central- 
Schnitts,  welcher  die  Kröinmungslinie  5)  im  Punkt  (x'^y')  be- 
rührt, ist  in  unseren  Coordinaten  u  und  vi 

6)  ^«  +  ^«'  =  1- 

Zwei  Curven  auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel  entsprechen 
einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve  gehenden  Fläcbenner- 
malen  des  Ellipsoids  einzeln  parallel  den  nUch  der  zweiten  Cnrre 
gezogenen  Kugelhalbmessein  sind.  Wenn  9(:r,3f)=:0  die  Glei-^ 
chung  der  sphärischen  Curve  in  Axen-Coordinaten  ist,  so  ist  die- 
jenige der  entsprechenden  eilipsoidischen  Curve  in  unseren  Coor- 
dinaten ebenfalls 

fp(x\  y')  =  0. 

Schneiden  sich  zwei  Curven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 
a,  so  schneiden  sich  ihre  entsprechenden  Curven  auf  dem  Ellipsoid 
so,  dass  ihre  coojugirten  Tangenten  im  Durchschnittspunkt  den 
Winkel  m  bilden.  Wird  daher  im  Punkt  m  ein  sphärischer  Ke- 
gelschnitt voA  einem  Uauptkreis  der  Kugel  normal  geschnitt^ 
so  wird  die  entsprechende  Krdmmungsliuie  des  Ellipsoids  im 
Punkt  m*  von  dem  entsprechenden  Centralschnitt  gleichfalls  nor- 
mal geschnitten.  Einem  Systeme  von  confokalen  sphärischen 
Kegelschnitten  entsprechen  die  beiden  Systeme  der  Krflmmungs- 
Knien  des  Ellipsoids.  Den  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  der 
ersteren  correspondiren  die  Nabelpunkte  des  Ellipsoids. 

Sind  a  und  b  die  Tangenten  der  Halbaxen  einer  Krüroraungs- 
linie  des  ersten  Systeme  und  a'  und  b'  die  Tangenten  4er  Halb* 


*H*  — TXAä  ;;«' 
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azoD  einer  KrQmiiivngsrmle  des  zweiteo  Systems  auf  eioem  Ellip- 
•oid,  ood  schneiden  sieb  beide  Krflmniangslinien  im  Punitte  (a,  y) 
nach  onseren  Coordioateo,  so  ist  (S.  die  «ben  angefiibrte  Ab- 
handlang  He  Hermann 's,  Formel  6.):         i 

^  —  l+ll«  &«• 

«nd  die  Gleichnng  desjenigen  Centralscbnitts,  weleber  die  Krfim- 
aungslinie  des  ersten  Systems  im  Punkt  (x,  y)  normal  schneidet: 

(Formel  7)  bei  Heilermaun). 

Diess  sinil  die  Grundfornieln  für  die  Centralschnitte  nnd  KrOni- 
mongslinien  des  Ellipsoids  nach  unseren  Coordinaten.  Sie  sind 
denjenigen  fSr  Hanptkreise  »nd  sphärische  Kegelschnitte  nach 
Gndermann's  Coordinaten  durchaus  analog.  Die  weitere  Ueber- 
tragong  der  Formeln  in  der  genannten  Abhandlung  hat  nun 
darcbaus  keine  Schwierigkeit  mehr.  Es  niiigen  schliesslich  noch 
diejenigen  Sätse  von  Heil  er  mann  auf  das  Ellipsoid  angewendet 
werden,  welche  sich  ohne  Einführung  anderer  Namen  und  Aos- 
drflcke  als  der  folgenden  leicht  in  Worten  wiedergeben  lassen« 
Wenn  auf  ,dem  Ellipsoid  eine  begrenzte  Linie  gegeben  ist,  durch 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezogen  werden»  so 
Deooe  ich  den  Winkel  beider  Normalen:  ,,Den  der  genannten 
Linie  entsprechenden  Normalen -Winkel".  Die  Punkte  (x^y)  und 
(^»^  der  Krümmungsünien,  deren  Hai baxen  a,  6;  a'  und  6' sind, 
btinsen  entsprechend,  wenn  sich  verhält: 

xix'^=iaia'  y 
y:y' =zb:b\ 

Anschliessend  an  die  Methode  von  Gauss,  lassen  sich  die 
Unien  auf  den  Flächen  in  zwei  Systeme  (a)  und  (6)  eintheilen^. 
Uf  Linien  des  Systems  (o)  sind  dadurch  charakterisirt,  dass,  wenn 
ttu  durch  ihre  Punkte  die  Normalen  der  Fläche  zieht,  und  pa- 
Y«M  damit  die  Halbmesser  einer  Kugel,  letztere  in  einer  Ebene 
hgen.  Bei  den  Linien  (6)  bilden  die  parallelen  Kugelhalbmesser 
*i<kt  eine  Ebene,  sondern  einen  Kegel  zweiten  Grades.    In  dem 

*)  Ihw  Weitere  hieröber  wird  hoffentlich  ein  späterer  AiilMtx  de« 
Rarni  Verfaaier«  bringen.  G. 


L 
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speziellen  Fall  nnn,  wo  dieser  Kegel  ein  Drehungskegel  Ist, 
nenne  ich  die  Linie  aafder  FISche:  „Linie  des  Systems  (c)  oder 
bloss  Linie  (c)".        >' 

Diess  Toransgesetit,  erhalten  wir  folgende  SStze  ffir  die  Krfim* 
niungslinien  des  Ellipsoids: 

Der  Bogen  eines  Centralschnitts,  welcher  zwei 
entsprechende  Funkte  zweier  Krünimungslinien  ver- 
bindet,^ ist  in  allen  Lagen  Normale  derselben  dritten 
Rrfiniroungslinie,  die  ihn  in  zwei  Abschnitte  theilt»  de- 
ren Normalen-Winkel  einander  gleich  sind. 

Wird  eine  Krümmungslinie  von  einer  Linie  (c)  in 
zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  m  und  fii|  berührt«  und  von  einem  beliebigen 
Pui>kt  n  der  Krümmungnlifiie  an  dieseLinie  (c)  ein  be- 
rührender Centralschnitt  gezogen,  so  ist  der  demsel- 
ben entsprechende  Normalen-Winkel  gleich  derSurome 
oder  Differenz  der  realen  Ualbazen  der  durch  die 
Punkte  m  und  n  gehenden  Kriiromungslioien,  jenacb- 
dem  diese  Punkte  auf  verschiedenen  oder  denselben 
Seiten  der  kleinen  Axe  liegen. 

Der  Normalen-Winkel»  welcher  dem  von  einem  be- 
liebigen Punkt  erner  Krümmungslinie  an  die  über  der 
kleinen  Axe  beschriebene  Linie  (c)  berührend  gezo- 
genen Centralschnitt  entspricht»  ist  gleich  der  realen 
Halb  axe  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krummungs- 
linie. 

Zieht  man  an  eine  Linie  (c),  welche  eine  Krüm- 
mungslinie in  zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch 
gelegenen  Punkten  berührt,  von  einem  Scheitel  der 
kleinen  Axe  einen  berührenden  Centralschnitt,  so  ist 
d'er  demselben  entsprechende  Normalen- Winkel  gleich 
der  realen  Ualbaxe  der  Krümmungslinie,  welchedurcb 
jene  symmetrischen  Punkte  geht. 

Wird  eine  Krümmungslinie  von  zwei  Linien  (c)  io 
zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  m,  tni  u^nd  p,  p,  berührt,  und  werden  von  ei* 
nem  beliebigen  Punkt  n  der  Krünimungsline  an  diese 
Linie  (c)  berührende  Centralschnitte  gezogen,  so  Ist 
die  Summe  oder  Differenz  der  demselben  entsprechen- 
den Normalen- Winkel  konstant,  jenachdem  der  Punkt 
zwischen  den  Bögen  miit|  liegt  oder  nicht. 
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XII. 

Entwickelang  einer  Formel  zur  Berechnung  des  Fla- 
cbeninhalU  einer  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit 
der  Boussole  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten  Ablesun- 
gei,  ehna  erst  die  Winkel  der  Figur  berechnen  oder 
andere  vorläufige  Rechnungen  machen  zu  müssen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Die  eleganten  Fonneln   mr  Bestimmung  des  Flücheninhalta 
geradliniger  Figuren  aus  ihren  Seiten  und  Winkeln  oder  aus  den 
Coordinaten  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bekannt»  und  werden,  ins- 
btsondere  die  Formeln  fOr  den  Inhalt  durch  die  Ecken ,  bei  prak- 
tischen Arbeiten  jetzt  Immer  mehr  in  Anwendung  gebracht ,  jeden- 
(aHa  mit  vollem  Rechte,  weil  sie  in  der  That  bei  solchen  Arbeiten 
die  fortrefflichsten  Dienste  leisten,   namentlich  rOcksichtlich  der 
Genauigkeit  der  zu  gewinnenden  Resultate  allen  übrigen,   sonst 
ftwSlMilich  angewandten  Verfahrungsarten  weit  vorzuziehen  sein 
dfirften.    Die  meiste  Anwendung  finden  diese  Formeln  bei  Mes- 
•QgeD  mit  der  Bonssole,  weil  dieses  Instrument,  so  sehr  es  auch 
isderen  Instrumenten  an  Genauigkeit  nachsteht,  seiner  Bequem- 
lichkeit und  anderer  Vortheile  wegen,  immer  noch  sehr  vielfache 
oid  hfinfige  Anwendung  findet.     Mit  der  Boussole  werden  aber 
ngtntlicb  die  Winkel  der  Figuren  nicht  selbst  gemessen,  sondern 
e»  werden  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
Bv  die  Stände  der  völlig  zur  Ruhe  gekommenen  Nadel  auf  dem 
eiogetbeilten  Kreise  abgelesen,  was  nicht  der  geringste  der  durch 
imtB  Instroment  gewährten  Vortheile  ist ;   das«  ausserdem  noch 
die  Seiten  der  Figur  gemessen  werden  mässen,  versteht  sich  von 

Theil  xxxviii.  n 


166        Grünen :    Au$dmtk.4fiM  FlächefdnktUU  einer  Figur 

selbst  Es  hat  mir  daher  immer  sehr  wflnschenswerth  geschie- 
nen, eine  ganz  allgemeine  Formel  zu  besitzen,  nach  welcher  der 
Flächeninhalt  der  Figur  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
und  aus  den  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
an  der  Nadel  auf  dem  eingetheilten  Limbus  gemachten  Ablesun- 
gen berechnet  werden  kann,  ohne  erst  entweder  die  Coordinateo 
der  Ecken  oder  auch  die  Winkel  der  Figur  berechnen  zu  mfissen, 
wenn  auch  namentlich  Letzteres  an  sich  keine  Schwierigkeit  haben, 
aber  doch  verschiedene  BerOcksichtigungen  erfordern  wflrde,  die 
man  bei  praktischen  Arbeiten  gewiss  gern  vermeidet ,  wenn  man 
das  gesuchte  Resultat  erhalten  kann^  indem  man  die  gemachtes 
Ablesungen  ganz  so ,  wie  sie  auf  dem  Terrain  an  dem  Instrumente 
gemacht  worden  sind  *),  in  die  betreffenden  Formeln  einführt 
Eine  solche  allgemeine  Formel  zur  Berechnung  dea'Fl&cbenbilialfei 
jeder  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit  der  Boussole,  deroi 
nach  meiner  Meinung  sehr  wichtiger  Vortheil,  wie  gesagt,  darin 
beruhet,  dass  die  Resultate  der  aiyf  dem  Felde  gemachten  Mes- 
sungen, —  die  gemessenen  Seiten  und  die  an  der  Nadel  gemach- 
ten Ablesungen ,  —  unmittelbar  in  dieselbe  eingeführt  werden  kön- 
nen, zu  entwickeln,  beabsichtigt  der  vorliegende  Aufsatz;  um 
denselben  aber  ganz  fär  sich  verständlich  zu  machen,  will  ich 
auch  die  bei  der  in  Rede  stehenden  Entnickelung  zur  Anwendung; 
kommenden  Coordinatenformeln  für  den  Flächeninhalt  entwickeln^ 
und  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Formeln  nach  meiner  Meinung 
gewuhnlicb  nicht  mit  der  nothigen  Allgemeinheit  und  Schärfe  be* 
wiesen  werden,  und  ich  überdies  diesen  Formeln  eine  von  der 
meistens  gebräuchlichen  hin  und  wieder  abweichende  Gestalt 
geben   werde. 

Wir  legen  för's  Erste  ein  ganz  beliebiges  Coordieatensystem 
4M,^y.zu  Qrnude^.  d««»en  Coordi»atenwinke4,  nämlich  dea  von 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .t  und  y  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  wir  durch  «  bezeichnen«  Die 
geradlinige  Figur,  deren  Flächeninhalt  J  bestimmt  werde*  »oH,  sei 

und  die  Coordinaten  der  Ecken 


1 1  •  •  I 


wollen  wir  respective  durch 


*)  Die  an  der  Nndel  gemachte«  Ableaangen  j«deoli,  was  tiell*  iF«a 
•elbtt  Terttehc,  wegen  der  Exrentricität  de«  loaCrumento,  inaofarti  da«- 
•elbe  eine  solche  betitten  tollte,  gehörig  corrigirt,  trua  !■  ies  lhheeJ"1 
lang  Tbl.  WXVII.  No.  XXV.  eine  genaue  Anleitang  geg«beii.woid«i  ist 


f 

beieidAi«!!«  Alleo  oiis^en  fb^enden  BetracbtnngfUi  l«ge|i  -itir, 
wie  bier  ein  fSr  alle  Mal  bemerkt  vrird^  die  Voraussetzung  lu 
Grunde»  dass  die  Seiten  der  Figur  AyA^A^A^..,.  An  sich  ntr- 
§Mds  durchkreuzen.  >  \_ 

Ferner  nehmen  wir  ein  zweites ,  dem  primitiven  Systeme  der 
xff  paralleles  Coordinatensystem  der  XT  so  an,  jcfass  die  gerad- 
nnige  Figur 

gitt  innerhalb  des  Coordinatenwinkels  dieses  letzteren  Systents 
fi^,  was  offenbar  jederzeit  möglich  ist,  und-  bezeichnen  die 
Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  Systeftos  der  XF  in  dem 
primitiveD  Systeme  der  ay  durch  o,  b;  bezeichnen  wir  dann  die 
Coordinaten.  der  Punkte^  f      f 

in  dem  Systeme  der  XV  respective  durch    •; 

Jfi »  ^t*    ^*  ^%9 .  ^9  Jf»    X^»  ^4?  ••••;  JCb*  'Yni9 

so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten bekanntlich  die  folgenden,  ganz  allgeiAein  gültigen  Formeln: 

jT,  =,a  +  :Vi,  yi=A+F, ; 
x^  =  n  +  X^,  .^  =  6  4-  Fa; 
^8  =  0  +  ^8*    y8  =  *+Ft; 

^4=0.+  ^4>      y4=Ä+J4i 

u.  s.  w. 
Xm  =  a  +  Xnf    y.  =  6+F,; 
lUo:  ' 

/  ^1.1^X1— a,     Fi=y,— 6; 
JCi  =  a:,  — «,     F,  =  yj  — 6j 
j.  ,  lft  =  j:,  — a,     Fs==.y8— *; 

.4   i-H    *       '  Ni-iy4=F?4-^rt,     F4?*y4-6». 

u.  s.  w. 
Xi  =  a:ii  — a,     Fii  =  y«  — 6. 

2uersi^ wollen  wir  annehmen,  dass  die  gegebene  Figur  das 
Diäeck  AiA^At  sei;  di«  vetsebiedenen  Fstle,  welche  Hfcksichf^ 
U  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte  J|,  A^,  A^  eintre- 
te kSnnen,  sind  in  Fig.  1.  dargestellt,  welche  wir  nun  nach  der 
Übe  Aetraehten  wellen. 


1) 
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lo  Fig.  1.  I.  ist  offenbar: 
a*=lT(^,-l\)(  Fi  +  Fj±(A^Jrs)(  F,+  F,)i:(-f 3- JTiX  Fg+  F,  »su»^ 
alao: 
2J=±l(Ji  -J^i)(  F,  +  F,)+(  Jr,- Jfg)(  F,+  Fs)+(-ys-^i)(  n+  F|)|»iii«. 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimint,  jenachdem  man 
sich,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punkt  A%  zu  denl  Punkte 
A^  zu  gelangen»  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung Ton  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  (jcy)  hindurch  nach  dem  ppaitiven  Theile  der  Aza 
der  y  hin  bewegen  rousa. 

In  Fig.  1.  I\  ist  offenbar : 
2J=IT(^,-^i)(  F,  +  FJT(^s-^(  y%^  F,)±f  Jrs-^|)(F,+  F^lrin«. 
alao: 

2J=dt((J^i-^k)(Fi+Fj)+(:S;,-2r,)(F,+  Fs)+(jr3-T,)(Fs+Fi)lsina, 

wenn  man  wiederum  daa  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt, 
jenachdem  man  aich,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punkt 
A%  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem 
Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  poaitiveB 
Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegen  muMs. 

In  Fig.  I.  II.  ist  offenbar : 

2J=l±(J^i-jy(  F|+  F,)T(Jr,-A^(  F,+  F8)dt(Jrg-Jr,)(F,+  F,)Wn«, 

alao: 

2>=±  I  (^i-Ja)(  Fl-  F^+(  Jr,.^8)(  F,+  F8)+(^s-^i)(  n+  FOJsln«, 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

In  Fig.  I.  \l*.  ist  offenbar: 
2J={T(^a-^i)(  F,+ F,)±(^-X,)(  F,+  F,)T(^i-Jr,)(  Fs+  F,)}ainii, 
also: 

W=±t(^i-^i)(  F|+  Y^-\-{X^-Xr,){  Fj+  F8)+(Jr,.^,)(F,+  Fi)lslna, 
ganz  mit  derselben  Beatimmung  wegen  dea  Vorseicbeoa  «ie  vorfaar. 

In  Flg.  1.  ni.  ist  offenbar/ 
2J=ti:(J\-^^(F|+F,)i:(JI^JS,)(F,+  Fs)T(Jf,-.JIs)(F.+F,)»al.«, 


unmiueiäar  dvrch  di$  mit  der  ßoussaie  §emachten  Mesnmgen.  1^ 
also: 

ganz  mit  deraelbeo  Bestinmiiing  wegen  des  Vorseichens  wie  oben. 
In  Fig.  1.  IIP.  ist  offenbar : 

%h={±(jr^  -X^  F,+  F,)T(  Ji- Jy  ( F,+  F,)T(-Xi-^,)(  F,+  F|))siii«, 

also: 

« 

w=±K-ri-r.)(  F, + F^+(  jr^j^X  y%^  F,)+(if,- jf,)(  f,+ roirin«. 

gaai  mit  daraelben  Beaämiuong  wegen  des  VoraeicheD»  wie  «bm. 
Hiernach  ist  also  in  vSlIiger  Allgemeinheit: 

ifc=i:UJ',--r,)(F,+r^+(A,-jr,)(r,+i',H(Jr,-jr,)(F,+Fi)i8to«, 

weon  mao  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  man 
sieb,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punict  A^  sn  dem  Punkte 
A^  sa  gelangen,  in  gleichem  od^r  ungfolehem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  bewegen  muss. 

* 

"Nach  dieser  Formel  fQr  den  FIScheninhalt  des  Dreiecks  iSsst 
sich  vermuthen,  dass  der  Inhalt  J  eines  jeden  necks  durch  die 
Formel : 

±(Ji;-^(F,+  F4) 
u.  s.  w. 

±(Z,_I— X.)(F,-,+  Yn) 

±(A.-^,)(F.+  F,) 

aasgedrückt  wird,  wenn  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
uateren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man  sich,  um  den  Umfang 
des  necks  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

A\f     A^f     A^f     A^ß  •»••  An 

at  durcMtufeu,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
«igaog  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coor- 
Aaitaiiwtnkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
im  §  bin  bewegen  muss.  Die  Richtigkeit  dieser  Vermutbung  wird 
•ein,  wenn  wir  seigen  kdnnen,  dass  das  bemerkte  6e- 


176        Brunert:    Atfsdruek  des  Fidcäeninhatfs  einer  fi^mr 

setz,  wenn  es  bis  za  einem  neck  gilt,  dann  auch  jedeneit  ft? 
ein  (n-^J^e^k  geltej»  muss.,  Diesen  B^weic^  wollen  .wir.  je^t  n 
fuhren  versuchen.  i    .      .        .       . 

'  '  2u  'dem  Ende  'betrachten  wir  jetzt  ein  (il  4  ))eck 

Ai  A^A^  A^  ....  An  An^\ 

und  bezeichnen  ddssen  Flächeninhalt  durch  J'.  ^  Wenn  wir  den 
Umfang  dieses  (n-f  l)ecks  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

;     t     •       '  AfftA^  A^  A^x  »••%  Ani  A%^  i. 

düNlriainfeB»!  sb  wetden  wir  uns  dabei  entweder  in  glekhcn  «der 
in  ungleichem  Sinne ,  mit  der  Bewegung^,  ^on  depn  positiven.  Tbeile 
der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch  nach 
dem-  positiven  Theile  'der  An  d^r  y' hhi  bewegeni  add  daher 
hierin  Veranlassung  finden ,  bei  unserer  Betrachtung  die  beideo 
folgenden  Fälle  zii  unterscheiden. 

')    W^ni^man,  indem  man  4an  Umfai^ftidep  («f  l)ecli^  nach  der 
Ofdnung:der  Ecken 

Alf   A^»  -"s »   ^4>  •••• -"•»  An-\-l 

durchläuft»  sich  in  gleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  w  durch  den  Coordinafen winket  {9$) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  tf  hin  bewegt; 
so  wird  es  immer  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass,  wenn  die  Diagonale 
Ak-iAk-i-i  gezogen  und  der  Fläolieninhalt  des  necks 

Ai  A^  A^  ....  Aic^i  Ak-^-i  •  •  • .  AnAu-^i 

durch  J  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 


J'  =  J±Ak-iAkAk^i 

Statt,  findet  *),  indem  man  in  dieser  iileicbung  ,das  .pbere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdera  man,  um  von  dem  Punkte  Ak-^-i 
durch  den  Punkt  Ak  lu  dem  Punkte  Ak^i  zu  gelangen,  sich  in 
gleichem  oder  ungleichem  Shine  mit  der  Beilegung  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
hindurch  naeh  dem  pesitiveu  Theile  der  Axe  d^r  y  hin  bewegen 
moss.    Balten  wir  nun  aber  stets   diese  Bestimmung  wegen   der 


!■*■ 


^)  Zur  Rriäirtkniag  •lianii  Flg.  1.  rfieoee. 
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leMi  und'  imfefeD  ZeiehM  fest ;  so  ist  nach  der  gettaebten  Vor- 
ssetmng  offeDbar: 

+(i:,~^^(r,+F,); 

U.  8.   W. 

+ {XtU  — Jr»+i)  ( F»_i + n+i) 


sina 


^^=i;^^=  ±(Ä-i-«k)(FH..  +  Yk) 

±(irih-JI!H:i)(F»+F*+i) 

±  ( Jft+i  -  Xk-ji)  ( Fk+i  +  Ft-,) ; 


•  ■     « 


i 


69  weil 

« 

'ttfcti  der  obfgeo  Cileichung  oATenbar : 

-^=     (^,-JlJ(F,  +  F,) 
+  (JI,-J-8)(F,  +  F,) 

+  (ir,-j:j(F,  +  F4) 
+(jrt_i-ir»)(Ft-i  +  Ft)- 

+  (A:»-irHi)(Fi  +  Fn-i) 
d.  8.  ff. 

+  (Z.-X.+i)(F,  +  Fi»+.i) 

+  (jrH-i-Jf|)(I'i^i  +  F,) 
r: 

(X,-jy(F,+F^ 
+  (J[,-jr,)(F,+  F,) 
+  (^.--i;)(F,+  F^ 

O.  8.   W. 

+(jr.-irM-i)(F,  +  F.+i) 
+(^H-i-A,)(F»+i  +  F,)r. 


s;:« 


sin« 
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Wenn  man ,  indem  man  den  Umfang  des  (n  -f  l)eclc6  nach  der 
Ordnung  der  Ecken 

"l»  -«t*  "8>  A^, ,,,,  Anf  ^»4-1 

dorcbläuft,  eich  in  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (jry) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
niuss ;   so  wird  es  wieder  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass,  wenn  die  Diagonale 
Ah^^Ak-{-t  gezogen  und  der  Flächeninhalt  des  ttecks 

AyA^A^  ....AifiAk^..,,  AmAm^x 

durch  J  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 


Statt  findet,  indem  man  In  dieser  Gleichung  das  obere  od.er  an- 
tere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man,  um  von  dem  Punkte  Ak^i 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak-{\  zu  gelangen,  sich  in 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  pe* 
sitiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  {x^) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegeo 
muss.  Halten  wir  diese  Bedingung  wegen  des  oberen  und  unte- 
ren Zeichens  immer  fest,  so  ist  nach  der  gemachten  VoräussetssBg 
im  vorliegenden  Falle  offenbar: 


sina 

-(jfj-jTjxn+F.) 

-(z,-z.)(r,  +  F4) 

u.  s.  w. 
-  {Xk-i  -  Jr*+i)  ( Tk-i  +  F»+.i) 

U.  S«  W. 

-(jr,-jr«+i)(F,  +  F«+i) 


und 


810  a 


±(*t-jrt+i)(Ft  +  Ft+o 
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tiso,  weil 

(Xk^i  -  Xi^^x)  ( Yk^x  +  Fhi)  +  (Xk^i  -  24-1)  ( Ffc+i  +  ^-i)  =  0 
ist,  nach  der  obigen  Gleicbang  offenbar: 

^  =  -(jr.-A,)(F,  +  Fj 

.     -(ir,-jr,)(F,+F,) 

-{Xk-i—XkUTk^x—Yk) 
-  (Z»  -  Z*+i)  (  F»  +  F»+i) 
n.  8.  w. 


oder: 


•''  =-(A,-2,)(F,  +  F^ 


sina 

-(J[,-Jf,)(F,  +  F,) 

-(jr,-lf4)(F,  +  F«) 

0.  «.  w. 

-(J^-irH.»)(F»  +  F»4.,) 

-(*^i-Jf.)(F«+i  +  F,). 


Hiernaob  Ut  also: 


±(jr,-jr,)(F,  +  F,) 
±(jr,-jf4)(F,+F4) 

O.  8.   W« 

±(^„-^.+i)(K,  +  F,Kn) 

±(Xh-i-^i)(IV|.i+J'i)> 

wenn  man  in  dieser  Gieiebung  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
ouomt,  jenachdem  man  sich,  uro  den  Cmfaog  des  (n -|- ])eclcs 
Bieh  der  Ordnung  der  Ecken 

>i  durchlaufen«  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegong  VCD  dem  positiven  Theile  der  Äxe  der  ;p  durch  den  Cooi- 
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dinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  küt 
dcy  y  hin  {bewegen  muss.  i 

Wären  die  im  Allgemeinen  dijrch 

bezeichneten  Pankte  die  Punkte 

-^•+1,    Ai^    A^; 
so  beeeichne  man  einmal  vorläufig  die  Punkte 

Alf     A%t     A^,      il4,  . . . .  Amt      «n+l 

*  > 

respective  durch  , 

A^f    A^,  '  A^f    A^f  ..<..  Am^it    Ai 

und  die  CoordinaUn  in  entsprechender  Welse ,  so  sind  die  Punkte 

/ljk.1,    Ai^    Ak^ 
die  Punkte 

"I »    A% ,     iij ; 

und  man  erhält  nun  nätOrllch  wieder  ganz  eben  so  wie  vorher  die 
obige  Formel;  ersetzt  man  aber  In  derselben  nun  wiederum 

A%i    ifs»     A^i     Af^s  m»^»  Am\it     Ai 
respective  durch 

Ai ,     A^,    A^f    A^,  ....  An»     ii«-f-i5 
so  erhält  man: 

^^= db(X,+,  -  ^,)  (Fh^,  +  F.) 
±(jr,-Ay(F,  +  F,) 

u.  s.  w. 

±(J[-i-T,)(F,-i  +  F«) 

was  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist 
Wären  die  im  Allgemeinen  durch 

Aezeichneten  f^unkte  did  Punkte 


♦         ,    1  »     • 


mmUt^iöar  durdk  dt0  mit  der  ßoussoh  gmimelUen  Menungen.  I7S 

>  I  1  >  »  {  -  .     :t 

so  beieiGhiie  man  einmal  vorläufig  die  Punkte 

A\9      ^j»      -"3  >      if4,  ....  if«— 1,      Am      An-^x 


'-•i..    . 


2I95      ^4>      ifft^'    A^f  ••••  ^«4-1»      iii  >f    »« 


.^ 


Qid  die  Coordinateo  in  ent8preehender  Weise,  so  sind  die  Punkte 

i4ib-if    Ah  9    Ak-^i 
die  Punkte  I  '  -      ,/ 

*  A  ^  i      >#.  •    *      •*»     . ' 

und  man  ^rlSlt  min  natOrncli  «viedef  gUnz  clV^n'io  wie  vorher 
die  obige  Formel ;  ersetz  man  aber  in  de]»eib|^  nun  wiedemm 

respective  durch 

■  •  •       »    . '.         '         *  •     .  ^       .. ' 

■"I»      -^1»      *'•»      'öl4»»»««  ^«—1»      ^«j      ^»^1; 

soWbllt  marti'    1'  "      ■  '  '  '.H  ^    (,••'•.    . 

^  •  ±  O*.^«-  Ä"-l)  (  rnJt  +  F.-1) 

±(j«.-i-jr,)(F«-i+F,), 


wu  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist. 

■ 

Hiermit  ist  nun  vollständig  bewiesen,  dass  das  bemerkte  Ge- 
setz, wenn  es  bis  zum  neck  gilt,  jederveltmlich'fllr  dab  (ii4^1)eck 
güt^upd  dah^r  allgemein  gfiltig  ist.  Folglich  ist  in  völliger  All- 
gemeinheit für  jedes  neck,  dessen  Seiten  sich  nirgends  durch- 
kreuzen : 

IK  s.  w. 
"^i    ±  (-»■—» - *i)  (  F«-!  +  F,) 

.  ;  J:(J,-J:i)(F.+Fi). 


±(^«  -  ^8)Ky«— ,yi)  +  (ys  — yO  +  2yi  1 
±  (^8  -  ^4)  I  (ya —yi)  +  (^4— yi)  +  2yi  1 
±(^4-^6)t(y4— yi)  +  (y5— yi) +2yii 

n»  ä.  w.  « 

»  ■  ■* 

N  ±  (a:«^ — ^n)  t  (yit-,1 —yi)  +  (yp-^yi)  +  2yi  I 

±(ar„— ar,)t(y»— yi)  +  2yi),       , 

also,  weil 

2yi  I  (ari —a;«)  +  (a:r--«%)  +  (^8-^4) +••••  + («ii-i --^)  +  (^«—a^i)l =* 
ist: 

ö) ^[;7i=±(^i— ^8)Cy«— yi) 

±(^3--'a^6)(y4— yi) 

±(^4-'a:ö)(y5  — yi) 
n.  8.  w. 

±  (ari,-« — Xn)  (y«-i — yi ) 

+(«n-i  — ^i)(y«-5-yi), 

welche  Formel  den  Vortheil  hat,  dass  nur  Differenzen  der  Coot- 
dinateo  darin  vorkomroen. 

Man  wfilrde  diese  Ausdrücke  noch  anter  verschiedenen  ande- 
re* Formen  darstellen  k5nnen^  von  voraeiigU^her  Wichügk^  ^^ 
niunpen  Zweck  ist  laber  die  folgende  Entwicfcelnng. 

Es  ist :  j  „ 


\  • 


U.   8.   W. 

jtm-i  —  OTi  =  (arn-i  —  :r«)  +  (*«*- j?|) ; 
also,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

(a?!  — a:i)  +  (*«— -ar,)  +  (ar»  — a'4)  +  ....  +  (ar«-.i  —  ari.)  +  {xn  —  arj)  =0, 
offenhar:  __^ 


unmiaMar  durch  äte  mii  der  BousmoU  ^enuich/en  Me$sungen,  17^ 

=(^2 — -^s)  +  (J?t  — ^4)  +  (^4— ^f)  +  ••••  +  (^-l-^^fl)» 
(a^  — X4)  +  (ars— 0:5)  +  ....  +  (a:«-«— a:«)  +  (ar»-.i— oti)    % 
=—  (^1  — ^t)  +  («8  — -^4)  +  (^4— ^6)+  ••••  +  C^«-i^^ii) .     i 

(arg— 0:5)  +  ....  +  (ar«_2— ar«)  +  (a:«_i— arj) 
=  -  (arj  — a:«)— (a:,  — a^)  +  {9^—it^  +    •  -  +  (aF«-i— «r„), 

o.  a.  w. 

{jtii^%*^Xi^  +  (arji«i*-ari) 
= —  (a?!  —  asj)—  (arj — a?j) — ....  —  (a:«.^  —  arn^t)  +  {xn-x  —  a:«) , 

{Xn—l  —  3Cy) 


^:  —  {xx  — ar^)  —  (ar^ —  ar^)  —  ....  —  {xn^%  —  a?«.i) 


and: 


yi— sfi  =(^8—^2)  +  iy^—yi)* 

n—yi  =  (^4—^9)  +  (.78  —3(2)  +  (y«— yi) » 

y»— yi  =  (^6  -^4)  +  (va—vz)  +  iy^y^)  +  (y2— yi)t 

♦  U.   8.    W. 

l«-i— yi  =  (yn-i— yii-2)  +  (y«-/i— yii-s)  +  ••••  +  (^8—^2)  +  (^2— .Vi). 

fta^  yi  =  Cy« — .y«-0  +  (y«-» — y«-«)  +  (y*-« — y"-8)  +  •  -  • 

••••4  (ys— y2)  +  (y2— yi); 

folglich,  wenn  man  diese  Aasdrücke  in  die  Gleichung  6)  einföhrt: 

nna 

=±(y2-yi)  l(?»^?*)  +  (^s-a:  J  +  (a:4-arft)  +  (ar^-arg)  + ....+  (a:„-i-ä^«)  \ 

±(y8-y2)t  -(^l-«2)t+(^-«4)+(«4-«6)+(«6~^4)+—+(^ii-l-^fi)  l 

±(y4-y8)  i — (^-ara)-(a'j|-ara)+(ar4-ar5)+(arÄ-X5)  +-...+(:rh-.i-a?w)l 

t(y»--y4)  l  -  (^i-^2)-(^«-^8)--(^8-^4)+(^A"^f )  +'•  •+ (^«-1-^«)  i 

U*   8*  'W» 

l:(yiM-2— yii-a)  t  —  (arj  — ara)  —  (ar«— arj)  —  . . . . 

....  — (a;ii-4 — aTfi-a)  +  (arii-2  —  a:«-!)  +  (ar«-! — Xn)] 

±(fii-i— y«-«)t  — (a:i— ar,)— (ara— ar,)  — (ars  -  a:4)  — .... 

....  — (ar»,«s  •— a?»-2)  +  (a:«-!— ««)| 

i(3f«^y«-OI  — (a?i  — ar^  — (a:,— arj)  — (ars— a:*)  - .... 

....  — (a:»-^  ~  a7a^2)  •  (a:n-2  — ar««!)}. 
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welche  GleichoDg  maD  nach  einer  leichten  Transformation  sogMdi 
auf  die  folgende  Form  bringt: 

^^  =  TI(y«~»i)(ar8--»?i)— (»1— .Vt)(^t— ^i)l 

Tt(.V8-y«)(^4— ^»)— (y4— ysXa^s— ar^t 

Tl(y»— ya)(^6— «2:4)  — (y«  ~y4)(^8— ^«)l 

Q.   8.    W. 

Tl  (ys  — y«)  (a:« — Ä-i)  -  (y«— y«-i)  (a^  -'x^  | 

Tt(y4-y8)  (^5-^4)  — (y5—y4)  (^4-^8)^ 
T  l  (y4  -  y»)  («« — *«-0  ^  (y« — y«-»)  (^4-''ara)  1 

n.  8.  w.  « 

Q.   8.    W. 

Tl(y«-«— y«-8)(^"— "^«-0  •-  (y»  —y«-!)  («•-»— ^•-i)t 

T I  (yn-i  —  yn-a)  (^ü  —  arii-i)  —  (y«  — yn-i)  (a?«-i  —  x»-a)  1- 

Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  von  jetzt  an  fQr  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  bei 
wilUcöhrlicher  Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  Xy  so 
annehmen«  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tfaeile  der  Axt 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  einer  Richtung  bewegen 
rouss,  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist»  nach  welcher  auf 
dem  Limbus  der  Boussole  die  Grade  von  0  bis  ^ßffi  gezählt  sind, 
die  Seiten 


'"!'"•>      ^t"8»      "8^4 >  ••••?   An'-lAnt     An^\ 

der  Figur 

if  I  A^A^A^  •  •  •  •  An-mi  An 

respective  durch 

'it»    'st»    H^f    *4»>  ••••» '»»— ij  »>    '*«*» 


tamMMar  durcU  4te  mU  der  BeiMoh  0nmekiem  Mummgen,  181 
nnd  die  an  der  Beiuieole»  indem  man  dieselbe  in 

il|  y      ■^»1»      ^Sf      •"4»  ••••>  il«— l.      An 

av&tellte  ood  reepective  nach 

A%f    A^f    A^f    A^f  ••>•,  An»    Ai 
fisirte,  gemachten  AbieanngeD  respective  darch 

«0  bat  man  bekanntlich  *)  die  folgeinden  gans  allgemein  gflltigen 
Gtfiichangen : 

ii=3rx-i+*x_i ,  X .  cos(ax-i ,  X  -  w) ,  yx=yx-i+ix-i ,  x.sin(ax-i ,  x-  ») ; 

*l=arX-i+*A-i ,  A .  co8(aA-i ,  A-  w) ,   yA=yA-i+iA-i ,  A.«in(aA-i ,  A— ») ; 

abo: 

(yx — yu-i)  (a:A  -  a?;ui) — (yA— yA-i)  (a?« — ««-i) 
=i«-i,  xfA-i ,  A{ein(ax-i,  X—  cD)coe(ÄA-i ,  A—  ») 

— cos  («x-i ,  X  —  »)  sin  («A,.! ,  A  —  ») ) 

5=  f x-l ,  xf  A-l ,  A  »in  («x-l ,  X  —  «A-l ,  a)  ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

7)      2J=T*i«H8«>n(«i«-«M) 
Tn««84«in(«i«— «84) 

T»i«»4d»"n(«ia— «^) 
u.  s.  w. 

TlM«84S>n(«18  — «»4) 
T  Ist '4B  *^n  («iM  *^  ^ 

a.  s.  w. 

T  ^«45  »•»  («•4— ««) 

n*  B*  w, 

T  »i4*i-i ,  •  Sin  («84  —  «•-» » ") 

n.  s.  w. 

0.  s.  w. 

T*«-» » »-a*i-i, •••d(«»-3  .  «-•'^«(li-i,  •) 
T«a-a,  ii-ii«-i,iisin(aii-a,  «-i  —  ««-i,  •). 


*)  M.  •.  io  iietem  Th«ile  S.  86,  Nr.  2). 

ntü  xxxvni.  1« 
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Diese  nach  eineiki  eliifE^lien  Gei^efze  'ft»rt8dbreiieMe  g«M  M- 
gemeine  Formel  Air  den  Fläcbeninball  gestattet  ^ie  unmittelbare 
EinfObrang  der  gemessenen  Seiten  der  Figuren  und  der  an  der 
Nadel  der  Boussole  gem^cbten  Ablesungen,  also  der  Sidcke, 
welche  bei  Messinigeo  mit  dei:  tBousiole  die  unmittelbare  Beob- 
achtung giebt.       ,  .        .. 

Für  die  Messung  mit  sogenannten.  Springatändeu  lassen  sich 
ähnliche  Formeln  entwickeln,  wqbei  es  jedoch  nuthigist.  die  bei- 
den folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  nehme  man  an^.dass  die 
Boussole  in  den  Punkten 

-"!»      -"4»      «0»      -ölg»   ....,  An 

aufgestellt  wohien  sei;    dann  hat  man  mit  Anweirdüng  ganz  Sbn- 
lieber  Bezeichnungen  wie  vorb^r  die.  folgenden  Gleichungen : 

a?4=ar, ^s^^.co^ia^  —  co),    ^4=^3 - «m-s*»» («48  —  ») J 

^6  =  ^4  +  '44-  C08(«46  —  »)»      !f*=y^+J^'^'^^  («Jl6  "^  «)  5 

U.    S.  JW#       .  i 

Xn-i  =  J?n-4  +  *ii-4,  «-8  . C0S(an-4,  n-s  —  w)  ♦ 

.,     t     •  ,     ■         ...  •  /   * 

y«-8  =  .y«-4  +  *«-4 ,  «-8  •  s«n  («»•-4,  «-8 — ?>) ; 


y«-2  =3(ii-t —f «-8,  "-«••>"  (««-«,  «-8— ß>3^; 

X»-.l  =  X%^%  +  «n-Ä ,  a-i  *  COS  («b-a ,  «-1  **•  to), 
3^11-1  =  y«-«  +  ««-« ,  «-1 .  sin  (on-s ,  «-i  —  o»)  ; 

^r«      =  ar«-!  ~  «n-i,  ffcosfon,  «-1  —  a>), 
y«      =  yii-i  —  *»-!,  n. »in  (ein,  «-1  —  w) ; 

Xx        ttiei|-ftinl.COs(0iil^4a),  i 

yi      — yn  +  fia.sin(aa  — a); 
und  folglieh  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 


V     '  -^   . 


Cari  FrMtHch  Gauit  Werke.  J#l 

ii'.Aetfi^Milass  jedeTMGrtifp«  bild«»  die  Im  NmAImm  v.orf(ttia»- 
denen  fchriftcki.,  dirar  •velohe  «dch  M^eerUle  BemerkungeD  Uir 
Platz  fiiMl|Hi  inog|(9n.  .  \ 

Unter  den  im  Nacblass  vorg4»riiAdeDen  SehriCteri  StaAßn  «idh 
zahlreiche  Manuscripte,  deren  Inhalt  in  den  vdn  Gauss  selbst 
pnblicirten  Werioen  achoir  Follstftndi^  enthalten  ist*.  E«  ist  als 
Regel  angenommen,  dieselben  unherCicksichtigt  ^n  lassen, ^ausser 
ivo  eine  in  ihnen  niederseleete  Methode  eiiie  theilneise  Verdf- 
fi^tnchung  wurischenAwerth  er^scbeinen  liess. 

./ Ztt  Aen.v^rgtfundfiien  Sclifinen,  welche. ahgednickt  werdeü, 
fikiren  iK^r  Allem  4ie  achte  iSection  der  Disqoisili&Bes  arithititt' 
tkae.ond  uriniise  .vollkommen  driHtkferU^e  Man«scrip4^,  «nteK«»^ 
tefr'jme  AtA^dlsng.  über  loterpolatioB  und  eitte  über  die  SM^ 
mögen  der  Pallas».  Andere^  JMaaoacriple. dagegen^  vsn  den«»  sieli 
ofl  fiele  auf  einen  und  denselben  Gegenstand  beziehen  und  gegen- 
SMtig  erglinzen,  stammen '-melsl  aus  ^ehr  verschiedenen  Zeiten 
vüd  finden  sich  so  zerstreut ,  dass  sie  zum  Zweck  der  Veruffepl- 
lichang  erst  sorgfältig  zusaromengesteUt  werden  musaten;  auch 
•ie  werden,  nur  mit  Vermeidung  unnOthiger  Wiederholungen,  un- 
veiindert  abgedruckt  werden.  An  einigen  Stellen  haben  jedoch 
kurze  Noten  hinzugeiägt  werden  müssen,  um  den  Zus^ammenhang 
hMustellen  und  das  Verständniss  rario^licb  zu  macheu.  Zu  diesen 
Schriften  aus  dem  Nachlass  geboren:  die  ßestimmf^f)g,de|^,Ap^,^l 
d«r  Cla^sei^^der  binären  Formen^  die  Fortsetzungen  zu  c(^n  p.ublj^- 
cirten  Anbai^dlungen  ober  die, biquadratischen  Reste  und  die  Un- 
tersuchungen über  elliptische  Functlonei^  ,  ^ 

Von  diesen  Gi'uppen,  in  wekbe  dh»  sftmmtlichen  Werke  ihrem 
Inhalt  nach  vertheilt  Stod,  wird  di^  wrs^  in  xwei  Bändedb  «rachei- 
naa,  di^  sweiAe,  dritte,  vierte.  ufi4  ronfte  werden  den  dvMten^and 
bilden,  die  sechste  und  siebente' den  alerten  Ban^»  die  achte  wird 
den  fänften  Band  und  die  noont*  die  beiden  letzten'  BftMUvVvmT. 
fawen«  ' 

SSm'mtKche  Werke  werdeh  also*  rn  sieben  Bünden  unter  fol- 
setiJen'  TItdn  erscheinen: 

I.  Dfsquisitiones  arithmeticae. 

II.  Höhere  Arithmetik. 

III.  Analysis. 

IV.  Geometrie  und  Methode  der  kleuisten  Quadrate. 
V.  Mathematische  Physik. 

VL    Astronomie. 
VII.    Theoria  motus  corporuro  coelestium.  , 

Die  Theoria  motus  corporum  coelestiun»  i^-Aoletut  |p00tellt 
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also  nach  7) : 

T'l«'l48*"n(«l«~«84) 

T*i»*5«»"n(«ift— «w) 
IL  8,  vr. 

±«11  *•-! ,  «sin  («it  -  «»,  »-1) 

±%i*i48«n(«%»— «84)  » 

^F  «n '»-1  * «  ^^v*  («8s -^  <^  >  «-1) 

±^*45««n(«84-«54) 
T«84'4e»>0(«»4— «5«) 

a.  8.  w. 

±«^««.1,  »sin  («,4  ^  On,n^l) 

a.  8.  w. 
a.  8.  IV. 
db<M-« ,  «-«*«_t,  «-1  sin  (or-s,  ».3  —«•-«,  n-i) 

T  ««-8  f  »-«  'i-l ,  " 8*'"  (««-«,  n-8  "-  «« » »t-l) 

J:  «M-s ,  ii-i  ««-1 ,  tt  8lo  («ii-t ,  n-i  —  «n ,  n-i) . 

Ffir  die  Zeichep  gilt  in  allen  diesen  Formeln  die  aus  dem 
Obigen  bekannte  Regel,  die  man  jedoch  jetst  für  dep  voi-liegen- 
den  Zweck  am  Besten  auf  folgende  Art  ausspricht :  Man  mass  io 
den  ▼orstebenden  Formeln  fUr  den  Flächeninhalt  desnecks 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdenj  man  sich, 
um  den  Orofang  dieses  necks  nach  der  Ordnung  der' Ecken 

^i»    vif.  ^9*    A^f ..,.,  An 

so  durchlaufen,  in  ungleichem  oder  glekhep  Sinne  Bit  dar  Rich- 
tung bewegen  rouss,  nach  welcher  auf  dem  Limjiius  der  Bous- 
sole  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind. 

Die  Formel  7),  welche  dem  Falle  entspricht,  wenn  die  Boos- 
sole  in  allen  Punkten  der  Figur  aufgestellt  worden  ist,  wollen 
wir  noch  an  einem  Beispiele  erläutern.  t)a  mir  gerade  keine 
wirklichen  Messungen  auf  dem  Felde  mit  der  Boussole  su  Gebote 
standen,   so  seichnete  ich  nir   auf  dem  Bap^  eiif   Sechseck, 


utmMHkar  dmrcM  ätt  mii  der  Bmuioh  ßemackien  Mmnmfen.  185 

wuMB  dhasen  JSeHeo  nit  einem  ferj^ogten  Maageetabe,  liel  wel- 
chem 25  Rvthen  auf  deo  preaeeiecben  Decimalaoll  gereeiwet 
warae,  eod  aMMthte  die  Winkelbeetiinniangen  mit  einer  Oriestir» 
Bouaaele  auf  dem  Papier,  so  daee  also  von  einer  gewiesen  Ge- 
Diaigkeit  hier  gar  nicht  die  Rede  sein  kann,  auf  welche  mir  es 
Mch  gar  nicht  ankam,  da  ich  bloss  ein  Rechaengs •  Beispiel  flir 
die  Formel  7)  haben  wollte. 

Die  gegebene  Fignr  war  das  Sechseck  . 

Ai  A^A^  A^A^A^, 

«ad  die  Ordnung  der  Ecken  war  mit  der  Richtung,  nach  welcher 
iof  der  Boassole  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind,  gleich- 
ftenig.  Da  man  also  hiernach  in  der  Formel  7)  die  unteren 
Zeichen  nehmen  muss,  so  hat  man*  fSr  den  F«H  des  Sechsecks 
die  folgende  Formel: 

2ir^     «i,*tesfci(«|,— og,) 

4-*l»<k4»^(«l«— «14) 

+  *ia'45S«n(«ia-«4ft) 
+  *ia*5«s*n(«ia^«i4) 

+  »«*45««n(«M—«4i) 

+  *84*U«M«^ — <W 
+  «B4^«*»(«M— «!m) 

+  *4» '4e  •'**  (^  ""  *?ii)  »^ 

woraus  man  MgMcb  sieht,  wie  leicht  diese  Formeln  ihres  sehr 
eialachen  Gesetzes  wegen  im  Kopfe  zu  behalten  sind. 

Aus  den  freilich  nur  sehr  rohen  Messungen ,  die  aber  fflr  den 
vorliegenden  Zweck  TÖllig  genfigen,   ergab  sich: 

!,,  =  470,2' =472'  «ia=  63<>.4Ö' 

«0=59.8=598  0^  =  132.30 

1^  =  38  .8  =388  om=338  .45 

«4^  =  32  .4  =324  a^=  60  .45 

«^  =  48.7=487  «50  =  318.30 

le,  =87  .2  =872  ««,=223  .30*) 


*)  s^i  ood  ««I   waren  mit  gcmcMen  wordc*Q,  «ind  aber  lur  Uerech- 
des  FiftchenlnhalU  nirht   erfurderlirli.     Naturlich  können  die  oben 
OröcMn  den  beiden  Bedingongtgleicliungen,  die  xwitchen  den- 
MÜie  JederaeH  8teit  ftidee  mütten,  nicht  volleündtg  genügen. 


Seiösiatmeiffen  der  «weiten»  drftten  firNi  vierten  Al^bandlong. 
Verschiedene  Aufeäiteu  .  Zn^fitie  «ur  Geemi^ie  der  Stellung  von 
,   C^rnot.,  öberset^  voa  Sc,huiaa€he.r|    (M^A^w.iv^f  • 
Bestimmung    der    e^Dssten    Ellipse,   welche    die  vi^r   Seiten 

ffinea  gei^ebc^nen  Viereck«  berührt.  ,  (IRIO«) 
Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe  (hetreffend  das  ebene 

Fflnfeck).    (1824,) 
Elementare  Ableitung  eines  HKtrtft  von  Le^iendre  aufgestell- 
ten Lehrsatzes  d^r  «fiihliriisohen  Tragoneiiietrie^    <18i].) 
Awttetgen. ,  .Moll  weide. de  Metliodo  «ib  AtehHnede  adbibHa  ad 
rationem,  in  ^aß.  inter  se  annt  latu«  eie.    {UMWii^v  \'.'\  - 
Monge  G^ipm^trie  descriptive,  I  (1813.)  »•  >  o.  • 

H  erirch  e  I  über  eine  merkwürdige  Anwendung  des  Cotes  ischen 

(jehrsatzaa.    <18l4i)  ,    <         -  ( 

Mollweide  über  eine  dunkle  Stelle  inPlato'/s  Menon.  (18J4.) 
Schwab   Commentatlo'in    primum    elementorum    Euclidii^ 
Hbrum.    (>8I6.)  r.-  -o.t,.\.; 

Mettern  ich  vollständige  Theorie  der  ParalleNLintenl  —  Mül- 
ler, The^e  der  Parallelen.    (I8J2^^) 
Naehiass.    Pothenotsche  Aufgabe. 

Zu  den  Untersuchungen  il her  Gegenständ^  der  hOh^lNiOfe^dtfR^. 
Pentagranrma  mWificnm.  ^x.Ai^.  ' 

Zur  Geometrie  der  Lage. 

B.     Methode    der  kleinsten    Quadrate. 

Abhandlungen^    Theoria  combinationis  obsforvationum  «rroribus  mi- 

nimis  obnoxiae.     Pars  I  et  II.    (1821,   18230n.  ,^^„   ^^v*" 

Suppleroentum  Theoriae  combinationis  ob6ervatioi^m.^.^(j^^|^) 

Seiöeiamtetffen  dieser  Abhandlungen. 

VifreeM^^nei  Amendungen.   Bestimmung  der  Genanigkf It  ,4fr.^ 

obacbtungen.     (1816.) 
Anwendung  der  Wahr^cbeiDlichkeitarechnnng  aiif.eine^|^(p^ 

,     ,      der  practische^.9e4pefrie^    (18??^  .    .  s        .  ^  .,  .A^  >.v.Vi 
Anwendung  der  Methode  der  kleinste^  QiMidrate  ^finf  dirone- 

metrische  Längenbestimmung.     (1827.) 
Anwendunft  airfBilansreehoang  der  Wittwenotfae«    (JÜMS.) 

BAND  V.    MATHEMATISCHE  PHYSIK. 

AAfktmdhuegen.  •  Theoria   aftmot^nls    cnrpenn»  '  spliimiMluwi** 
eilipticemim  homoyieaeerQm.    (1813.)' 
*  Ceher  ein  nems  aiMgeni^iiies  ttmndgesetK  der-Mecliaaiifci  i<l829.) 
*'  PHoei^i«  generalis  theoriae  figonae  Mdofun  Ib^aMe  keqoi- 
libni.    (ISaO.)''-"'    't^l'    .11  •»  u  .1  v  . ,  :  u. .  )/ 


Cmrt  Friedrich  Omts$  WeriU.  IM 

Intensitas  vis  magnet^öae  t^restris  ad  nefiaoram  absolotam 
revoc^ta,    (1833.)  ..      ..  ,      ., 

Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus.    (1838.) 
.AUi^emeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  TetbehflAuv^ViM 
blltiisse  des  Quadrats  der  Entfernung  «te:    (1839.) 

Dteptrlsche  Untersuchungen.    (1840.) 

Stibstansseigen  der  ersten,  dritten,  vierten,  sechsten  iind  sieben- 
ten Abhandlong.  .     V  V    V.V 

YertcMedene  Aufßät%^  über  ifie^n^^ifm«».  ErVtihagnetiismüs  und 
Wagnetometer.    (1836.) 

Einleitung  in  die  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  mag- 
netischen Vereins.    (1836.) 

Ein  neues  HQlfsmittel  für  die  magnetisch.  Beobachtungen.  (1837.) 

Ueber  ein  neues,  zunächst  zur  unmittelbaren  Beobachtung  der 
Veränderungen  in  'der  Tutensität  etc.     (1837.) 

Anleitung  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  einer  R(ag- 
netnadel.     (I8gf7.)  ' 

Ceber  ein  Mittel,  die  Beobachtung  von  Ablenkungen  zu  er- 
leichtern.    (1*^39.) 

ZurBestimmnngderConstantende;sBiftiarmagnetometers.  (fS40.) 

Vorschriften  zur  Berechnung  dpr  magnetischen  \^' irkung,  welche 
ein  Magnetstab  in  der  Ferne  ausiibt.     (1840,)  , 

Üeber  die  Anwendung/ des  Magnetometers  zur  BesfTinmung 
der  absoluten  peclination.     (1841.) 

Beobachtungen  der  magnetisch.  Inclination  zu  Göttingen.  (1841.) 

iMf^ÜMe  üier  vmi^ckiSderie   H€g€mtänd§  der  nuUkemaÜMeken 

Fundanientalgleicbongen   ftir  die  Bewegung  schwerer  Korper 

auf  der  rotireoden  Erde.     (1804.) 
Deb^r  die  achromatischen  Doppelobjective ,  besonders  in  R^pk-. 

siebt  der  voilkommnern  Aufhebung  etc.    (1817^) 
B^«C  an.  Brandes  über  denselben  Gegenstand.    (1831.)         , 
Berichtigung  der  Schneidea  einer  Wage.    (1837.) 

MogneUseke  ßeoöacAiun(fen.  (11  Mittheiiungen  in  des  Resultaten, 
A^lvonomischeii  ftacbricbten  und  Rogg.  AnnaJeo.) , 

kmelfdn*    Benzenberg  über  die  Daltonicke  TbeoHew.  (UaO.)f 
Fischer  practische  Anweisung  zur  vortbeMiaftetfi  V<^fertigung 

künstlicher  Magnete.    (1832.) 
GerÜDg  über  die  neue  Ginrichtung  des  mathematisch  -  physi- 
criiscben  institats  in  Marhorg.    (1844) 

JheyUtot«"  6rMdfesefc  Mr  alle  Weebselwirkangen  gakanischer 
8l?5me« 
Wirkungen  eines  leuchtenden  Punkts  P  auf  einen  Punkt  p. 
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XTTT. 

Carl   Friedrich  Gauss   Werke. 

Herausgegeben  von   der   Königlichen   Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Göttingen. 


VorbemerkoDg    des   Herausgebers. 

Die  Königlich  Hannoversche  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
in  GOttingen  hat  beschlossen,  eine  vollständige  Ausgabe  der  Werke 
von  Gaus/it  in  sieben  Bänden  in  Quart  zu  veranstalten,   wodarch 
Dieselbe  sich  den  grossten  Danlc  der  Mit-  und  Nachwelt  erwerben 
wird.    Diese  Werke  sind  ein  ewig  unvergfinglicbes,  hoch  erhabe- 
nes Monument  deutschen  Scharfsinnes,    deutschen  Fleisses  aod 
deutscher  Grösse,  sowohl  im  AUgemeioen,   als  auch  in  poserer 
herrlichen  Wissenschaft   im   Besonderen,   und  die  Veranstaltung 
einer  vollständigen  Ausgabe  derselben  in  schönster  und  trefflieb- 
ster Ausstattung  durch  die  Königliche  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Gottingen  ist  ein  för  alle  Zeiten  denkwürdiges  Factum 
in  der  Geschichte  der  Mathematik,  von  welchem  auch  in  diesem 
Archive  Act  zu  nehmen  der  Herausgeber  flQr  eine  besonders  freu- 
dige Pflicht  erkennt.     Für  die  Leser  des  Archivs  muss   die  von 
der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  erlassene  An* 
kfindigung  der  Gesammt- Ausgabe  6ef  Gauss *schen  Werke  schon 
deshalb  flberaus  wichtig  und  interessant  sein,  weil  sie  darin  ein 
vollständiges  Verzeichniss  aller  Arbeiten  Aes  grossen  Geometers 
finden  9  weshalb  der  Herausgeber  durch  einen  ganz  unverkfirzten 
Abdruck  dieses  wahrhaft  historischen  Docunients ,  wie  er  im  Nach- 
stehenden —  und    zwar    im    Archive   seihst,    nicht  bloss   im 
Literarischen    Berichte    —   gegeben   wird,   dem  Interesse  seiner 
Leser  am  Besten  zu  dienen,  und  auch  am  Meisten  die  Würde  des 
Gegenstandes  im  Auge  zu  behalten  geglaubt  hat. 

Greifswald  am  26.  März  18(52.  Der  Herausgeber. 
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Nach  dem  Tode  ton  C.  F.  Ganns  liat  die  Königliche  G^sell- 
sebaft  der  WissenecliaAen  ao  GMingen  die  Heraoagabe  eeise» 
literariachen  Nachla«sea  dbernommeo.  Da  aber  viele  seiner  ge- 
dnicl(teD  Werke,  namentlich  die  Disquisitiones  arithmeticae»  schon 
seit  langer  Zeit  nicht  mehr  iro  Buchhandel  sind  und  der  Wunsch 
Dich  einer  neuen  Auflage  derselben  immer  reger  geworden,  so 
Int  die  KSnigliche  Gesellschaft  beschlossen,  eine  Ausgabe  von 
Gtiss  s&Mntlicheo  Werken,  mit  Ein^chhiss  des  Nachlasses,  so 
ffiiistalteo. 

Von  den  gedmckten  sind  noch  mehrere  im  Buchhandel-  vor- 
huhttt  wiewohl  tbeils  in  wenigen  Exemplaren,  wie  die  Theoria 
motos  eorporuro  coelestium,  theils  als  Bestandtheile  grosserer  Saro* 
■elwerke«  wie  die  in  den  „Abhandlungen  der  Königlichen  Gesell* 
scbaft  der  Wissenschaften  su  Göttingen''  und  in  den  „Resultaten 
«M  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in  den  Jahren 
fon  1836  bis  1841 "  enthaltenen.  Ee  hing  daher  das  Erscheinen 
kr  „Simrotlieben  Werke''  des  grossen  Verstorbenen  von  der  Zu- 
fthamong  der  Verlagshandlongen  jener  Werke  ab.  Um  so  mehr 
terdient  es  dankbare  Anerkennung,  dass  diese  Bochhandlnngen, 
ia  dem  Bestreben,  das  höhere  Interesse  dentscher  Wissenschaft 
in  diesem  Unternehmen  so  befördern,  aof  die  von  der  Königlichen 
Gesellschaft  an  sie  denhalb  ergangene  Anfrage  ohne  alles  Beden- 
ken ihre  Znsttmmnng  zn  ertheilen  sich  bereit  gefunden  haben; 
Uesdie  Buchhandlung  von  Andreas  Perthes  in  Gotha,  welche 
Ce  Theoria  motos  corpomm  coelestium  in  ihrem  Verlage  hat. 
fefsagte  die  Zustimmung,  und  es  haben  anch  die  mit  derselben 
lehrten  Entschldigangs- Verhandlungen  so  keinem  Resultate 
fedUhrt.  Es  wird  also  Tor  der  Hand,  bis  die  Verlagsrechte  er- 
loschen sind,  die  Theoria  motus  Ton  der  sonst  roHstindigen  Aus- 
Ktbe  ansgeschlossen  bleiben ,  den  Fall  jedoch  ausgenommen ,  dass 
eine  swelte  Auflage,  nachdem  die  wenigen  von  der  ersten  noch 
vorhandenen  Exemplare  vergriffen  worden,  nicht  zn  Stande  kom- 
BOD  sollte. 

Von  grösserer  Wichtigkeit  ftlr  die  Wissenschaft  ist  die  Her- 
tstgabe  des  handschriftlichen  Nachlasses,  welcher  durch  seine 
Rsichbaltigkeit  und  Bedeotsarokeit  fOr  den  ganzen  jetzigen  Zu- 
stand der  Wissenschaft  in  stofflicher  sowohl,  wie  historischer 
Btiiebung  hohes  Interesse  bietet. 

« 

Zu  diesem  Zwecke  haben  die  Gaassischen  Erben  nicht  blos 
>He  aof  sie  übergegangenen  Autorrechte  an  die  Königliche  Ge- 
Mbchaft  der  Wissenschaften  übertragen,  sondern  haben  auch 
tter  den  ganzen  wissenschaftlichen  Nachläse  in  solcher  Weine 
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-adbgcriptioiww  sind  öwdi  i\m  Post  fwanco  etowiidiB 
d6r  Adr6M6': 

Ad  das  Secretariat  der  Königlichen  Gesellschaft  der 

Wissenschaften  zu  GOttingen. 

Der  nach  Vollendang  des  Ganzen  eintretende  Ladeapreis  ist 
netto  für  einen  Band  von  50  bis  60  Bogen  auf  6  Tbaler  and  flir 
ein  Exemplar  auf  Schreih- Velinpapier  auf  7  Thaler  Cooraat  fest- 
gestellt 

Der  Druck  hat  begonnen  und   wird  so  beschleunigt  werden, 
dass  mindestens  binnen  5  Jahren  die  ersten  sechs  Binde 
nen  werden. 

Gottingen  im  Januar  1862. 

nie  Kämgliehe  GegelUchaft  der  ff^imeMektißm. 


XIW. 

Ueber  die  Bedeutung  und  Anwendung  der  in  Theil 
XXXVII.  Nr.  lY.  S.  124.  entwickelten  Relationen  in  der 

analytischen  Geometrie. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bökien 

sa  Suis  a«  N.  in  KAnlgreich  Worlfioiberg 


In  Tbl.  XXXVII.  des  Archivs  S.  124.  Iiat  der  Herr  Her- 
ausgeber unter  der  Rubrik  Miscellen  aus  der  GMchung 

1)  (6ci — cbi)x  +  (cai — aC|)^-f  (a6i  — 6a|)2  =  0 

mittelst  der  IdenHtiten 
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3)         (ftci— e6i)ai  +(ca|— «k?i)6i+(iiÄi  —  6ai)C|  ssO 
die  RelationeD : 

zsay — bxibz — cyicx'-az 

ibgeldleC ,   Aber  deren  Bedeutung  und  Anwendting.  in  der  analy- 
tiMhen  Geometrie  Einiges  gesagt  werden  mc^ge. 

Wir  nehmen  drei  Gerade  im  Räume  an«  ^^  iV^und  O,  welche 
oit  den  Axen  der  x,  y  und  %  Winicel  bilden,  deren  Coainus  den 
Gruasen  <i,  b,  c\  ai,  6|,  C|;  x,  y,  z  proportional  sind,  so  folgt 
«OS  1),  dass  diese  drei  Geraden  Einer  Eben»  parallel  sind.  Wenn 
wir  anter  Axe  einer  Ebene  irgend  eine  auf  derselben  senkre/chte 
Gerade  verstehen,  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Azen  der  den  Geraden  M  und  19 \  M  und 
0;  iV^und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  x^y  und  z-Azen  bilden, 
betiehlicb  den  Ausdrucken 

6C|  —  cb\ ,    CQi  —  aci ,    abi  —  boi ; 
bi  —  cy,       cx^-^azt       ay  —  bx; 
6|Z— Ci^,    Cior— a^x,    aiy— 6|^ 

proportional.  Ferner  ist  d^r  Cosinus  des  Winkels  zweier  Gera- 
des, die  mit  den  Azen  Winkel  bilden,  deren  Cosinus  den  Gros- 
•en  aßy^  ^ß^Y  propectional  sind,  gleich 

aa'  +  ßß'  +  yY* 


,.._.  f 


ibo  at^-i-ßß' +Yy' =^0,  wenn  beide  Gerade  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  1),  dass  die  Ge- 
nds  O  und  die  Aze  der  den  Linien  M  und  N  parallelen  Ebenen 
ttf  einander  senkrecht  stehen  oder,  was  dasselbe  ist^  dass  die 
Linien  Jlf ,  N  und  O  Ehier  Ebene  parallel  sind. 

Die  Identitäten  2)  und  3)  bedeuten,  dass  die  Aze  der  Ebene 
M  ond  iV  sowohl  senkrecht  steht  auf  der  Geraden  M,  als  auch 
^  Nj  welches  der  bekannte  stereometrische  8atz  ist :  die  Aze 
ebtr  Ebene  steht  senkrecht  auf  allen  in  derselben  enthaltenen 
Geraden.  Aus  den  Relationen  4)  geht  hervor,  dass  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Azen  der  den  Geraden  M  und  N,  M  und 
0»  S  and  O  paialleien  Ebenen  mit  den  Coordinatenazen  bilden, 
uat«  ainmnder  proportional  sind. 

13» 
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Ab  erstes  IMsfiiel  «vollen  wir  die  Determinaofe  nebmen, 
welche  die  UifferenUalgleichiing  der  gepäätiscbeo  Liniep  aaf  den 
Flächen  eothSIt: 

6) 

{djßdh,  -  d:^di)  X + (dzd^x  -  d^idx)  r+ {dxd^  -  d^xd^)  Z  =a 

dx,  dy,  dz  sind  die  Projektionen  eines  Elements  der  Linie  auf 
den  Axen,  und  mitbin  den  Cosinus  der  Winkel ,  weiche  dieses 
Element  mit  den  Ax^n  bildet^  proportional  X,  ¥,  Z  sind  Gros- 
sen» welche  den  Cosinus  der  Winkel  proportional  sind,  die  die 
Fläcbennormale  mit  den  Axen  macht.  Die  geometrische  Bedeu- 
tung der  Formell)  besteht  darin,  dass  sie  angibt,  dass  der  Win- 
kel zwischen  der  Axe  derjenigen  Ebene\  welche  zwei  auf  einander 
folgende  Elemente  der  geod&tiscbeti  Linie  enthält,  und  der  FlScheo- 
normale  =90^  ist  Wenn  wir  die  Determinanten  1)  iind  5)  ver- 
gleichen, so  haben  wir  zu  setzen: 


a=sdbr. 

Ol  ^d^x. 

xsszX, 

b=dff, 

*i=d^> 

y^y. 

c=:dz; 

Ci  =  dh; 

z=Z; 

und  erhalten  nach  4)  folgende  Relationen  ffir  die  geodätiscbeo 
Linien : 

6)  dxd^-^dyd^x :  dzd*x  —  dxdh :  dydh — tlxdh^ 

=  rdx    --Xdy    iXdz     -^  Zdx   :  Zdy  —Idz 

z^Yd^x  ^Xd^  iXdh  -^Zd^.Zd^^Ydh. 

Eine  andere  Determinante  enthält  die  Gleichung  der  Krfini- 
mungslinien : 

7)  ( VdZ^Zd  r)dx+(ZdX^XdZ)di/ + (Xd  Y-  YdX)dz=0. 

Diese  Formel  hat  Ihren  Grund  darin,  dass  der  Winkel  awiacheo 
der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  auf  eiBaader  folgeade 
Flächennormaleo  enthält  und  zwischen  einem  Elemente  der  Ktüm- 
mungslinie  gleich  90^  Ist.    Bei  der  Vergleichung  von  1)  und  7) 


haben  wir  zu  setzen: 

a  =  Jlf, 

Ol  ^  dX, 

x=.dx. 

6=r, 

bi^dY, 

y^dy. 

c  =  Z; 

Ci  =dZ; 

1  •=^dz\ 

und  finden  nach  4)- folgende  Relationen  för  die  KHImmungsllnieii 
^er  Flächen  ^ 
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unter  allen^,  irelcbe  attf  d^t  RiJtathrtill^Scbe  twMbtn  den  Pudfclei 
A  and  B  (deren  x-^Coordinaiten  re«p.  durck  a  und  b  beseiclmet 
gind)  gezogen  werden  können,  der  kürzeste  sei,  moss  seine  Va- 
riation d£/tembwliiden>^*d.li.  es  imiss 

oder,  wenn  man  von  nan  an  s  als  die  nnabbängig  Variable  be- 
trachtet, es  mnss 

o 

sein.  Int^rirt  man  bler  theilweise ,  um  die  Differensiale  der  Va- 
riationen Wegzuscbaffen,  so  er^&U  man: 

0 

Weil  aber  die  gesuchte  kCrzesle  Linie  auf  der  Rotationsfläche 
liegen  muss,  deren  Gleichupg  in  der  Form 

(u  statt  a^-j-y^  gesetzt) 
gegeben  sei,  so  sind  die  Variationen  dx  und  ötf  TermOge  der  Gleichao|^ 
df  df 

> 
wekbe  darch  Variiren  der  vorhergehenden  erhalten  wird«  Ton  eia- 
ander , abhi^gig..   Setat  man .  aus  4) 

^  =  — ~.te 

in  Gleiichung  2),  so  wird  dieselbe  jetzt: 
lex   T^^ ,     ^         ^'SCV*      /**dar-      rff«  «Py,    ,      ^ 


Da  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curre  bestimmt  gegeben 
sind,   so  ist  dxo  =  da;^=0,  und   das  ausserhalb  des  Tntegralsei- 

chens  stehende  Glied  verschwindet  von  selbst;  zur  Erföllung  der 
Gleichung  ist\daher  nur  no^  »^»thfg,  dai«s  der  Faktor  Von  dx  unter 
dem  Integralzeichen  Null  werde,  dass  also 


auf  BoimUmißdcken.  20& 


«)  ar.^— S=0 


sei    Die  Integration  dieser  Gleichong  gibt  aber  sogleich: 

unter  c  eine  vnlllcflbriiche  Constante  verstanden.  Die  linlce  Seite 
der  (ileichong  7)  stellt  nan  bekanntlich  das  dreieckige  Flftcben- 
deQent  OP'Q'  vor,  oder,  wenn  man  das  inm  Bogen  AP^^i 
tngiehörige  Fl&cbenstOck  A'PC  mit  X  beseichnet»  das  Oifferea- 
iijü  Ton  1.  Integrirt  man  daher  von  Neuem ,  indem  man  berfick- 
siebtigt»  dass  l  mit  $  zugleich  Null  sein  muss,  so  erhfilt  man 
eodfich : 

8)  ilsef. 

Diess  ist  aber  der  analytische  Ausdruck  des  oben  ausgesprochen 
B«D  Lehrsatses. 

Derselbe  Lehrsatz  gilt  auch  noch  fflr  die  kfirseste  Linie»  welche 
aof  einer  beliebigen  Hotationsfläche  swischea  zwei  zur  Rotations- 
ixe  senkrechten  flbenen  Kezogen  wird ;  denn  diese  Linie  wird 
durch  die  nämliche  Gleichung  5)  bestimmt»  nur  dass  jetzt  das 
ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Glied  nicht  von  selbst 
Temchwindety  sondern  wegen  der  WillkührlicLkeit  von  d^To  und 
^Xj^  in  zwei  Grenzgleichungtn  zerßillt,   welche  zur  Bestimmung 

der  bei  Intein^ation  der  DiiRirentialgleiebung  6)  eingehenden  will- 
kfibrlichen  Constanten  dienen,  fQr  den  Beweis  unseres  Lehrsatzes 
aber  ohne  weiteren  Belang  sind. 

Auch  ßilt  der  Lehrsatz  noch  fQr  die  kürzeste  Linie,  welche 
aof  einer  Rotationsfläche  von  einem  gegebenen  Punkt  zu  einer 
gegebenen  Cnrve»  und  fär  diejenige,  welche  zwischen  zwei  gege- 
benen Curven  gezogen  wird,  indem  diese  beiden  Fälle  die  näm- 
BcbeDifferenzialgleicbungC)  liefern,  und  sich  von  den  vorhergehen- 
den nur  durch  die  Beschaffenheit  ihrer  fBr  den  Beweis  des 
UbrsatzeK  ünwesentHchen  Grenzgleichungen  unterscheiden. 


Nachschrift   des    Herausgebers. 

Der  Verehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hatte 
dessen  Abdruck  meinem  Ermessen  anheim  gestellt,  namentlich 
es  meiner  Entscheidung  überlassen ,  ob  der  darin  bewiesene  Satz 
neu  sei  oder  nicht.  Absolut  neu  ist  nun  der  Satz  aUerdhigs  nicht 
ood  findet  sicli  u.  A.   sehen  U^  das   Rotatipnst- EUipsoid,   ohne 
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VariatioDsrechniiDg  bevi^ieseo«  in  meiner  Abbaodlang:  Deber 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  aaf  einer 
beliebigen  Fläche  und  Ciber  die  Grundforroeln  der  «phS- 
roidischen  Trigonometrie.  Tbl.  XXII.  S.89.  Nr.  10)  gani  io 
derselben  Weise,  wie  er  von  dem  Heim  Verfasser  in  No.  7)  ana- 
lytisch ausgesprochen  worden  Ist  Nun  hat  aber  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz  fflr  RotationsflSchen  überhaupt  bewiesen,  —  was 
sich  öbrigens  aucb^  wie  ich  nachher  zeigen  werde,  sehr  leicht 
aas  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geodätischen 
Linie  ableiten  lässt,  —  und  hat  denselben  zugleich  auf  einen  be* 
merkenswertben  geometrischen  Ausdruck  gebracht,  auch  noch 
andere  Bemerkungen  beigefügt;  ausserdem  bietet  die  von  dem 
Herrn  Verfasser  gegebene  Ableitung  durch  die  Variationsrechnung 
ein  zweckmässiges  Beispiel  für  die  Anwendung  dieses  Caicttk 
dar,  so  dass  ich  glaube  und  hoffe,  in  dessen  Sinne  gehandelt  xo 
haben,   wenn  ich  seinen  Aufsatz  habe  abdrucken  lassen. 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  der  Satz  für  Rotationsflächen 
Oberhaupt  aus  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geo- 
dätischen Linie  sehr  leicht  abgeleitet  werden  kann. 

,  In  meiner  vorher  erwähnten  Abhandlung  S,  87.  Mo.  8)  habe 
ich  ohne  unmittelbare  Anwendung  der  Variationsrechnung  die  fol- 
genden Gleichungen  der  geodätischen  Curve  bewiesen: 

8Ä  W^     8Ä    ilH_ 

dz  'di^'^dx  'ai«—"' 

wo 

die  Gleichung  der  Fläche  bezeichnet,  auf  welcher  die  geodätische 
Curve  gezogen  worden. 

Ffir  Rotationsflächen  ist  nun  in  der  Bezeichnung  des  Herrn 
Verfassers : 

oder 

im  Obigen  also 


auf  RataUmußächtn  205 

nsetien,  and  folglich,  da  alle  Diferentialqaotienten  von  SL  par- 
üeile  Diferentialquotienten  sind : 

^=-^-^=-w(... 

aU  hat  man  nach  1)  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen : 

oBtor  denen   die  von  dem  Herrn  Verfaeeer  gegeb^ie  Gleichung 
die  erste  int. 

Das«  jede  der  drei  yoratehenden  Gleichungen  eine  Folge  aua 
den  beiden  anderen  ist,  Qbersiebt  man  auf  den  ersten  Blick  und 
versteht  sich  auch  ganz  von  selbst 

MSge  der  Herr  Verfasser  hieraus  die  von  mir  seinem  Aufsatae 
l?ewidmete  Aufmerksamkeit  erkennen! 
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Einfachste  Herleitung  zweier  bekannter  Integralformeln. 

Von 

Herrn    Eugen  Xommel, 

Professor  in   SchwyB. 


— j ,f{x),dx9    10  frelchem  k  unend- 

o 
lieb  gross«  aber  positir  ganz,  und  k  beliebig  positiv  gedacht  ist, 

auszuwerthen ,   scbreibe  roao  dasselbe  in  der  Form: 


O 

and  bemerke,  dass 

sin  Aar 


=  0 


Arsinx 
ist  fBr  jeden  Werth  von  x,  mit  Ausnahme  der  Werthe 

Ftfr  diese  hat  man: 

smknn  _  - 

wenn  k  ungerade  ist;    ist  dagegen  k  gerade,  so  hat  man: 

sin  knn 


Asinn^r 


=±i 


je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Denkt  man  sich  daher 
f(x)  als  Ordinate  einer  auf  ein  Orthogonal-Coordinateosystem  be- 
zogenen Curve  (Tar.  Vll.  Fig.  5.),  und  demnach  f(x)dx  als  Element 
des  von  dieser  Curve  und  der  Abscissenaxe  begrenzten  FlScheo- 
stQcks,  so  wird  das  Integral 
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J       * 


oor  die  Summe  derjenigen  Fläch eneleroente  vorstellen ,  welebe  iden 

Werthep  x=:0,  4?,  27r,....fi9r  entsprechen   (wenn  A  >  n^r,  aber 

<(fi-f-1)^  gedacht  wird),  jedes  Fläckenelement  noch  multiplicirt 

sin  fuc 
mit  dem  zogehurigen  Wvrfhe  des  Faktors  -t-; — •    Ist  z.  B.  A>0, 

aber  <  9c,  so  bleibt  nar  das  Element  f(0).dx  übrig;  ist  ferner 
k^m,<Bo  stcHt  dss  Integiat  die 'Summe  flß).dm±f(m).d^  vm» 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommen  werden  mvss» 
je  nachdem  k  ungerade  oder  gei;ad6  Ist  Lftge  aber  h  zwischen 
s  ond  27t,  so  würde  nfcbt  Moss  das  Flächenelement  zu  nehmen 
«ein»  welches  der  Ordinate  f(n)  unmittelbar  Toransgeht,  sondern 
aach  noch  dasjenige,  welches  ihr  utimijttelbar  nachfolgt;  in  die- 
sem Falle  wUre  also  das  Integral  aaaigedrfetekt  ^uMi-die  fiomoie 
f{0).djt  J:  2f(n).da.  So  weiter  rortschliesseiMl  gulangt  svan,  we/m 
h  zwischen  njt  und  (n  -f-  l)ss  liegt  und  k  ungerade  ist,  zu  der 
Gleichung 


/ 


'  sin  AtIt 
-^jj^ .  Aa:) .  Ar  =  2*Är  (iAO)  +  A«)  1- /•(2») +  ....+ A«*)) 


0 


WO  von  dem  letzten  Gliede  nur  die  Hälfte  genommen  werden  darf, 
wenn  h=:=nn  ist.    Für  ein  gerades  k  dagegen  erhält  man: 


*  *'"^./i;4r).Ar=2Arfa:(i/(0)-A'»)+/(2»)- ....(— l)«./tn«)). 


r 

J        amx 

0 


Dm  den  Faktor  2kdx   zu   bestimmen,    setze   man  /)[j;)  =  l   und 
k^j^n,  so  ergibt  sich  aus  beiden  Gleichungen: 


«> 

«0  dass  man  schliesslich  die  beiden  Fermdn 

I. 

o 
0 

gefunden  hat,  von  denen  die  erstere  fiBr  ein  ungerades,  die  letz- 
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tere  fQr  ein  gerades  £,  gilt,  wlbreod  In  beiden  k  zwischen  nm 
nnd  (n-f-l)»  liegend  gedacht  wird;  wäre  dagegen  h=:nn,  so  darf 
in  beiden  Formeln  vom  letzten  Gliede  nnr  die  HäUte  genommen 
werden. 

Auf  eben  so  einfache  Weise  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals 

« 

^sipÄ^ 


/ 


.fia^.d» 


für  ein  ifnendllch   grosses  k  ermitteln,   wenn 'mim  dasselbe  in 
der  Form 


kj      -^^^.fix).dx 


I     ( 


sehfeibt    Weil  nämlich  ^j~=0  Ut   (üt   alle  Wertbe  von  s, 
ausser  fiOr  x^=^0,  wo 

*x    J„ 

sich  eigibt,  so  bat  man: 

'sioA^^ 


=  1 


oder,   weil  der  Faktor  kdxy   indem  man  /(ar)  =  l  nimmt,   =[« 
gefunden  wird. 


II y**^-.A«)*r  =  *'<-/tO). 


Diese  Herleitong  der  Formeln  1.  und  II.  lässt  zugleich  erkea- 
nen,  4ass  dieselben  stets  gelten,  so  lange  nur  innerhalb  der  Gren- 
zen des  Integrals  die  Funktion  f{pp)  nicht  unendlich  wird,  oder 
wenn,  falls  dieses  doch  eintreten  sollte,  der  Exponent  des  Fak- 
tors, welcher  Im  Nenner  von  f{x)  verschwindet,  kleiner  ist  als  I. 
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Uebeir  die  Beugung  des  polarisirten  Lichtes. 

Von 

Herrn    Eugen   Lommelj 

PwfcÄuor   in   Schwy« 


{.  1.  Die  Formelrii  welche  ich  in  meinem  Aufsatze:  „ Bei- 
träge sQr  Theorie  der  Bengnng  des  Lichts''  im  XXXVL 
TheiJe  des  Archivs  S.  386  fL  zur  Berechnung  der  Beugungs- 
erscheinungen angegeben  hahe^  nehmen  keine  Rücksicht  auf  die 
Polarisationsyerhältnisse  der  einfiilfenden  Strahlen.  Es  soll  nun 
hier  zunächst  gezeigt  werden,  wie  dieselben  zu  modificiren  sind, 
om  för  polaxisirte  Strahlen^  zu  gelten. 

Wenn  dort  behauptet  ^urde,  ein  vom  Elemente  dydx  der 
beugenden  Oeffnung  ausgehendes  StrahlenbändeU  welches  mit  den 
drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  Winkel  bildet ^  deren  Cosinus 
a,  6,  c  sind,  bringe  auf  der  halbkugeligen  BildflSehe  (deren  Ra- 
dius gleich  der  Brennweite  des  Objektivs  ist),  die  Excursion 

sin  (p  +  yor + ry) .  dydar 

hervor  (wo  der  Kürze  wegen    -r-(r/— ^=|i,    —  =:^,     -j-=r 

gesetzt  wurde),  so  geschab  diess  unter  der  stillschweigenden  An- 
nabme,  dass  die  Kugelwelle,  welche  sich  von  einem  Aethertheil- 
chen  der  Oeffnung  aus  im  isotropen  Aether  ausbreitet,  in  allen 
ihren  Punkten  die  nümlicbe  Beschaffenheit  aufweise,  oder  dass 
ilte  von  jenem  Aethertbeilchen  ausgehenden  Elementarstrahlen 
hiosicbtlich  Ihrer  Lichtwirkungen  unter  sich  identisch  seien.  Mnn 
ist  aber  klar,  dass  bei  geradlinig  polarisirteni  Licht  eine  solche 
Gleichheit  der  Elementarstrahlen  nicht  stattfinden  kann.  Erfolgen 
Bimlieh  die  Oscillationen  des  erregenden  Aethertheilchens  in 
einer  bestimmten  Geraden,  so  werden  die  Scbwingungsrichtungen 
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aller  Aethertheilcben  eines  beliebigen»  von  jenem  aoegehendes 
Elenientarstrables  parallel  mit  dieser  Geraden  sein;  es  werde* 
daher  nur  in  jenen  Strahlen,  welche  in  der  durch  das  erregende 
Aethertheilchen  senkrecht  zu  seiner  Schwingnngsrichtong  gelegten 
Ebene  (im  Aeqoator  der  Kugel  welle)  sieh  ausbreiten,  die  Oscit- 
lationen  senkrecht  zum  Strahle  erfolgen ;  bei  allen  übrigen  Strah* 
lesrichtungen  sind  die  Schwingungen  zum  Strahle  geneigt,  ja  in 
der  Oscillationsrichtung  selbst  (in  der  Axe  der  Kugelwelle)  pflan- 
zen sich  nur  longitudinale  Schwingungen  fort.  Da  nun  bekannt- 
lich die  loDgitudinalen  Schwingungen,  auch  wenn  sie  vorhanden 
sind,  nicht  in  die  Erscheinung  treten,  so  wird  sich  in  den  Polen 
der  Kugelwelle  gar  keine  Lichtentwickelung  zeigen,  dieselbe  wird 
aber  zunehmen,  je  mehr  man  sich  von  den  Polen  entfernt,  und 
endlich  im  Aequator  ihr  Maximum  erreichen,  weil  jede  zum  Strahle 
geneigte  Oscillation  in  eine  transversale  und  in  eine  longitudinale 
Composante  sich  zerlegen  lässt,  von  denen  die  letztere  fUr  die 
Wahrnehmung  verschwindet.  Bezeichnet  man  daher  mit  9  den 
Winkel,  welchen  der  nach  a,  b,  c  gerichtete  Elementarstrahl  mit 
der  Oscillationsrichtung  des  einfallenden  polarisirten  Lichtes  bil- 
det, so  hängt  die  auf  der  Btidflflche  von  ihm  erzeugte  WiHuiiig 
bloss  von  der  transversalen  Excurttion 

sin  g> .  sin  (p  4  qx  -(-  ry) .  dtßda: 

ab.  Nimmt  man  alsdann,  um  die  Resultante  aller  im  Punkte 
M,  6,  c  der  Bildfläche  zusammenwirkenden  ElementarstraUen  1« 
erhalten,  das  Doppelintegral  dieses  Ausdrucks  Gber  alle  Pwikte 
des  Schirms,  welche  dem  Lichte  den  Durchgang  verstatten,  so 
tritt  der  Faktor  sing»,  weil  von  s  und  y  unabbäsgigj.  vor.  das 
DoppeUntegralzeioben ,  und  folglich  wird  der  im  oben  citirten  Auf- 
satz unter  der  Form 

(wo  der  Kflrze  wegen 

j(}rcos(9x  +  ry)rfyAr=C  und  J[f  sin  (gaP'iry)dyda^S 

gesetzt  ist)  aufgestellte  Ausdruck  fQr  die  Intensität  des  BlldpiiirfK 
tes  a,  6,  e  jetzt  unter  der  Form 

sin  •9./* 

erscheinen.  Wenn  Z..B.,  wie  es  bei  einem  zur  ScMrmebene  senk* 
recht  stehenden  geradlinig  polarisirteii  Lichfhtindel  der  Fall  Ist; 
die  Oscillationsrichtung  in  die  Schirmebene  selbst  ßlllt  und  mit 
der  positiven  x-Axe  den  Winkel  ^  bitdet,  so  Ist: 

cos9c=acos^-|-6sin'^,    . 
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Dieser  Faktor  erreicht  seinen  grilssten  Werth  1 ,  wenn  man  bat 
ocos^-f  68int^=:0  oder  6= — a.cotgtf;.  Denkt  man  sich  daher 
im  dorch 

•in*9*«^ 

forgeetellte  Bild  auf  die  Scbirroebene  projieirt,  ao  dass  a  ood  b 
ibacisse  nnd  Ordinate  eines  Punktes  der  Bildprojektion  vorstel- 
len, so  erkennt  man,  dass  die  von  geradlinig  polarisirtem  Licht 
btrforgebrachte  Erscheinung  mit  der  rrfiher  unter  Annahme  völlig 
gleicher  Elementarstrahlen  erhaltenen  nur  in  einer  durch  die  Bild- 
mitte senkrecht  zur  Oscillationsrichtong  gezogenen  Geraden  voll- 
kommen  fibereinstimrot ;  in  jedem  andern  Punkte  aber  erscheint 
(Im  jetzige  Bild  gegen  das  frOhere  verdunkelt,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  weiter  dieser  Punkt  von  der  genannten  Geraden  entfernt 
liegt;  alle  durch  den  Faktor  sin^  gleichstark  beschatteten  Punkte 
Hegen  demnach  auf  geraden  Linien,  welche  zur  Oscillationsrich- 
tmg  senkrecht  stehen. 

Wäre  die  Oscillationsrichtong  der  einlallenden  Strahlen  ein 
Mal  der  Ordinatenaxe,  das  andere  Mal  der  Abscissenaxe  parallel 
(^s=00<>  und  ^=:(jf),  und  betrachtet  man  in  beiden  Fällen  nur  die 
loteosUit  der  Abscissenaxe  (6=rO),  so  erhält  man  im  ernten  Falle 
deo  Aosdrucfc: 

Ja*, 

in  zweiten  dagegen : 

(1  —  a«)  .•/««==:  cos  «X .  J^a*, 

wenn  %  den  Beogtingswinkel  bezeichnet. 

Auf  die  so  eben  entwickelten  Betrachtungen  gestützt,  ver- 
nebte  bereits  Holtzmann  mittelst  der  Gittererscbeinangen  die 
Frtge,  ob  die  Osciliationeu  eines  polarlsirten  Strahles  in  die  Po|a- 
ntttionsebeue  fallen  oder  senkrecht  zu  derselben  stehen,  direkt 
n  entscheiden.  Schwingt  nämlich  der  einfallende  Lichtstrahl 
partUel  so  den  Stäben  des  Gitters,  so  müssten  die  Spektren  hi- 
tewirer  erscheinen,  als  wenn  die  Oscillationen  zu  den  Gltterstl- 
Wi  seakrecfat  stehen.  Holtzmann  und  Stokes  glaubten  aus 
hm  Versuchen  auf  Schwingungen  im  Sinne  der  Polarisations- 
«biiie  sehliessen  zn  dfirfen,  Eisenlohr  auf  solche  in  senkrech- 
^  RicbtoDg.  Die  Unsicherheit  dieser  Resnttate  erklärt  sich 
Uebt  dorcb  folgende  Erwägungen.  Das  menschliche  Auge  ver- 
■4  einen  Unterschied  zwischen  den  Intensitäten  zweier  an  ein- 
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ander  grenzenden  Lichtflächen  erst  dann  mit  Sicherheit  zu  gewab- 

59 
ren,  wenn  die  Lichtstärke  der  einen  weniger  beträgt  als  ^  von 

der  Lichtstärke  der  andern.    Hätte  man  daher  die  beiden  za  ver 

gicfichenden  Spektrenreihen  hart  neben  einander,   so  wCrden  die 

brillanteren  Spektren  der  Mitte  in  beiden  Bildern  vollkommen  gidcb 

hell  erscheinen,   und  der  Unterschied   w{lrde  sich  erst  zu  seigea 

59 
beginnen,   wenn  cos^  kleiner  als    xk^   oder  der  ßengungswinkel 

grosser  als  7^  25'  geworden  wäre.  Beobachtet  man  aber  die  bei- 
den Gittererscheinungen  nicht  gleichzeitig  neben  einander,  sondern 
successive>  so  werden  sie  noch  weiter  hinaus  merklich  gleicli 
erscheinen ;  ein  frappanter  Unterschied  würde  erst  in  den  äussern 
Spektren  auftreten^  welche  ihrer  Lichtscliwäche  wegen  schwer  sv 
beobachten  sind.  Die'  Unsicherheit  wird  ferner  noch  dadurch  e^ 
höbt,  dass  die  einfallenden  Strahlen  durch  die  auf  Glas  gezeich- 
neten Gitter  noch  zwei  Brechungen  erleiden ,  welche  auf  verschie- 
den gerichtete  Schwingungen  ungleich  wirken. 

§.  2.  Das  natfirliche  Licht  besteht,  nach  der  gebräucfaliehen 
Vorstellung,  aus  zum  Strahle  senkrechten  Oscillationen ,  welche 
in  unmessbar  kleiner  Zeit  alle  möglichen  Azimute  durchlaufen. 
Diejenigen  Oscillationen  eines  natürlichen,  zum  Schirme  seokrech- 
ten  Strahlenbundels,  welche  dem  Azimute  ^  angehören,  würden 
im  Punkte  a,  b,  c  des  ßeugungsbildes  die  Intensität 

[1  —  (acos  }p  +  bsin  ^)^] .  /• 

hervorbringen.  Um  den  von  allen  Oscillationen  ^es  Strahles  er- 
zeugten Lichteindruck  zu  bestimmen ,  muss  man  das  arithmetische 
Mittel  nehmen  aus  allen  Werthen  des  vorstehenden  Ausdrucks, 
%velche  derselbe  annimmt,  während  ^  alle  um  das  unendlich  kleine 
dfff  von  einander  verschiedenen  Werthe  von  0  bis  2n   durchläuft. 

2;r 
Da  nun   --f-r  die   Anzahl   aller   Azimute   ist,    so  ergibt  sieb  die 

Intensität 

Das  Beugungsbild ,  welches  ein  natürliches  StrablenHlndel  von 
der  angenommenen  Beschaffenheit  hervorbringt,  ist  demnach  «or 
in  der  Bildmitte,  wo  sich  die  ungebeugten  Strahlen  sammeln»  ait 
dem  früher  berechneten  identisch;  alle  übrigen  Punkte  des  Bil- 
des erscheinen  um  so  mehr  geschwächt,  je  weiter  ^e  von  der 
Bildmitte  entfernt  sind,   so  dass  die  gleich  stark  geechwächten 
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Ponkte  in  coDceotrischen  Kreisen  um  die  Bildmitte  gereiht  sind; 
am  Rande  des  Bildes  beträgt  die  Licbtstörke  nor  mehr  die  Hälfte 
der  frOberen. 

Sollte  der  Aasdnick  J*  für  sieb  allein  der  Erscbeinong  ent- 
«precheo,  so  mOsste  man  Licbtstrahlen  annehmen,  deren  Oscil- 
lattonen  niebt  bloss  in  einer  zum  Strahle  senkrechten  Ebene»  son- 
ders in  allen  möglichen  Richtupgen  des  Raumes  erfolgen ,  wobei 
aber  nur  die  transversalien  Componenten  der  Oscillationen  Liebt* 
wirkong  hervorbringen  wOrden. 

{.  3.  Obgleich  die  von  den  Polarisations  -  Verbältnissen  der 
•isfaJIenden  Strahlen  berrährenden  Modifikationen  des  Beogungs- 
bildesy  80  weit  sie  wenigstens  den  brillanteren  Theil  des  Bildes 
betrefeo,  der  Wahrnehmung  so  leicht  entgehen^  dass  wohl  in  allen 
Pillen,  wo  es  nicht  gerade  auf  Diskussion  jener  Modifikationen 
abgesehen  ist»  /der  Ausdruck  J^  allein  schon  den  Erscheinungen 
genügt»  so  dfirfte  doch  eine  Untersuchung  der  Aenderungen,  welche 
.doppeltbrecbende  Krystallplatten  im  Beugungsbilde  hervorbringen, 
nicht  ohne  theoretisches  Interesse  sein.  Die  beugende  Oeffnung 
sei  daher  durch  eine  einzige»  parallel  zur  optischen  Aze  geschlif* 
fene  Platte  verschlossen ,  und  diese  werde  von  einem  Bfindel  gerad- 
lioig  potarisirten  Lichtes»  dessen  Oscillationsrichtung  mit  der  posi- 
tiven jr-Axe  den  Winkel  a  bilde,  senkrecht  getroffen.  Bezeichnet 
alsdann  iff  den  Winkel»  welchen  die  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiven X'Ane  einscbliesst,  so  bildet  der  gebeugte  Strahl  a»  6,  c 
mit  der  Oscillationsrichtung  des  ordinären  Strahles  einen  Winkel 
fx,  dessen  Cosinus  gleich  ist: 

cos  Xi  =: — a  sin  t^  -|-  6  cos  ^ » 

ind  mit  der  Oscillattonsricbtung  des  extraordinären  Strahles  einen 
Winkel  Xi»  ftlr  dessen  Cosinus  man  hat: 

cos  Xt  =  a  cos  tf; -f  6  sin  1^. 

Ifl  dem  Punkte  a^  b,  c  der  Bildfläche  kommen  demnach  zwei 
feradliuig  polarisirte  Strahlen  zur  Wirkung»  deren  auf  das  Auge 
wirksame  Excursionen  durch  die  Doppelintegrale 

Ä)  %i  sin  («  —  tl^)  sin  Xi .  ffe,\x\  (;#  +  c  +  ^ar  +  ry)  dydx 

Md 

E)  x^cos  (« — 1(;)  sin  Xg'iTsin  (p  +  f  +  fl'^  +  ry)dydx 

dngestellt  werden»  In  welchen  %i  und  %^  die  Schwächungseoeffi- 
deiten  (Ar  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  bezeichnen, 
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0  und  e  aber  beziehlich  statt  "iri^ — 1)^  ^»^   "tC^""^)'  stehen, 

wfthrend  d  die  Dicke  der  Platte,  co  und  €  aber  die  Brecimiiga- 
quotienten  für  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  sind.  Dm 
die  Intensität  des  elliptisch  polarisirten  Strahles»  welcher  ans  den 
Zasammen wirken  der  Strahlen  Sl  und  E  hervorgeht,  kennen  sa 
lernen»  braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  zweier 
beliebiger  rechtwinkliger  Coniposanten  desselben  zu  addiren.  Der 
Winkel  £  aber,  den  die  Oscillationsrichtungen  dieser  beiden  Strah- 
len  mit  einander  einscbliessen ,   hat  zum  Cosinus: 

n«-t-      cos  7t  cos  xi 

cos  t  = ; 1 . 

smxisinxi 

Zerlegt  man  jetzt  die  Excursion  des  extraordinären  Strahles  ii 
zwei  andere,  deren  eine  mit  derjenigen  des  ordinären  Strahles 
znsammenföllt  und  deren  andere  senkrecht  darauf  steht,  also  ib: 

£,)    x,co«(«— ^)sinxtCos|.y/8in(p-|-e-|-9:r-|-ry)<4r<ix 

und 

fy    XaC08(a— ^)8inxssin$.y7sin(p-f  e-|-9x-|-r3f)flyffjr, 

80  hat  man  statt  der  schiefwinkligen  Composanten  Sl  und'  £  jeUt 
die  rechtwinkligen: 

Sl')        «1  sin  (a — tf )*'*"•  Xi  'ff^^^  (p  +  0  +  9*  +  Ty)dydx 
-|-X2Cos(a — ^)B\ik']iij^iio%l.ffsn\{p'\-t-\-qx'{-ry)dydx, 

£')      %^cos[a  —  t|;)sin  Xasin  l.ffsm  {p^-t-\-qx  -\-ry)dtfdx. 

Trennt  man,   zuerst  in  Sl' ^   den  Theil  p  der  Phase,  welcher  die 
Zeit  t  enthält,  von  dem  übrigen,  so  erhält  man: 

Sl')    sin  p  («1  sin  (a  —  ^)  sin  ^ .  ^cos  (O  +  ^a:  +  ry)  dyda: 

+  x^cos(a— ^f)  sin  ji^c^s^, ff eo8(ti-gx  + ry)dydx) 
+  cosp  («1  sin  (a—  ^)  sin  jx .  ff  sin  (0  +  gx  +  ry)  dydx 

'\-x%cos{a—nfysmj^.Qos^.ffs\u{t-\-qx-\-Ty)dgdxy 

Um  das  Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Faktoren  zu  addiren,  mit  wel- 
chen im  vorstehenden  Ausdruck  sinp  und  cnsp  multiplicirt  er- 
scheinen ;  ehe  wir  jedoch  diess  thun ,  zerlegen  wir  die  unter  den 
Integralzeichen  stehenden  Sinus  und  Cosinus  nochmals,  indem 
wir  den  constanten  Theil  des  Bogens  vom  variabeln  trennen.  Wir 
erhalten  Cor  die  beiden  Faktoren: 


314      Lommei:    Oe^tr  4lie  B€U0UM§  des  polmitlrtett  IkAiet. 

0  üod  e  aber  beziehlicb  statt  -r-C» — ^)d  und   -r-(€  — l)rf  stehen, 

wfthrend  d  die  Dicke  der  Platte,  co  und  €  aber  die  Bredinngs- 
quotienten  fiir  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  sind.  Um 
die  Intensität  des  elliptisch  polarisirten  Strahles,  welcher  aus  dem 
Zusammenwirken  der  Strahlen  Sl  und  E  hervorgeht,  kennen  zo 
lernen  9  braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  zweier 
beliebiger  rechtwinkliger  Composanten  desselben  zu  addiren.  Der 
Winkel  £  aber,  den  die  Oscillationsrichtungen  dieser  beiden  Strah- 
len mit  einander  einschliessen ,   hat  zum  Cosinus: 

^^.t_      cosyicosxib 

cos  t  = ; 1 • 

smxisinxi 

Zerlegt  man  jetzt  die  Excursion,  des  extraordinären  Strahles  in 
zwei  andere,  deren  eine  mit  derjenigen  des  ordinären  Strahles 
zusammenfallt  und  deren  andere  senkrecht  darauf  steht,   also  in: 

El)    «tCos(a— i^)einx»cos|.y/sin(/i  +  e  +  9;r+ry)i^&F 

und 

E^    x^cos  («—1fr)  sin  i^  sin  J  .y/sin  (p  +  e + ^ar + ly)  dydx , 

so  hat  man  statt  der  schiefwinkligen  Composanten  Sl  und*  £  jetzt 
die  rechtwinkligen: 

Sl')        %i  sin  (a — ^)sin  ^i  .y/sin  (p  +  0  +  ^x  +  Ty)dydx 
•\-%^co»{a — ^)e\u']ii^iiOBl,ffsm(p-\-t-^qx'\-Ty)dydx, 

E')     %^cos{a — t|;)sin  Xssin  ^.ffain  (p  +  t'\-qa:-\-Ty)dydx. 

Trennt  man,  zuerst  in  SV ^  den  Theil  p  der  Phase,  weicher  die 
Zeit  t  enthält,  von  dem  übrigen ^  so  erhält  man: 

Sl')    sin  p  («1  sin  (« — if;)  sin  5^ .  ^cos  (O  +  ^a:  +  ry)  dydx 

-j-x^coaia— ^)  sin  22' cos  ^. ff eo8(t+gx  + ry)dyds) 
+  cosp  («1  «In  («^— V)  «'D  Xi .  yy*sin  (0  +  7ar  +  ry)  cfyrfa: 

+  x%coB(a—^)s\nj^.cos^.ff6w(t-i~gx'j-ry)dydx). 

Um  das  Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Faktoren  zu  addiren,  mit  wel- 
chen im  vorstehenden  Ausdruck  sinp  und  cosp  multiplieirt  er- 
scheinen; ehe  wir  jedoch  diess  thun,  zerlegen  wir  die  unter  den 
Integralzeichen  stehenden  Sinns  und  Cosinus  nochmals,  indem 
wir  den  constanten  Theil  des  Bogens  vom  variabeln  trenne«.  Wh 
erhalten  für  die  beiden  Faktoren : 
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(ii|8lii(ff«*-if;)siBXiCOS0-f-^coa(a — ^)6tii3^co8$eo8f).C 
— ^()iisiii(a— tf;)8in2isiii0  -f  %^cob{u — •^)8in3^co8£sin().S 

88d 

(«1 8in  (a — tf;)8in  ;(|  sin  o  -f  ^cos(a — tf;)sin  ^^cos^sin  t).C 
+  (%i  8in (a — ^) sin  xi  cos 0  -f  »tCos(a— ^) siu ;^co8£ cos  ej.  5. 

Diese  beiden  Aosdrficke  geben,  quadrirt  und  addirt,  fQr  das 
Quadrat  der  Aniplitade  des  Strahles  Sl'x 

SV)     [X|*sin  *(« — 1(;)  sin  •jd  +  k^  cos  *(a  —  tf;)  sin  •^i  cos  •{ 

+  2«!  it>sin(a— i(;)cos(«— ^)8inxi  sinxacos{cos(o— e)].(C*+ S*). 

Nimmt  man  mit  dem  Strahl  £',  um  das  Quadrat  seiner  Ampli- 
tude zu  berechnen,  eine  ähnliche  Zerlegong  tot,  bo  findet  ^man 
zooiehst: 

E')     %^  cos  (a — ip)  sin  xj  sin  S  (»in  p  ff co»  (e+  ^x + ry)  cfyi/d; 

•  +  cosp  ff  sin  (e  +  7x  +  ry)  dydx), 

so  dass  man  die  Quadrate  folgender  zwei  AnsdrQcke 
X) cos  (ff — tf;)sinxii'in|.[Ccos( — <Ssin(] 

Qiid 

%^  cos  (a —  tp)  sin  Xs  ^i>>  f  •  [^  cos  ( -|-  Csin  e] 

10  addiren  hat;  man  niidet  demnach  fdr  das  Quadrat  der  Ampli- 
lade  des  Strahles  E') : 

E*)  ,  it>*co8*(a— '*)8in«Xa»in*f.(C*+S«). 

Dm  nun  schliesslich  die  Intensität  des  elliptisch  polarisirten 
Strahles»  welcher  aus  dem  Zusammenwirken  der  Coroposanten  Sl' 
und  E'  hervorgeht,  zu  kennen ,  braucht  man  nur  noch  die  gefun- 
denen Amplitudenquadrate  zu  addiren,  und  erhält: 

[«i*shi*(« — if)»^n^  +Xj*cos*(a  — t(;)sin*35, 

+  2«ii^8ln(«-t|>)co8(a— '^)sin%isinxiC08{cos(o— f)].(C*+S*), 

oder,  nach  EinfOhrung  des  Werthes  von  cos|: 

[«i*än*(«  — ^)»iH*;(i  +  ita*cos*(a  — i|i>sin*Xa 

— 2»|«asin  (a  —  %;)  cos(a — iff)  cosxi  cos  ;(,cos  (o  —  f)] .  J*. 

{.  4.    Der  Ausdruck  J*  erscheint  demnach  jetzt  durch  einen 
Faktor  »odificirt,    welcher  einerseits   von  der  Wellenlänge  und 

14* 
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Osclllationsricbtong  des  einfalleDden  Lichtes ,  deo  optischea  Cen- 
stanten  und  der  Dicke  der  Platte,  andererseits  von  der  Lage  d«r 
gebeugten  Strahlen  gegen  die  optische  Axe  des  Krystalles  ab« 
hSngt.  Wir  wollen  nun,  um  die  Diskussion  zu  vereinfachen,  ao* 
nehmen,  dass  die  optische  Axe  mit  der  Abscissenaxe  des  Bildes- 
msammenfalle ;   wir  haben  dann: 

sini^=U,    cosi^  =  l; 
coBXi^zbf    cos;^  =  a; 

und  der  Faktor  wird: 

Xi*  sin  *«  +  Kj*  cos  •a 

—  [«t*cos*a.a*-f-«i*sin*a.6*  +  2«iit>sinacosacos(o — e].a6]. 

Er  behält  den  nämlichen  Werth : 

Xi*sin*a  +  x^^cos^a  —  iC* 

flir  alle  jene  Punkte  des  Bildes,  welche  sich  in  der  Ellipse 

I)  x^'cos'a.  a*  -|-  X|^sin  ^a,b'^-\-  2x|94sin  acosocos(0— e) .  ab 

projiciren.  Vergleichen  wir  jetzt  diese  Ellipse  mit  der  Bahn, 
welche  die  Aethertbeilcheu  des  ungebeugt  aus  der  Platte  beraat- 
tretenden  elliptisch  polarisirten  Strahles  durchlaufen.  Aus  deo 
Gleichungen 

27t 

iy  =  X, sina. sin -y  (pf— 1+ (od  — l)rf) , 

2« 
|=:XaC0sa.sin-p(9t  — C-f-  (ff— l)d);     ' 

welche  die  Excnrsionen  des  ordinären  und  extraordinären  Strah- 
les nach  ihrem  Durchgang  durch  die  Platte  vorstellen,  erhält  man 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  der  Bahnellipse  in  folgeo- 
der  Gestalt: 

II)  X|  8in*a.{*-f  Xt^cos^a.i;*— 2xiX)Sinircosacos(0— e).{i} 

=  X|X2*sin*aco8*asin^0 — f). 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  I)  und  II)  reicht  hin,  am  sa 
erkennen,  dass  die  Ellipsen,  welche  unser  Faktor  fiber  das  Ben* 
gungsbild  ausbreitet,  den  Bahnellipsen  des  direkt  durch- 
gehenden elliptisch  polarisirten  Strahles  ähnlich,  aber 
um  90^  gegen    dieselben   gedreht  sind.     Obgleich   dieser 


Lommei:    üeöer  die  Beugung  des  poiarMrten  Uckies,      217 

SaU  die  Aenderungen,  welche  der  Faktor  beim  Dickerwerden  der 
Platte  erfahrt,  aus  den  bekannten  Aenderungen  des  jedesmal 
resaltirenden  elllptiscir  polarisirten  Strahls  abzuleiten  gestattet,  so 
dürfte  doch,  cur  Bequemlichkeif  des  Lesers,  eine  unmittelbare 
Ontersuchung  derselben  hier  am  Platze  sein. 

§.  5.    Wenn  Xisina>XsCosa  oder  tga>~,  d.  h.  wenn  der 

ordinire  Strahl  der  intensivere  ist,  so  bildet  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  L)  mit  der  optischen  Axe  der  Krystallplatte  einen  Win- 
kel 9,  welcher  durch  die  Gleichung 

•  .  «  «       «       4/"T        («i*sin«a—  X2*cos*a)«         T 

«j^sin^—iia^cos^— V    j  -tb  /  j 

. '  +4gtt*<4*sln^cos^cos^0 — t)  » 

2»|X2sinacosocos(o — e) 

gegeben  ist;   das  Axenverhältniss  wird 

j  _4/~  i        (X|*sin*a  +  jt,*cos*a)*        T 
^  •j--4xi%«sin«acos««sin«(o— f)  ' 


jCi*sin^+ita*cos*c 

«_.__: . 

A      ^  2x|X2sinacosasin(o  —  () 

gefunden,  wo  das  Vorzeichen  stets  so  gewählt  werden  muss,  dass 

B  nX 

-T  positiT wird.    Farco8(o — e)  =  l,  d.h.  wenn  <<== — —  ist,  oder 

wenn  der  Gangunterschied  des  ordinären  und  extraordinären  Strah- 
tes  eine  ganze   Anzahl  von  WeHenlIngen   beträgt,    wird  --i=0; 

die  Ellipsen  gehen   demnach  in  gerade  Linien  Ober,    för  welche 
licli  unmittelbar  aus  I)  die  Gleichung: 

6  = =cotgo.ai 


"hin- 


%i       "  %i  sin  a 

-  nX  .      -    4n  + 1        k 

ereibt.     Lässt  man  jetzt  d  von  an  durch  — \ 

e  •»  ,  OD  —  t  4         M  —  a 

2fi  -1-1        Z 

dnrch    bis    — « — • wachsen,  führt  man  also  cos(o  — f)  von 

2        fi> — -« 

Horch  0  hindurch  zu  —1  hinOber,  so  durchläuft  tgg)  die  Werthe 

?0Q — -^cotgo  durch  0    hindurch    bis   -|-  — cotga,    während    das 

*i  *i 

Axenverhältniss ,  anfangs  Null,  bei  cos(o  — ()  =  0  seinen  gröbsten 

Wttth  —cotga  erreicht,   um  von  da  bei  cos(o  — f)  =  —  1  wieder 
2aiNiill  herabzusinken.   Im  nächsten  Intervall ,  von  c(= — t^-  * 
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bis  <2=^ ^,  durcbifiuft  die  grosse  Ellipsenaxe  die  Dlmlicheo 

Ricbtongen  in  nmgekefarter  Ordnuog,  o.  s.  f.  Die  Riefatnng  der 
grossen  Aze  des  EllipsensysteAs  ist  unter  allen  Ricbtunges, 
welcbe  im  Mittelponkte  des  Bildes  sieb  kreuzen»  diejenige,  wdcbe 
durcb  unsern  Faktor  das  meiste  Licht  empflingt;  in  die  Ricbtung 
der  kleinen  Axe  dagegen  ftllt  die  geringste  Erleucbtung.  Wir 
können  daher  jene  die  „Axe  der  grössten  Erleuchtung'',  diese 
die  9,  Axe  der  kleinsten  Erleuchtung''  nennen ,  und  die  obigeo 
Resultate  wie  folgt  ausdrucken :  Wenn  man  die  Dicke  der  &y- 
stallplatte  Sndert,  so  schwankt  die  Axe  der  grOssten  Erleucbtuof^ 
SU  beiden  Seiten  der  optischen  Axe  zwischen  swei  anssersten 
Lagen  hin  und  her;  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  diese 
Sussersten  Lagen  mit  der  optischen  Axe  einschliessen,   ist  deä 

Werthe  ^cotga  gleich;   derselbe  Werth  gibt,  fOr  die  Mittellage, 

das  Axen?erhältniss  des  Systems  ähnlicher  Ellipsen  an,  deren 
Punkte  durch  den  Faktor  gleiche  Erleuchtung  erbalten.  Je  mehr 
sich  die  Axe  der  grus^ten  Erleuchtung  von  ihrer  Mittellage  ent- 
fernt, desto  langgedehnter  werden  die  Ellipsen,  um  in  derGrem- 
läge  endlich  in  gerade  Linien  fiberzugehen,  welcbe  dieser  Lage 
parallel  sind. 

Da  Lage  und  AxenverhSltniss  der  Ellipsensystenie  durch  den 
Werth  von  cos(o  — e)  bedingt  sind,  und  dieser  Cosinus  voo  der 
Wellenlänge  abhängt,  so  ist  klar,  dass  für  die  nämliche  Platte 
einer  jeden  Farbe  ein  Ellipsensystem  von  anderer  Gestalt  usd 
Lage  entspricht. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden,  dass  tga>  ^ 

*i 

sei;  man  erkennt  aber  leicht  aus  den  gegebenen  Formeln,  dass 
man  fär  tg « <  ~  Dasjenige ,  was  in  Bezug  auf  die  optische  Axe 

gesagt  wurde,  jetzt  in  Bezug  auf  die  zur  ^optischen  Axe  Senk- 
rechte wiederholen  mOsste. 

Ist  dagegen  tga=  — >    d.  h.  sind   die  Oscillationen   des   ein- 

fallenden  Lichtes  so  zur  optischen  Axe  geneigt,  dass  der  ordi* 
näre  und  der  extraordinäre  Strahl  gleiche  Intensitäten  erlangen, 
so  hört  das  Hin-  und  Herschwanken  der  Axe  der  grussten  Er- 
leuchtung auf,  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  zu  einander 
senkrechte  unveränderliche  Lagen,  welche  um  45^  beiderseits 
gegen  die  optische  Axe  geneigt  sind.    Man  findet  nämlich  alsdan 
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tg9  =  ±l    und    ^=tgi(o  — e). 

So   lange    demnach   co8(o  — e)  positiv    ist,   ziviacfaen    i{=     

ond  d:= — 2 — *    >   bildet  die  Axe  der  gröasten  Erlenchtnng 

mit  der  optiacben  Axe  des  Krystalb  den  Winkel  —^45®;  dabei 
triebst  das  AxenverbSltniss  der  BIKpsensysteme  von  seinem  an- 
tii^icben  Noilwertbe  bis  1 ;  wübrend  also  bei  jenem  ersten  Werthe 
von  d  die  von  dem  Faktor,  gleichstark  modificirten  Punkte  in 
l^rade  Linien  gereiht  sind,  welche  mit  der  optischen  Axe  einen 
Wiakel  von  — 45®  einschliessen ,  bilden  bei  dem  svreiten  Werthe 
von  d  die  gleichstark  modificirten  Punkte  concentrische  Kreise  um 
die  Mitte  des  Bildes ;  flir  i^lle  zwischenliegenden  Werthe  von  d 
aber  sind  sie  in  Ellipsen   gestellt ,    deren  Axen Verhältnisse  alle 

Werthe  f'on  0  bis  1  durchlaufen;  wenn  jetat,  von  d=: — j —  •  — — 

bis  i£= — 5 — .— — -,  cos(o  — e)  negativ  wird,    so  fSllt  die  Axe 

der  grössten  Erleuchtung  in  die  Richtung  -|-  45®;  gleichzeitig  nimmt 
das  Axenverhältniss  von  I  bis  0  ab,  die  Linien  gleicher  Schwft- 
chqng,  anfangs  concentrische  Kreise,  geben  durch  alle  möglichen 
Ellipaen  hindurch  zuletzt  in  gerade  Linien  fflier,  welche  unter 
+  45^  zur  optischen  Axe  geneigt  sind.  —  Besteht  das  einfallende 
Liebt  aus  verschiedenfarbigen  Strahlen,  so  behalten  die  Ellipsen- 
•ysteme  zwar  för  alle  Farben  die  nämliche  Lage,  einer  jeden 
Farbe  entspricht  aber  ein  anderes  Axenverhältniss. 

Zum  Schlosse  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  dass  es 
Tollkomroen  gleichgiiltig  ist,  ob  das  elliptisch  polarisirte  Licht, 
welches  man  der  Beugung  unterwirft,  durch  eine  doppeltbrechende 
Kiystallplatte  oder  auf  irgend  eine  andere  Art  entstanden  sei: 
immer  wird  der  Faktor,  mit  welchem  der  Ausdruck  J^  zu  modi- 
feiren  ist,  ein  System  von  Ellipsen  vorstellen,  welche  die  Ge- 
stalt der  Bahnen  der  Aethertheilchen  im  einfallenden  Licht  ge- 
treolich  nachahmen,  aber  um  einen  rechten  Winkel  gegen  dieselben 
gedreht  sind. 
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XTIII. 

Notiz   über  den  sphärischen  Excess. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Vorerinnerung   des  Herausgebers. 

Der  nachstehende  Aufsatz  ist  mir  aus  sehr  weiter  Feme  ?oii 

einem  von  mir  hochgeachteten  Verfasser  zugesandt  worden.    In 

dem  den  Aufsatz  begleitenden  Briefe  sagt  der  Herr  Verfasser: 
^^  • 

„  Finden  Sie  in  dieser  Notiz  wirklich  etwas  InteressaDtes  md 

der  Veröffentlichung  Werthes^  so  wird  es*  zu  meiner  Ehre  gerei- 
chen, wenn  Sie  dieselbe  in  irgend  einem  der  nächsten  Heft» 
Ihres  geschätzten  Archives  aufnehmen/' 

Hieroit  war  es  mir  also  freigestellt ,  den  Aufsatz  aufzanebmen 
oder  zurückzulegen'  Ich  würde  den  Aufsatz  nicht  aufgeBom- 
men  haben,  weil  die  Darstellung  nach  meiner  Meinung  in  eitf'eiii 
sehr  wesentlichen  Punkte  mangelhaft  ist,  welche  ohne  Ergänsiuig 
ihn  zur  Aufnahme  ungeeignet  macht,  worüber  ich  nachher  das 
Weitere  bemerken  werde.  Auf  der  anderen  Seite  aber  finde  ich 
in  dem  Aufsatze  maAches  Interessante  und  der  Veruffentlichnng 
Werthe,  wohin  ich  namentlich  die,  so  ?iei  ich  weiss,  bisher  aoch 

E 

nicht  angewandte  Zerlegung  von  sin^  in  zwei  Factoren,  welches 

nach  meiner  Meinung  in  diesem  Aufsatze  der  Hauptpunkt  ist, 
wodurch  die  Darstellung  vorzugsweise  vereinfacht  wird,  rechne. 
Aus  diesem  Grunde  lasse  ich  den  Aufsatz  im  Folgendea 
abdrucken»  aber  ohne  den  Herrn  Verfasi^er  zu  nennen,  weil 
ich  es  mir  nie  erlaubt  habe  und  auch  fernerhin  nicht  erlauben 
werde,  von  mir  aufgenommene  Aufsätze  genannter  Verfa^^er  mit 
einer  Kritik  von  meiner  Seite  zu  begleiten.  Sollte  aber  in  die- 
sem Falle  der  Herr  Verfasser  die  Nennung  seines  Namens  wfio- 
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jcbeo  oder  Oberhaupt  nicht  mit  meinen  Aneichten  iber  seinen 
Aabats  sich  einverstanden  erklären  können,  so  bitte  ich  densel- 
ben nnr,  mir  davon  gütigst  so  bald  als  möglich  Anzeige  zo  machen, 
ond  soll  (lann^  ungesäumt  die  erforderliche  Notiz  in  dem  Archive 
folgen.  In  einer  Nachschrift  werde  ich  zeigen»  wie  ich  mir  die 
Darstellung  zu  ergänzen  erlauben  würde,  wodurch  aber  dem 
Grandgedanken ,  der  dem  Herrn  Verfasser  ganz  allein  gehOrt,  sein 
Werth  in  keiner  Weise  geschmälert  werden  soll.  Ob  übrigens 
etn  ähnliches  Verfahren  nicht  vielleicht  schon  früher  angewandt 
worden  ist,  worauf  es  aber  zunächst  nicht  besonders  ankommt, 
da  der  Gegenstand  gewiss  an  sich  fSr  viele  Leser  lehrreich,  in- 
teressant tind  neu  ist,  kann  ich,  wie  schon  erinnert,  mit  völliger 
Bestimmtheit  nicht  sagen.    Ich  lasse  nun  den  Aufsatz  selbst  folgen. 


Notiz  fiber  den  sphärischen  Excess. 

Es  giebt  bekanntlich  mehrere  Ausdrücke  fttr  den  sphärischen 
Excess  £,  von  welchen  der  Lhuilier*8che  der  eleganteste  ist, 
nämlich : 


fang  iE  =  Y  tang  — j —  tang 3—  tang  — j—  tang  — j 

Za  dieser  Formel  führen  verschiedene  Wege;  einer  der  einfach- 
sten nnd  am  Leichtesten  im  Gedächtniss  zu  behaltenden  scheint 
mir  folgender  zu  sein. 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten,  A,  By  C  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks,  bedeutet  ferner  2p  die  Summe  der  drei 
Seiten,  2P  die  der  drei  Winkel,  so  gelten  die  bekannten  sphä- 
risch -  trigonometrischen  Formeln : 

(I) 

•  "      i/"     ct>sPeos(P — A)        ,   b     4/      co8#»co8(P— Ä) 

.    c  _  4/  _eosPco»(P^C) 
2        1  sin  il  sin  ^ 

Es  folgt  daraus  durch  Multiplication : 

.  a  .    6   .    c  cosP  V  -'COsPcos(P'-A)co8(P--ß)co»(P~C) 

£       2       2  sinC  sin^smfi 

cosP    sine 
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Der  spliftmohe  Ezcess  M  aber 

E=2l  +  Ä  +  C— l80ö=:2P— 1800, 

E  E 

woraus  P  =  90®+ o-  «n«'  co8P= — sin-Q-»  so  das« 

a       b 

JE       «""2*'"2  .  ^ 

sin  o"  =  — sin-C 

2  c 

cosj 

.    «    .    6 

^  sing  sin g  2  Vsinpsip(p— fl)  sijD(p->&)8in(p^c) 
c  sioasinft  ' 

COSö 

also  endlich: 

(2) 


.  E       V^sin^sin  (p  —  a)  sin  (p  —  6)  sin  (p — c) 

^       a        b       c 

2  cos  n  cos  ö  cos  n 


2        .  ^       a       b       c 


Der  Ausdruck  rechts  kann  in  zwei  Faktoren  zerlegt  werden, 
so  dass: 

(3) 


sina-8in^  2  '  gln*^  ^     sin --^ 

o       S       c 
cos^eos^cosn 

p — II       p— 6       ö— c 
cos  5  cos  ■  Q     cos  *--g—  cos    A 

a       6       c 

cos  n  cos  Q  cos  ^ 

von  welchen  der  eine  =sin-j   und  der  andere  =cost  sein  wird, 

,4  4 

wenn  es  nachgewiesen  werden  kann,  dass  die  Summe  ihrer  Qua- 
drate =  1  ist,  d.  i. 

(4) 


sin%siD^-"^sin^--5~sin^--5~  +  cos^cos^— ^  cos*- 

a       b       c 
=  C0S5  cos  ö  COSx* 


— c 
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Werdeo  die  Produkte  der  Sinusse  und  Cosinusse  durch  Sumnies 
ersetzt,  so  ergiebt  sieb: 

i 

[cos  g  —  cos  (p  —  2^  J  [cos  — ^ cos  {p cj— )  J 

+  [co»2  +  cos(;>—  cpj[cos  -2~+cos(p Y'^\^ieou^coB^eou^f 

und  nach  Ausßihruiig  der  Rechnungen : 

a       6—c  .         .        a.       ,        *  +  <?v     e^       a       b       c 

CM  ^  cos — ^+  COS(p — 5)C08(p 5— ;=2C0S5C0S5C08rt« 

Werden  hierin-  wieder  die  Prodölcte  durch  Summen  ausgedrückt, 
so  gelangt  man  zu  der  eleganten  Formel: 

(») 

a  +  6  +  c  .    b\c  —  a.    a^c  —  b   .    a  +  6  —  c 
cos 3 f-  cos s 1-  cos 5 -f-  cos   ö 

=4  cos  A  cos  ^  cos  ^ » 

welche,    wie  man    «ich    leicht  dberzeugen   kann,   eine  Identität 
darstellt. 

Man  gelangt  noch  zu  einer  Identität,  wenn  man  in  der  vor- 
letzten  Gleichung  für  p  seinen  Wertb  schreibt,  alsdann  wird: 

*  — c  ,        b\c  b       c 

cos  — jy— +  cos  — o— =  2  cos  5  cosa  • 

Es  folgt  nun  daraus,  dass  die  Faktoren,  in  welche  der  Aus- 

E 

dtoek  för  sin -3   zerlegt  wurde,  wirklich  den  Sinus  und  Cosinus  von 

E 

-7  darstellen ,   dass  also : 


(6) 


.  p  .  y— g  .  p—b  .  p— c 

sin —  sin     ^2    sin     ^    sin     ^^ 

ab        c     ~^ 
cos  Q- cos  ö"  cos  T- 


p       p-^a       p — 6       p— c 

COS^  C08^--rt—  cos^—  cos^— 

a        b        c 

COSirCOS^COSn 
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woraus  folgt: 

-       E     4/         p         p  —  a        p — 6        p— e 
tang  4  =  \  tang^  tang^:^  tang^^  tang^-y-  , 

welches  die  Lhailier'sche  Formel  ist. 


Nachschrift   des   Herausgebers. 

Wie  ich  schou  erwfthnt  habe»  ist  der  Hauptpunkt»  auf  den 
es  in  der  obigen  Darstellung  yorzugsweise  ankommt»  und  durch 
welchen  die  Einfachheit  des  Beweises  hauptsächlich  bedingt  wird, 
die  Zerlegung  von : 

.    E V"sinpsin(p— g)sin(y— 6)sin(p~  c) 

*"•  2  -  ;;     ä      b     i 

2 cos ^ cos a  cos n 
in  zwei  Factoren/  wodurch  sich  der  Ausdruck: 


.  p   .  p  — «  .   P--i  .  p—e 
sing-sin^-s — sin     ^    sin*^  ^ 


a       b       c 
cos  ^  cos  ^  cos  ly 


p       p — a       p — b       p — c 
cos  §•  cos     ^     cos     a     cos  ^  Q 


cos  ö  cos  n  cos» 

ergiebt.    Auch  ist  es  ganz  richtig»  wenn  der  Herr  Verfasser  sagt: 

E 

„der  eine  dieser  beiden   Factoren  wird  =sin  j  und  der  andere 

E 

=:cosj  sein,    wenn    es    nachgewiesen   werden   kann,    dass  die 

Summe  ihrer  Quadrate  =1  ist."  Letzteres  beweist  der  Herr 
Verfasser  auch  ganz  richfig.  Wenn  nun  aber  am  Ende,  nachdem 
dies  bewiesen 9    ohne  Weiteres  der  erste  der  beiden  Factoren 

E  E 

=  sin7,    der  zweite  =cos2   gesetzt  wird;    so   ist  dazu  nach 

meiner  Meinung  in  der  That  gar  kein  unmittelbarer  Grund,  — 
wenigstens  nach  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers»  —  vor- 
handen,  indem  man  eben  so  gut  den  ersten  der  beiden  Factoren 

E  E 

=  cosj,  den  zweiten  ^  sin -7   hätte  setzen  können.    In  diesem 
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Packte  ist'also  nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  mangelhaft» 
und  darin  liegt  der  Gmnd,  welcher  mich  bestimmt  haben  wCIrde, 
den  Aufsatz  nicht  aufzunehmen,  wenn  mir  derselbe  nicht  auf 
der  anderen  Seite  doch  manches  Interessante  und  der  Mittheilung 
Werthe  zu  enthalten  geschienen  hätte.  Ich  will  nun  zeigen,  wie 
nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  vervollständigt  und  vielleicht 
biD  ond  wieder  noch  etwas  eleganter  gemacht  werden  kann,  aut 
welches  Letztere  ich« aber  keinen  besonderen  Werth  lege,  indem 
ebeo  so  gut  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  hätte  beibehält 
teo  werden  können. 

Weil   i:=2l+Ä+C- 180»,    also   i£;  =  4(.l  +  Ä+C)  — W 
wt,  so  ist: 

eoBiE=B\ni(A'^B  +  C),    sini£=— cosKil+^-f  C); 

und  folglich: 

cosiE  =  B\oi(A  +  B)coBiC  +  cobHA  +  B)  sin^C, 

BiniE  =8tni(A  +  B)s\nlC'-co8i(A  +  ß)co8iC; 

nach  den  Gauss'schen  Gleichungen  ist  aber: 

sini(/l-|-^)cos|c=cos4(a — 6)cos4C 

coBÜA-t-Bjeosic^^coa^a  +b)s\niCi 

also: 

,  -,      cos4(a  —  6)  cos4C*  +  co8  i(a  +  ftJsin^C*  ^ 

«~**^  = ^^m  ' 

.      _      lcosi(a — b)  — cosi(a-f  6))  siniCcos^C 

«°**^  = ^i;^ ^ 

MfBeb,   wie  man  sogleich  übersieht: 

-      cosiacosi6-f-  sin^sinJAcosC 

COSu#  = — ; f 

•^  cos|c 

.    ,_      sin  ^  sin  ^6  sin  C. 
sm  its  =s i > 

aber  bekanntlich,  wenn  wie  gewöhnlich  a=Ka-f6-fc)  gesetzt  wird  *) : 
^    cosc--cosocos6  ^    2V^inasin(f— a)8in{a— 6)sin(a— c) 

COaC= ;; ; — i »     SinC= : ; — 7 — — 5 

smasin6  sin  asm  6 


*)  Der  Herr  Verfatser  schreibt  p  statt  «,  welches  Letztere  mir  ge- 
laaflger  ist. 
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also  9   wenD  man  zugleich 

sin  oain  6:=  4810^010^  cos  ^€08)6 
seilt: 

.^ 4co8Jn*co8^  4-  (cosc  —  cosacos6) 

I  4co8|acos^cos^  ' 

•    -  E»       V^sin  t  sin  (*  —  a)  sin  (*—  6)  sin  (s — c) 

sin  ^üi  = s r r-r f- ; 

2  cos  ia  cosi6  cos  ic 

folglich,  weil  bekanntlich 

4co8ia*co8i6*  =  (1  +  cosa)  (1  -f  cos6) 
Ist: 


1) 


,-,      1 -h  cosa -f-eos  6-1- cosc 

C08f£f  ;=  — 5 i TT i *  • 

4  cos  fn  cos  fO  cos  ic 

.    -jj, V  8inf8in(f— g)8in(f— 6)sin(^— c) 

*  2co8^cosi6cosic 

Nun  setze  man  der  Kürze  wegen: 

t        _A/"c08^f  cos  t(5  —  c)  cos  j(f — 6)  COS^lr^c) 
If  COS  4«  cos  \b  cos  \c 

^  \  ,.v — 


sin  Im  sin  jjs  ~  a)  sin  l(s — b)  sin  i(t  —  e)  ^ 
cos  i«!  cos  46  cos  4c 

SO  ist  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  offenbar ; 

3) 8in4£  =  2tio. 

Leicht  erhSit  man  aber  aus  2)  nach  sehr  bekannten  goniome« 
trischen  Formeln: 

4  (tf'  db  f>^)  cos  4a  cos  46  cos  4c 

=     tco84a  +  eos(i  — 4<i)l  |cos4(6  — c)  -f-cos[i  — 4(*  +  c)]l 

J:|co84a— co8(i  — 4a)Uco64(6 — c)— cos[* — 4(*  +  c)]|, 

oder: 

4  (tc^  db  ^^)  eos  ia  cos  46  cos  4c 

:=     t  cos4a  +  cos4(6  +  c)]\ cos4<6  —  c)  -|-  cos4tf ) 

dt  ( cos  4a  —  cos  4(6  +  c)  1 1  cos  4(6  —  c) — co84a } ; 

alsoy   wenn  man  die  Multiplicationen  ausführt: 
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2(ai* — «*)  cos  ia  cos  ^  cos  ic  =  cos  id*  -f  cos^ft — c)  cosüb  -f-  c) ; 

ilto  nach  sehr  bekannten  Formeln: 

,   (ic^-f-t>')cosiac0si6cosic^co8iacosj6cosic,  ,  ^ 

4(t^ — tß) cos^ cos  |6cos ic  =  I  -f  cos  a -|- cos 6  +  cos c ; 

also: 

...      ,       .       .      1 +cosa  +  cos*  +  cosc 

4  cos  ia  cos  16  cos  |c 
und  folglich  nach  1) : 

4) i««  +  r«=l,    II«— ©«sscosii;. 

Dorcb  Addition  und  Sabtraction  dieser  beiden  Gleichungen 
erbllt  man: 

2t««  =  1  +  cosiE  =  2cosi£«» 

2r«=l— cosJ£;  =  2sini£:«; 
alfo: 

tt«  =  co8i£«,    r«  =  sinj£«; 

ond  folglich «  weil  cosi£^  und  sin^E  offenbar  beide  positiv  sind: 

5) tt  =  cos|£,    o=:sin^£; 

folglich  nach  2): 

-j, aTcos  i$  cos  1(8 — a)  cos  ^i — b)  cos  Hs^c) 

*  ▼  cos^aeos^cosic 

«)  :  r 

*  T  cosiacos^cos^ 
ilso  durch  Division : 

7)    tang  i£  =  V^tang  \s  tang  i(f — a)  fang  Ki— 6)  tang  i(# -~  c)  • 

weldies  die  zu  beweisende,  von  Lhuilier*)  gefundene  Formel  ist. 

Etwa  auf  diese  Weise  muss  der  Beweis  vervollständigt  werden . 

Dass  cos^£  und  sin|£  beide  positiv  sind,  wie  oben  behaup- 
tet wurde,  erhellet  leicht.  Denn  es  ist  bekanntlich  kein  Winkel 
<let  sphärischen  Dreiecks  grösser  als  180^,  also : 


^)  Auf  den  Titeln  der  verschiedenen  Werke  dieses  IrefTlichen  IHii- 
(heaatikert  ist  der  Name  thcils  Lhnilier  (Algebra),  theils  L'Hni- 
Her  (Expositio  elementaris)  geschrieben. 
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2l  +  Ä  +  C<ß^i 
und  folglich 

il  +  B+C— 180o<360», 

also  £< 360^9  \E^W^,  woraus  das  Behauptete  uomittelhar  folgt 

MOge  der  Herr  Verfasser  aus  vorstehenden  Bemerkungen  die 
von  mir  seinem  Aufsatze  gewidmete  Aufmerksamkeit  erkennen. 
Sein  Name  soll,  wie  schon  erinnert,  sogleich  genannt  werden, 
wenn  er  mir  seinen  Wunsch ,  dass  dies  geschehe,  zu  erkennen  giebt. 


Kurzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines  Ellipsoids 

Yon  einander. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  zwei  gerade  Linien  im  Räume  durch  die  Gleichungen: 
X— Oo     y  — Ao     «  — «b      «—Ol      .V— *i      *  — «1 

COSOo         COS/^o         COSy^  cos«!  C08/?|         COS/i 

charmkterisirt  sind,  deren  kürzeste  Entfernung  von  einander  durch 
£oi  bezeichnet,  und 

cos  FFoi  =  cos  oo  cos «i  -t*  cos  ß^tos ßi  -f  cos  fo  cos  fi 

gesetzt  wird;  so  ist*): 

(flo — ui )  (cos  /Jo  cos  y,  —  cos  y©  cos  ßi) 

+  (Öq — 6i)  (co.s  Y^  cos  «1  —  cos  a^  cos  y^) 

_      (   •Kco~C|)(cosgoCOsft— cosfecosai)  ^ 
^-*  sinW^., 


•)  M.  j.  Tbl.  XXW.  S.  5.  Nr.  14). 
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ireiiii  Bian  in  dieser  Formel  das  obere  oder  oDtere  Zeichen  Dimmt, 
jenacbdera  die  Gruaee  anf  der  rechten  Seite  des  Gleichbeiteiei* 
cbeas  poeitiir  oder  negativ  ist. 

Sisd  nno  (^oyoio)  ^^^  (^i^i^i)   '^^^    beliebige  Pickte   des 
durch  die  Gleichung 

diarakterisirten  Ellipsoids^  so  sind  bekanntlich: 

g-^_.y— yo_»— «0     J?— ^t„y-^yi_.g— >i 
^         So        ^    '      ^         Vi        i 

a«  6*  c*  a«  6«  c« 

die  Gleichungen  der  diesen  Punkten  entsprechenden  Normalen  des 
Ellipsoids;  und  wir  kuonen  also,  wenn  G^^^  Gi  gewisse  Facto« 
reo  heseiehnen,  für  diese  beiden  Normalen  respective: 

coso^=Cro^>     cos/^o^^o^^     co8yo  =  Go^: 

cos  «1  =  C,^  f    cosft  =  Gl  |i ,     cosy,  =  &i  ^ 
setiea.    Also  ist  immer  in  den  obigen  Beseichnnogen : 

cos  W^oi  =  ^'0^1  V,~ä*"  ■''  "6*"  ^"  "c*  /  • 
Mgllcb : 

«enn  wir  uns,  was  oSenbar  irerstattet  ist,  den  Winkel  W^x  >^'>- 
Hhen  0  und  180^  angenommen  denken,  und: 

cos  /^o  cos yi  —  cos  y©  cos  ft  =  GoGi  ^^^tjl^^  * 

cosyocosoi  —  coso^cosyi  =6rttG|^^^  «       » 

cos  o^  cos ßi  —  cos  ß^ cos  a,  =  G^Gi    ^^'  i ai       » 
*bo  nach  dem  Obigen : 


^ggi      -rvyo-yw      gtflf     TV»o-i;      qi^a 


Thtil  XXXYIII.  16 
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\Nao  \»%  aber  oach  dem  Obigen  offenbar: 

also,  wenn  man  diese  Ausdrjicke  in  die  vorstehende  Formel  einfährt: 


Ol       ■  ~~ 


£--  s:s  ^ == — ' — "— — j-i!^"'-    ■  '   *    ■' 


4  /  i(S)X^)Xl)'i  i(3)X&)Xä)'l 

oder  pach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 

(j?o-^ir  ^2^i — +(yo-yi) — "i^ä — +(«0-  «I ;     ^ig^^ — 


natÖrlich  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen ,  j< 
dem  die  GrSsse  aof  der  rechten  Seite  des  Gleichheifszeielweiis 
positiv  oder  negativ  ist.  Man  kanii  diese  Formel  auch  auf  fol- 
gende' Art  schreiben : 

Weil»  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt: 

(oTo— a:|)(yo2i  — «oyi)+ (yo  — yi)('oa?|— a:ot|) +(2o— «iX^i^i— S^^i) 

=  0 

ist^    so  kann  man  offenbar  setaen: 

oder  der  Kürze  wegen: 

wo  die  Beijeulung  veiO  Z  und  iV  sogleich  von  ^Ibst  erhellen  irird. 


Weil  Dan 
Ist;  so  \a\ 


■od 


JV« 


a^<!^ 


^      \      o  c  c        a/ 


also,  wenn 


!  *  •*  •    «I    jV     a     .  c  e        aj 

e.V.».'«      ,    .  o         */ 
nd  ' 

gesetsl  wird:  ^  \ 

Z' 

i'ftefsi  mao  iran^  afie^:  '   .       )       (      .  '^ 

"  ,2-=  a_5,?Lp(fcs..»-irJ^.^) 

«  ^       «•'      c      \      &       *  o  a  Ja    ' 


I  « ' '. 


.  I 


I6* 
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und 


\a/    \      a       '  c  c     *  a  / 


1 

80  ist  offenbar: 

a  -"^/V*' 
woraus  erhellet«  dass  die  GrSsse  — ^  in  Besag  a«f  die  G 

a*  a*  a  ö  c 

eine  Gr5sse  der  aweiten  Ordnung  ist,   welches  nachsuweisen  der 
Hauptsweck  dieses  Aufsatzes  war. 

Man  kann  auch 

Z'=    (l-^2L=&f!o.f!_£o..^\ 
^       a^      b    ^c    a         a    cj 


und 


\a/    \c    a       a     cJ 

+(D'(??-?  ?)' 


oder 


-<'-?)(!'i-??)'-<'-?j(?¥-??)" 


oder,  weil 


eines  BiüpeoidB  wm  einander,  288 

ist, 

FQr  das  Rotatioos-Ellipsoid  Ut  ai=6  zo  setsen,   also: 
^_       ^       tr     e      \a     a       a     aß 

Setit  man  id  diesem  Falle 

;r=aeo«£cosBy    ^f ^asinLcosJS,    xsscsinB; 
so  ist 


and 


a     a       a    a  ^    *     ^'  "  ' 

ferner  offenbar 

^  ^  9^  +  ?^»  =  sin  B^ sin  ^i  +  eos (Lj  —  j&o) cos  J^o^osi?! ; 

lUo: 


„  2(1 ^Bia(Li-Lo)s\nHBi-Bo)cosi(Bi+Bo)cosBoCosßi 

-^—  I  — ^ —      ■ ,  .  .  -  — 

»      j       -.(l-.^8ln(L,-i:i9)«co8Bo"«<wÄi'        ( 
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D0nkt  man  8icl^  ein  gpbftri8cb«8  Drdeck  bcscbriebto,  in  wel- 
chenü  die  Seiten  90^— ifo>  W^-^Bi  einen  iM>n  dem  abaokiteB 
Wertbe  von  L|— X^  gemessenen  Wipicel  einscbliessen,  und  be- 
zeicbnet  die  ^dritie  Seite  dieses  8^b£r)dcbeo  t>reitcks  dnreb  L^, 
so  ist  '  ^ 

cos  Lox  =     cos(9(F— lÄg)  cos(fliO^— ^,) 

+  cos(L,  —  j&o)  sin(90^— Ä;>)sin(90®  —  Bi), 


also^ 


cos  1^1 1^  s!n  Bosin  Bi  -f  bos(X|  — Lq) coaBotosBi  • 


nnd,  fotgikb  nacb  dem  Obigen: 


c« 


IT  2  (*  — :;;5)»»n(A  -  ^o)  «ini(Äi  —  A))  cosK^i  +Äi>)co«So  eo«Äi 

*^oi I  « 


•  f  * 


«         "^        4/"  C* 

Y  sinlr^i*— (1 ^sin(L|  —  L^y^cos Bq^cosBi^ 

Für  das  allgemeine  dreiazige  Ellipdoid  kann  man  bekanntliek 
in.ijinlifiber  Weise 

x=:acosircos]$,    ^=:6sinircos]$,    2  =  csin]$ 

setzen,  wo  dann  freilieb  die  Formeln  weitläufiger  ausfallen,  ires* 
halb  wir  der  Kürze  wege«  uns  darüber  jiMst  nfcbl  weiter  verbrei- 
ten wollen. 

Leicbt  kann  man  nun  aucb  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  der 
'Punkte  der  körzesten  Entfernung  finden,  die  wir,  wie  ia  den 
Aufsätze  TbK  XXXV.  Nr.  I. ,  auf  den  wir  uns  hier  überhaupt  be- 
ziehen, durch  jToit  ^01»  h)i  ""^  ^10»  ^io>  ^0  bezeichnen  wollen. 

Zunächst  findet  man  leicht: 

(:ti  —  Äo)  (cos  «0  "^  cos«i  cos  iFoi ) 
+  (.Vi  -3fo)(cos/?o— cosft  cosFToi) 
+  («I  —  «o)  (cosy^j  —  008  Yi  cos  Woi ) 

(..-^.)[?.-6',.ä(^+3^+,^)] 
1.1,       ,  ^  r*»      r  «*•  Z'^'»*'  j.  Vo»!  ri*»HM 

=-Goii-(^2^+«^+^-§)ni  +  Gi-("#  +  ^+^> 


eines  EiUpsaiiU  wm  einander,  S8ft 

usd 

» 

(Xf^^-Xi)  (C08 «1  -*C08 Oq cos  Wqx) 

+  («a  —  2i)  («••yi  - cosy^jco«  IFoi) 

Die  GleicbungeA  dei'  BeMhmnia^sebeD^o  des  Bilipsoids  in  den 
Punkten  (x^^o^o)  *^'>^  (^i^i'i)  *>*^^  respective 

r 

und 

^zeichiieo  wir  also  die  von  dem  Mittelpankte  d^s  Ellipsoids  oder 
dem  Anfange  der  Coordinaten  auf  die  in  Rede  stehenden  Berfih» 
roDgsebenen  gefüllten  Perpendikel  durch  Vo  and  P|,  so  ist  nach« 
dta  Lebren  der  analytlsoben  Geometrie: 

1  1 

p 1 p  — 


also  nach  dem  Obigen : 

Bexeicbnen  wir  ferner  die  auf  die  Berührungsebenen  in  (^o^o'o) 
oad  (xiyxZx)  respective  von  (xiyiz{)  und  (^ro^n^n)  geftlUen  Per- 
pendikel durch  Qo  und  Q| ;  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie:' 

* 


886 
und 


ßrunerl:    KOnesle  Umlfernumg  %meter  Nonutitn 


Qi*= 


_!>•- 


— : — — .    _        i—  » 


oder: 


ii' 


Qo*= 


und 


<?!*  = 


Nun  ist  aber 


=  K?r+(?)"+(?)'u  (?)■+(?)•*  (1)1 

folglich  dieso  letstere  Grösse  positiv,   und  daher: 

also  offenbar  auch  die  Grösse 

V   /i«   ■■■   6«  +  c»/ 
positiv.    Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


«0  = 


VO)XS)W 


und 


einet  EUf)ftotds  Ptm  ttnaiuter.  397 


also  offenbar : 


-^^^«~  +  V  +  W  -  Po  ~  ?^ 


Lassen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Winkel  «ot  ßot  Yo 
ond«!,  /?|9  yi  den\von  den  Punkten  (^o^o^)  ond  (a?|^iZi)  ans 
oacb  dem  tnsseren  l^aame  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Tbeilen 
der  Normalen  entsprechen ,  so  ist,  wie  ich  in  ThI.  XXXVI.  8. 83. 
Nr.  6)  gezeigt  habe : 


a«  a« 


c*  c* 


also  nach  dem  Obigen: 

cosoo  =  Po^»     cos/Jo^/^)^»     cosyo  =  '*o^5 

coso,  =P,^,     cosA=P,^,     cosy,  =  P,^; 

sod  bezeichnet  nun  lOoi  den  von  den  in  Rede  stehenden  Tbeilen 
dtr  beiden  Normalen  eingeschlossenen ,  ]80^  nicht  Übersteigenden 
Wiokel,  so  ist 

cos  Wqi  =  coH  oo  cos  ft]  -f  cos  ßo  cos  ßi  -f  cos  yo  cos  yi , 
iho  nach  Vorstehendem: 

coswoi  =  n^i  V^^li-  +  "g«~  +  -^J  » 
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folglich : 

ö*   ""^   **   +  c*        PoPt  ' 
Hiernach  ist  nun  nach  dem  Obigen: 

(xi  —  Xo)  (cos  o^ — cos  Ol  cos  Woi ) 

+  (Sfi  -*yo)  Oco«  ßo  -  Co«  A  cos  If  Ol) 
+  (j|  -^ZoXcoßyo  —  cosi^tCosIfoi) 

=  -  Co^r(i»o  +  Pi  co8«oi) 

nnd 

(a?o— *i)  (cos  «1 — cos  Oq  cos  Wqi  ) 

+  (yo— yiXcosft  —  cosfocos  IFoi) 

+  («0  —  *i)  (cosy,  —  cosyocos  IFoi) 

=  -  G,  j^  (P|  +  /\» cos  tcoi). 

Folglloh  ist  nach  ThL  XXXV.  8. 4.  Nr.  8)  in  der  dqrt  gebrauchten 
Beielohnung : 

n    ^      r  _?!_    /^)-|-^|CostOoi      . 
n    ^      n    9^   fi   f  Ppcostfloi 
Nach  ThK  XXXV.  8.  2.  und  8.  3.  Nr.  5)  und  Nr.  6)  ist  aber: 

und 

^io  =  ^i  +  G,oCOsa,,    .Vio=yi  +  G|oC08ft,    2io=Zi +G,oCOS7| ; 
also: 

a?oi  =a:o  +  Goi  Go  -,  ,    yoi  =  Ifo  +  G«,  Go p,    «oi  =  «o  +  G^,  G«^ 
und 


€in€9  BUipMM$  von  einmpdtr. 


3»» 


H  . 


Muttdi  iHidi  den  Varhergehendefts 


«■d 


also: 


■ad  : 


•^1 


t 


''Ol  I 


o 


^<«l    I  


a*    '     /*|«iniD„,* 

^„e,  p.,+/*,cogtc.,, 

Ä»    •      P,«ntp„.«     ' 
P.Ol   P^HVosttM. 


n«  «in  Wo,* 


SS« 


=  1  - 


PyQ,     Pl^P^COSWoi 


6« 


sinic.., 


I  "—  m       •  •  m  • 

ti  c*  sintOol 

Man  wOrdeaus  diesen  merkwCIrdigen  Ausdröcken  noch  ver- 
•ditedene  andere  Ausdrficke  ableiten  können,  irobei  ich  jetzt  aber 
«Mt  länger  verweilen  will. 

Bailftofig  will  ich  nur  noch  auf  den  folgenden  Satz  aufmerk* 
nacken.    Ea  seien 


/ 


i^Gruneri:  KürzeUe BtUf^am.%»€ier NQrwuti,  ein  Siifps. 9. eiiumd. 

(^«yo«d)>    (^i9ih)f    («13%«») 

oder  Aq,  Ai,  A^  drei  Punkte  eines  Ellipsoids,  darch  welche  an 
dasselbe  Berfibrungsebenen  gelegt  sind.  Auf  diese  Berfihnuig»- 
ebenen  seien  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  die  Perpeodi- 
kel  Pq,  Pi,  P^  geftllt.  Femer  seien  auf  die  Berfibrungsebene 
in  iio  von  Ai  und  A^  die  Perpendikel  Q^i  und  Qq^,  auf  die  Be- 
rübrungsebene  in  Ai  von  A^  und  ii^  die  Perpendikel  Qi^  und 
Qio»  AQ^  dl®  BerObrungsebene  in  A^  von  A^^  und  Ai  die  Perpen- 
dikel Q^  und  Qai  geßillt.    Dann  ist  nacb  dem  Obigen: 


1 


'  al»o  ist: 


PoP.Pt    -    PoPiPt    ' 
woraus  sieb  die  bemerkenswerthe  Relation 

ergiebt. 

Eine  frühere  Untersuchung  von  mir  fiber   denselben  €regen- 
stand  s.  m.  Tbl.  XXI.  S.  314. 
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-+»»  [ß.  +(-  D-  [J+ 2;^  +....+  äxVil] 

+ ( _  i)-i  *.+V  [ui + [4 + a^^  '^^ ,  +  .]] +(-!)••« 

+ 

Wi« leicht  ermchtlioh,  bedeuten  luer  die  vemeMedeneo  a^ß^f^m^l 
die  Wertbe  der  obigen  a,  6,  c, ,...  f  in  Besag  aaf  »v  «•— ],»w»L 
Da  nun  in  der  vorstehenden  Gleichung  der  Theil  linke  vom  Gleicb 
heitezeicbeo  eine  gan^e  Zahl  vorstellt,  so  muea  notfafvendlg  aocb 

+  ••  .  .  .  ; ■•......• 

and  daii«r 

mit  einer  ganzen  Zahl  identiecb  sein. 


*)  Da«t  statt  der  nn^eradcn  Blnomiiil^Goefftcicintea  aaeb   die  §9f' 
den  in  Anwendting*  Itomnien  kfinnm,   ergiebt   sich   wegen  der  Bestahaag 


r         m—r 
«»  =  »» 
«»fort. 
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Wie  »ofort  eMenebtet,  Usst  dieses  Ergebaiss  noch  dadurch 
sich  vereinfachen^  dafts  man  von  den  Zahlen  2a-|-l9  2^4  !*•«••> 
2a|-fl,  2/f|-fly....  u.  8.  w.  diejenigen  ausscheidet,  welche  be- 

liehnn^weise  Primfactoren  von  ^H-iJS,  *^^J5  a.  s.  f.  darstelleti. 


n.    Bedeatet  /^(O)  den  2fiten  Differentialqaotlenten  der  Panc- 
twa  fz-=z  ^jjit  so  ist  bekanntlieli : 

V 

Ffir  /^(O)  aber  eigiebt  sich  näcb  dem  bekannten  Laplace*  sehen 
Verfahren  *) : 

2||  an-l       «iH-l       2fli~l  Sn-1 

/^(0)=  2^(221» -.!)[  ^1  —  ^  +  ^8  —  ..•+  ^i«-i], 
wo 


A^  =p«-'  -  j  (p-l)«'->  +  — j-5^"(p-2)«-»-... 

2n.(2w-l)..>.(2i»— pf2) 
^^^  1.2.3... (p  —  1) 

nirp=:l,  2,  39....211  — 1  gesetzt.  Da  also  hiernach  Ai,  A^,,.,. 
ginie  Zahlen  aasdrdcken»  so  erhellt  sofort,  das8  aach 

n 

eine  ganze  Zahl  bezeichnet**)*  Hieraas  aber  ergieht  sich  mit 
Hfilfe  des  Ferro at'schen  Satzes  eine  neue  Folgerung.  Bedeutet 
Dlmlich  n  eine  ungerade  Primzahl ,  80  bat  man : 

2«^«-lsO(mod.w) 
ud 

2*»=2«. 


•)  Lacroix.  Trait^.  T.  III.  p.  107  ftqq    —  ^appleni.    xo  KlägeTs 
«•tbem.  Wörterbuch e  von  A— D«  Art.  Rerno  til  I lösche  Zahlen. 
**)  DaMelbe  folgt  s.  B.  auch  bqs  der  Relation : 

^^  die  ^  dte  Secanten  -  Coeffirienten  niofl. 
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Ist    demnach    n  >  3»     so    kann     nor    d«dardi    die    Bedingug 

2Sti-i(2*" \)Bn 

— ^ — =  einer  Ganzzahl  erfiillt  werden,    das«  &  in 

n 

Zähler  fi  als  Factor  entbSlt. . 

Wir  können  diesem  8atze  eine  allgemeinere  Fassung  gebeo, 
indem  wir  die  Bedingung  anfsacben,  welche  erfällt  sein  mos«, 
damit  flir  ein  zusammengesetztes  n  irgend  ein  (ungerader)  Pria- 
factor  desselben  einen  Theüer  von  2^ — >1=4" — 1  bilde.  Sei 
daher  n^vp^  wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ausdrückt  Heiast 
d  der  kleinste  Exponent,   filr  welchen  die  Congruenz  Statt  bat: 

4^^1  (mod.p), 

so  muss  noth wendig  p — \z=zmd  sein.    Weil  aber  aus 

4j»-»  =  1  (mod.p) 
folgt: 

4»P  =  4», 
so  muss  für 

4»=1 

offenbar  v  =  m|c2  sein.  Findet  mithin  diese  Bedingung  nicht  Statt, 
so  kann  p  nur  in  dem  Zähler  von  fi«  vorkommen.  Die  Bediugaiig 
v=^mid  aber  muss  jedesmal  eintreten,   wenn  auch  2p -fl  efoe 

mm 

Primzahl  bedeutet.     Denn  ist  <=-  ein  solcher  Theiler  von  a, 

c 

filr  welchen  2f-|-]  zu  einer  Primzahl  wird,  so  folgt: 

2«=1  (mod.2e+l) 
und  daher  auch : 

2*»=1  (mod.  2f -I- 1). 
Hat  man  n=0|p«,   so  entspringt  zunächst: 

,     4(P-») !»"■**  =1  (mod.p«),   fdgUcb  4np"s4»t?*"\ 

Und  nennen  wir  jetzt  c^  den  kleinsten  Exponenten,  fSr  welchen 
die  Congruenz 

4«ii  =  |  (mod.p«) 

Gültigkeit  besitzt,  so  muss  für  den  Fall 

4«'iP**"*  =  l 

©ip«-*  noth  wendig  ein  Vielfaches  von  dj  vorstellen. 
So  ist  z.  B.  für  11  =  3.5: 


4«=1  (inod.(^)    and   4^34*^   ako   3(s)9, 

861S8412760(M  _  6. 17231682SS201 
Ä~i?u-^         |j3§2^      —     2.3.7.11.31    ' 

Pflr  its=5*  hat  man: 

4'«sl  (iuod.6«),    4*»s4»; 

«onaeb    d]  =  10  (=)  5.    Dem  Obigen  anfoige  niac»  aooiH  der  SMi« 
ler  von 

49S(W7a05M1079648ai9477g25 

^«*"~  on 

ein  Haltiplam  von  25  beieichnen,  was  -*-  wie  man  «iefat  *-  io  d^ 
That  der  Fall  ist. 


III.  Elementarer  Beweis  eines  Stern'achen  Lehrsatzes. 
Setst  man  ^=  1.2.3  ..../» — 1,  so  muss,  falls  p  eine  Prim- 

wr         mg  mm 

lahl  bedeutet,,  üf-f-ö"  "I"  Y"^"""^    1  ^"'^^  P  tl^^Hbar  sein. 

Dieser  —  so  viel  ich  weiss  —  zuerst  von  Herrn  Professor 
Stern  in  der  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  Euler'schen 
Integrale.  Guttingen  1847.  8.  39.*'  ausgesprochene  interes- 
sante Lehrsatz  lässt  sich  nach  meinem  Dafärhalten  kurz  so  be- 
weisen. 

Da  nftmlich  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird^  so  erbellt  zti> 
▼orderst y  dass  die  ganzen  Zahlen  Mf  ^,...>,  -^i  zu  p  prim  sind. 

und  eben  so  leicht  ergiebtsich,  dass  Irgend  zwei  Zahlen  -^  und  «^ 

der  obigen  Reihe  y   durch  p  dividirt,   verschiedene  Reste  geben 
nOssen,  indem  sonst  die  Congruenz  Statt  haben  mQsste: 

~  — — =— (r-^)=0  (mod.;i), 

was  unmuglicb.    Führt  man  daher  in  Bezog  auf  jede  der  Zahlen 

M 

M,  -^,....  die  Division  mit  p  an»,  so  muss  die  Reibe  der  Reste 

seUiessllch  lauten: 
Die  Summe 

TlitU  XXXVIU.  16 


M6  Lindman:    Deber  einiffe  betUmmte  Iniegrnie 

aber  Ist  darch  p  tbeübiir  i^d  sooacb  aucb : 

mg.  MM  M 


2  T  3T...T^^_i 
Eleganter  dGrfte  der  Beweis  seio,    wenn  man  erwSgt,   dass 

jkg  mm 

Immer  zwei  Zahlen  —  und  —  der  vorgelegten  Reibe  sieb  angebeo 
lassen,  für  welcbe  man  bat : 

—  +  —=— .(^+r)  =  0  (mod.p),  d.  b.  g  +  r=0. 

Zo  diesem  Bebufe  braucht  man  offenbar  nur  jedesmal  zwei  solche 
Zahlen  zu  einer  zu  vereinigen,  welche  von  den  Enden  gleich  weit 
entfernt  sind.    Man  erhält  auf  diese  Weise  sofort: 

^  +  T  +  ••"  +  Zi — ö  + 


=  ^II1(P-^ +^)+  27112(^-^+2)+    ••=**<"*®^/') 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale    nebst   Summirung 

einiger  endlichen  Reihen. 

(Am  den  Uebeniehten  der  Verhandltmgen  der  König].  Akademio  der  Wimoi- 

Schäften  m  StockholoL) 

Von 

Herrn  Christian  Fr.  Lindman, 
Lector  der  Matbemalik  am  Gymnaeium  sa  SirengRä«  in  S eh w eiern. 


Die  leicht  zu  findende  Gleichung 


/ 


'i^  =  Arctgi 


glebt  durch  nroalige  Differentiation  nach  a:.  und  wenn  man  anfhebt, 
was  sieb  aufheben  tSsst: 


neäsi  8ummkmn0  eimiger  ettMcken  ätiäem,  947 

Co«[(n  +  l)  Arctg|]  Sw(n  Arctg^ 

Ä+i — ^y- ;r~'  •  •  Ci) 

weil  man  hat : 

Coa[(ii+l)Arctg|] 

1                      /    1     \                       Sin(nArctg-) 
/^-(Arctgi)  =  -  O-i (  j  =  (- l)«r(n) —. 

Wenn  man  In  (1)  a:=^Ci{ia,y=zCotatgg>  setzt,  so  findet  man: 

/"  ^     .        ,v     -r.         .    ^        SinnaCos»«  ^^ 

Co8(n  +  l)g>Cv»-V<'9>= ^^ •   •      (2) 

o 

Das  Integral 

ft 

I      Co8(it  +  J)g)Co8«-V<^g>=0, 
o 

welches  ein  besonderer  Fall  des  Integrals  (2)  ist,  ist  schon  früher 
von  Kummer  in  Crelle's  Journal  und  von  mir  in  den  Ver- 
handlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Stockholm  gegeben  worden. 

Durch  nmalige  Differentiation  nach  x  und   Aufhebung  findet 
man  desgleichen  aus  der  Formel 

0 

das  Integral 

*  Sin  [(»  + 1)  Arctg |]  ^        Cos  (n  Arctg ^ 

w«U  man  hatt 

ft    /     1      \_(-i)!ZX«±l)   S»D[(«-H)Arct8|] 
'''AiH^V"  Ji  •        ,  ,         --±1       ' 
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1 

/    X    \  Co«(iiArctg-) 

ji>»/(i+^«)=Z)-*(q:2i)={-i)-*r(ii)- 


Ffibrt  man  auch   hier  Cota  statt  x  aod  Cotga^^  statt  5 
ein 9  so  bekommt  man: 


/ 


o.   z    .  «V    ^        t    .         1  — CosnaCos»«       ... 
Sin  (n  + 1)  g)  Cos  «-»^Ap  = .      (4) 


n 


Die  Integrale  (2)  und  (4)  kann  man  auch  finden»  wenn  mao 
Cos  ""^9  durch  Cosinus  vielfacher  Bogen  ausdruckt  und  die  Pro- 
ducte  in  Sinus  und  Cosinus  zerlegt.  Dann  erhält  man  die  end- 
lichen Reihen: 

1  P=^'^.        ,.    Sin2(p+l)a       1*»»=^^        n   t-Cos2(p^^lK 
^    pfo    ^"""^^»^        P  +  l~'.    ^    pio    ^''"^^^  P+T~' 

welche  der  rechten  Seite  der  Formeln  (2)  und  (4)  respective  gleicb 
sind.   Diese  Reihen  kUnnen  auch  folgendermaassen  summirt  werden. 


Wenn  man 
setzt  und  differentiirt,  so  bekommt  man: 

l£/c        p=in 

woraus  durch  Integration 

(1  +  zT^ 


(5) 


<f=C  + 


m-f  1 


erhalten  wird.    Weil  tf  =  0  ist  für  a:=0,  so  ist  C=  — r-rr  und 

«  +  1 


pfoT+r=         m  +  1— <»> 

Die  Formel  (6) ,   wenn  mao  x  =  e^  setzt,  gebt  Id 

p^oP  +  l  ^  +  1  w  +  I 

über.    Zufolge  der  bekannten  Formeln 


finden  wir  also: 

'*" ;5l  [C«»2(P  +  ^)S  +  ««"«(p  +  I)y] 

_  2~4'>Co8"H-i^[Coa(m-H)y  -f  tSio(m  +  l)y]  — 1 
""  m  +  1 

Dorcb  Vargleicbuog   der  reellen  und   inagioiren  Theile   ergiebt 
fleh  endlich: 

Führt  man  in  (2)  and  (4)  »  ~9>  uud  ^ — a  statt  ^  und  o  ein, 
«0  findet  man: 

/»¥                      /«        \                        Sinnf  ^  —  aj  Sin  "ä 
y       Cos(ii  +  1)  (5—  ^  jSin-i^Ap« ^^"ir^ ' 

« 

^T                  /»        \                        l-Co««(j-.a)sin-« 
/      Sin  (ii  + 1 )  f  g—  9> )  Sin"-»?Mig>  = i^ ^ 

ond,  a  =  0  gesetzt, 

n 

r    CosCii  +  l)^^— ^JSin«-»9rfg»=0, 


o 


0 
also  auch: 


y**  Sln(ii  +  l)(j-<p)sin— Vrf^=i; 


r^  .  Sinn(j-«)sin-a 

y       Co8(n+l)(5--9>)Sin-i^d9=:- ^     ^  ^ 

o 

/,  Co8n('-«)siB-a 
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Darob  bekannte  goniometriscbe  Formeln  finden  wir  jetit: 

Sin  -g-  /      Co8(ii+l)9Sin»-»g)dg)  —  Cos  y  /    Sin(«+l)g)Sin«-V^ 


0  0 

Sinnf  5-— ajSin"« 
n 


Cos  ^  /     Cos(it+l)g)Sin»-ig>rfg)+Sln-y  /     Sin(«+l)9Sin»-V'y 
0  o 

Cosnfs-  —  a)Sin"o 

it 
und  durcb  Elimination: 

/"  #^     r    .  «V     «.       •     .        CosnaSin*a  ^ 

Cos(n+l)g)Sm«-V«^9= ,  .   .   .  (9) 


/ 


*  o.    /     .  »V     c       t    j         SinfiaSin"a  ..^ 

Sin(n+l)9Sin*-*g)dg)= .  .    .    .  (fO) 


Führt  man  hier  statt  Sin""^^  seinen  durch  Sinus  und  Coiinos 
vielfacher  Bogen  ausgedrückten  Werth  ein  und  verfahrt  wie  in 
Hinsicht  der  Formeln  (2)  und  (4),  so  erhfilt  man  gleichfalls  end- 
liche Reihen  wie  (!)  und  (8),  aber  mit  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Gliedern.  Auch  diese  Reihen  lassen  sich«  wie  die 
vorigen,  besonders  summiren.    Setzt  man  also: 

p=o  P+* 

so  ergiebt  sich  wie  vorher: 

woraus,  wenn  man  e"^'  statt  x  setzt,  gerade  und  ungerade  n 
unterscheidet  und  die  reellen  und  imaginären  Theile  vergleicht, 
entsteht : 

(12) 


(13) 

|-(_,),g^s..apf)»='-""^"'ffy»"^-^^ 


LIndman:  Bettels d.SieicA.  f  («-f  A:)if  s</«=(—  I)*  f  («)t4.s<te. 


asi 


(15) 


Ohne  Schwierigkeit  findet  man,    wenn  man  in  (7)  .v  =  0  und 
5=2y  macht  und  die  Resultate  addirt  und  subtrahirt,  die  Summen: 

(16) 
T  -^  Co.«2(p.H)y=  ^tl  +  Co,2(m-H)y Cos-^t,^^ 

T  ^,  Sl„^(;,  +  l)y^^n-CoB2(m4%Co.-:l^^] 

Dasselbe   Verfahren  mit  (12)  und   (14)  giebt  neue  Summen, 
was  ich  aber  hier  nicht  weiter  ausfuhren  zu  dOrfen  glaube. 


Beweis  der  Gleichung 

y**  (ti  +  Är)*+«dfi=(-l)*y*'  (tt)*4.arftt. 

0  o 

(Siehe  dieses  Archiv  Tbl.  XX.  Seite  410—418.) 

Von 
Herrn  Christian  Fr.  Lindman^ 

Wtor  drr  Malheinatik  am  Gymiiasitiin  zn  Sfrengnät    in  Schweden. 


Fahrt  man  in  das  bestimmte  Integral 

J'^f     u(ti— l)....(u— Ar)  (ti— Ar--- l)rffi 

o 

(A  =  eioer  ganten  Zahl) 


L 


2SS  OBbungsaufffaöen  f&r  Scküter. 

I — X  statt  tt  eiD,  80  wird  dn=^ — dx  und  die  GrenEen  «^0»  «=1 
geben  resp.  in  j:^!»  dp  =  0  Ober.  Setzen  wir  hier  — {x — 1)  statt 
1  — dTy  so  haben  alle  Factoren  das  Vorzeichen  <— ;  %veil  sie  aber 
in  der  Anzahl  A;  +  2  vorhanden  sind,  so  bekommt  das  Prodod 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  jenachdem  die  ganze  Zahl  A-f^ 
oder  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Demzufolge,  und  wenn  Wir  die 
Grenzeo  umtauschen,  finden  wir: 

J'  =  (— 1)*  j       {x^\)x{xi-\).».{x-{^k-\){x-kk)dx 
=  (— 1)* /**  (a  +  ifc)(ii  +  iS:— 1). ...«(«— l)dt«, 

o 

wenn  man  u  statt  :<  schreibt.    Multiplicirt  man  endlich  bdderseiti 

(—  1)* 
mit  r»/ A  1  Qx »  80  ergiebt  sich ' 

u  0 

Q.  e.  d. 


Uebungsaufgaben  fiir  Schüler. 

Von  dem  Herausgeber. 

Die    durch  die   folgende  Construction   der  Länge  d^r 
hal'ben  Peripherie    eines  Kreises   gewährte    Annlbe* 

rung  zu  untersuchen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  des  gegebencD 
Kreises  ziehe  man  die  auf  einander  senkrecht  stehenden  Dorcb- 
messer  AB  und  C/>,  mache  die  Sehne  AE  dem  Halbmesser 
gleich»  ziehe  durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis»  and  ?od  0 
nach  E  einen  Halbmesser,  welcher,  verlängert,  die  Berührende 
in  F  schneidet ;  macht  m<in  dann  FG  dem  dreifachen  Halbmes- 
ser gleich  und  zieht  DG,  so  ist  diese  Linie  näherongsweise  der 
halben  Peripherie  des  Kreises  gleich. 


F  e  li  1  e  r 
Im  Texte  sn  Selirdn'fl  slebenstellffi^eii  IinyaHiiuiieB- 

tafeln.    i960  und  1961. 

In  der  Einleitung  sn  Tafel  I«  und  H. 

a)  S.  8.,  linke  Spalte,  §.  50.,  Zeile  2,  statt  0,334238  lies  ^033433& 

b)  S.ia,  rechte Spalte/§. 77., Z.  4, statt  D=sD±l  lies  D=zDr±l 
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Eine  Yerhältnissreihe  yod  Körpern,  die  einem  bestimm- 
ten Paraboloidsegmente  ein-  and  umgeschrieben  sind. 

Zwei  Uebungsauf gaben  für  Primaner. 


Von 


Herrn  Hermann  Martus, 


Lebrer  der  Matliemiitik  an   der  Krinigntädti^^clion   Realschule  io  Berlin. 


I.  In  welcher  Entfernung  vom  Scheitel  muss  man  |ein  Ro- 
tation jparaboloid  durch  eine  zur  Aze  senkrechte  Ebene  durch- 
acboeiden»  wenn  das  Octaeder,  welches  mit  einer  Ecke  im  8chei- 
telpankte  sich  dem  Segmente  einschreiben  lässt,  ein  regelmässiges 
seia  soll?  In  welchen  Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die 
Volumina  von  folgenden  acht  Körpern:  1)  der  um  das  Octaeder 
ZQ  beschreibende  Doppelkegel  D;  2)  die  dem  Octaeder  umge- 
»chriebene  Kugel  G;  3)  das  Paraboloidsegment  P  selbst;  4)  der 
mit  ihm  auf  demselben  Grund  kreise  stehende,  ihm  umgescbrie- 
^e  (das  Paraboloid  mit  seinem  Mantel  tangirende)  Kegel  K; 
^)  das  Kugelsegment  jS  und  6)  der  Cylinder  C,  welche  mit  ihm 
aof  derselben  Grundfläche  stehen  und  dieselbe  Höhe  haben;  fer- 
ner 7)  das  Ober  das  ParaboloidstGck  gedeckte  Segment  eines 
Hyperboloides  H,  entstanden  durch  Umdrehung  einer  gleichsei- 
tH;en  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parameter  gleich  dem  Parameter 
<ier  Parabel  sind  (a  =  ö=p);  und  endlich  8)  das  dem  Parabo- 
loide  umgeschriebene  Eilipsoid  E,  in  welchem  die  Höhe  des 
Segmentes  eine  Halbaxe  ist. 

Auflusang.  In  der  gegebenen  Parabd  BOR  (TafefVIlI. 
Fig.l)  ziehe  man  vom  Scheitel   aus  auf  beiden  Seiten  der  Axe 

Theil  XXXVIII.  IT 
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anter  einem  Winkel  von  45^  Sehnen,  und  vollende  aus  ibnen  das 
Quadrat  OJAL;  errichte  nun  in  der  dem  Scheitel  O  gegenfiber 
liegenden  Ecke  auf  der  Axe  eine  senkrechte  Parabelsehne,  8o 
schneidet  dieselbe  das  Segment  bOR  ab,  welches  bei  der  Um- 
drehung der  Figur  um  die  Axe  OA  das  zu  betrachtende  Para- 
boloidsegment  liefert.  Denn  die  Ecken  des  Quadrates  OJAL 
bestimmen  In  dieser  Lage  und  wenn  es  bei  der  Umdrehung  io  die 
auf  der  Figur  in  OA  senkrechte  Ebene  gekommen  ist,  die  sechs 
Eckpunkte  eines  regelmässigen  Octaeders. 

Man  hat  aus  0;*=  ilfJ*=  2pa;: 

OM=ix=s^; 
folglich 

OA=ip.  ' 

Demnach   ist  der   vom'' Quadrate  OJAL  bei  der  Drodrebong 
beschriebene  Doppelkegel : 

:r     2  16 

1) Z>  =  2.«ar*«  5  =  g;M:'= -«  3ip'. 

Femer  die  von  dem  Kreise  um  M  erzeugte  Kugel: 

^      ^      .      32      ,      ^  16      , 
2) Cr  =  5»a:'  =  -nrn;/>'  =  ».-g-«p*. 

Ffir  die  Bestimmung  des  Parabololdsegmentes  weiss  man,  dass 
•In  KOrper,  welcher  in  jeder  H5he  x  einen  Querschnitt 

Q  =  a  +  6  j?  +  cx^ 
besitzt,  den  Inhalt 

J  =  ax+   2~  +  "3" 

bat.  Hier  Ist  jeder  Querschnitt  ^%:=2pa?»,  also  0=0,  6=^«> 
e  =  0;  mithin 

3) P  =  p»Rr«  =  16«p»  =  8.y«p». 

Dann  giebt  das  von  den   Tangenten  BN  und   RN  gebildet« 
Dreieck  BNR  den  Kegel: 

I  64  16 

4)    .    .   .    Ä  =  j.2^0.^B%=-3  «;>»  =  4l.~jrp». 
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Der  dtireh  die  Packte  B,  O  und  R  gebende  Kreis  hat  Eum 
Radios  3p;  denn 

AB^zzOA.AQ 

giebt  AP=2p,  also  OQ=:üp.    Darom 

Der  Ton  dem  Rechtecke  BTVR  beschriebene  Cylinder: 
6) C«=:4;>.8p««=32»pa=6.-gwp». 

Zur  CoDstmction  der  gleichseitigen  Hyperbel  VO  W»  in  welcher 
a3s6  =  /)  sein  soll»  bat  "man  ans  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
YOZ,  dessen  Katheten  =p  sind»  den  Abstand  ihrer  Brennpunkte 
vom  Mittelpunkte  V  gleich  YZ.  Da  jeder  Querschnitt  des  Hy- 
perboloidsegmentes in  der  Entfernung  x  von  O 

y%  :=  2npx  -f  nx^y 
ist,  se  beträgt 

J  s^npx^ + \nx^  =  inx^(3p  +  x) , 
also  hier: 

7) JSfsS-^ÄpÄsf.y»/!«. 

Endlich  beschreibt  die  Ellipse»  deren  Halbaxen  AO  und  AB 
sind»  ein  Rotationsellipsoid»  dessen  Inhalt 

4  128  16 

8)  .   .   .   .  £;=g»i<J8*.2<0  =  -y»/>»  =  8.  j»p'. 

Also  verhält  sich 

]I:«:P:K:8:€:K:C: 

=  1:9:8:41:5:6:7:8. 

Zusätze.  1)  Der  roerkwOrdige  Plats  der  Zahl  7  in  dieser 
Reibe  wOrde  auch  durch  das  Tierfache  kleinere  Kugelsegment, 
voo  ABQR  beschrieben,  ausgefüllt  werden. 

2)  Der  mit  seinem  Mantel  das  Paraboloid  tangirende  Kegel 
imd  das  Kugelsegment»  von  ABOR  beschrieben,  haben  gleiche 
Oberfläclien,  die  achtmal  so  gross  8ind,  als  der  dem  Quadrate 
AJOL  umgeschriebene  Kreis. 
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3)  Die  Oberfläche  des  Doppelkegels  D  ist  gleich  der  Ellipse 
XBOR. 

4)  Mit  Ausnahme  vonNo.5  und  No.7  stehen  diese  Kurper  bei 
einem  Paraboloidsegmente  von  beliebiger  Hohe,  auch  bei  einem 
elliptischen  Paraboloide,  in  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerkung.  Soll  am  Scheitel  des  gegebenen  Rotations- 
paraboloides  ein  grades  Segment  von  solcher  H5he  abgeschnitten 
werden»  dass  ein  Tetraeder,  welches  auf  einem  dem  Durchschnitts- 
kreise eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  steht  und  seine 
Spitze  im  Scheitelpunkte  des  Paraboloides  hat,  regelmässig  ist: 
so  muss  es  dieselbe  Hohe  4p  wie  in  der  vorstehenden  Aufgabe 
haben;  und  darum  konnte  hier  jene  Verhältnissreihe  wieder  ein- 
treten. Allein  es  fehlt  hier  das  Glied  1 ;  und  die  Stelle  der  Zahl 
2  hat  der  um  das  Tetraeder  beschriebene  Kegel  oder  eine  Ku- 
gel von  gleicher  Hohe  (Durchmesser)  mit  dem  Segmente. 


H.  Durch  welchen  Punkt  der  Axe  eines  gegebenen  Rota- 
tionsparaboloides  muss  man  einen  geraden  Querschnitt  legen, 
damit  in  dem  erhaltenen  Segmente  ein  V^firfel  so  constniirt  werden 
könne,  dass  die  Höhe  des  Segmentes  eine  Diagonale  wird  und 
die  drei  Eckpunkte,  welche  der  im  Scheitel  ruhenden  Würfelecke 
zunächst  liegen,  in  den  Mantel  des  Paraboloides  fallen?  lo  wel- 
chen Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die  Volumina  von 
folgenden  Körpern:  1)  Die  um  den  Würfel  beschriebene  Kogel 
Cr;  2)  der  jener  im  Scheitel  ruhenden  Wfirfelecke  eingeschrie- 
bene Kegel  kf  von  gleicher  Höhe  mit  dem  Segmente;  derselbe 
wird  bei  der  Umdrehung  durch  eine  vom  Scheitel  auslaufende 
Diagonale  eines  Seitenquadrates  beschrieben;  3)  das  Paraboloid- 
Segment  P;  4)  von  der  um  das  Paraboloidsegmeiit  beschriebenen 
Kugel  derjenige  Abschnitt  iS,  welcher  jenes  in  sich  einschliesst; 
5)  der  Cylinder  C,  welcher  mit  dem  Paraboloidsegmente  gleiche 
Grundfläche  und  Höhe  hat;  6)  der  auf  der  Ebene  des  Querschnit- 
tes stehende  Kegel  AT,  welcher  dem  Würfel  umgeschrieben  ist, 
d.  h.  ihn  überdeckt,  indem  er  die  vom  Scheitel  des  Paraboloides 
auslaufenden  Kanten  in  seinem  Mantel  enthält;  7)  ein  eben  so 
hohes  Segment  H  eines  Hyperboloides,  entstanden  durch  Um- 
drehung einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel  (a  =  6=p)  sind. 

Auflösung.  Die  Coordinaten  des  Eckpunktes  A  (Taf. IX. 
Fig.  2.)  heissen  x  und  y,  die  zu  findende  Kante  OA  des  Wür- 
fels 2.  Dann  hat  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  OAT  und  OAD 


i 
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folglieli 

y  =  xV"^ 
Qod  daher  aus  jf*=:  2pxi 

xz=Pf    y=py2    nnd    z  =  pV3; 

folglich  ist  die  Huhe  des  gesacbten  Segmentes: 

OD  =  Sp. 

Demnach  ist  1)  der  Inhalt  der  um  den  Wärfei  beschriebenen 
Kugel 

G=lnp^ 

Die  Diagonale   OE  schneidet  die  Grundebene  in  V,  und  es 
TerhSlt  sich 

DÜ:rE=OD:Or, 

oder 

Z>l7iy  =  3p:2p, 

al9o 

mitbin    ist   2)  der   Inhalt   des   durch    Umdrehting   des    Dreiecks 
OVD  beschriebenen  Kegels 

also  gleich  der  umgeschriebenen  Kugel. 

3)  Das  Paraboloidsegment,  da  /)Q'=6p*  ist, 

P  =  ^p^=^Z,\np\ 

Der  Durchmesser  des  durch  die  Punkte  Q^  O  und  R  gehen- 
den Kreises  findet  sich  aus  DQ^  —  OD.CiR-- OD): 

2R-6p; 

daher  ist  4)  das  von  dem  Kreissegmente   DQOR  beschriebene 
Kugelsegment  S: 

5)  Der   das  Paraboloidsegment  einschliessende  gerade  Cylin- 

derC: 

Verlängert  man  die  Kante  O^.bis  sie  die  Erweiterung  der  Grund- 
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ebene  schDeldet»  bo  bescbreibt  OA  W  bei  Umdrebang  des  Dreiecb 
WDO  einen  Kegelmantel,  welcher  den  Würfel  fiberdeckt  Es 
verbält  sieb 

WDiAT^Zpxp, 

also: 

daber  6) : 

gleicb  dem  Gylinder  C 

Endlich  ist  7)  auch  das  Hyperboloidsegroent: 

If  =  I  (35p)«.  (3p  +  3p)  =  IS^rp»  =  41.  Jnp». 

Mitbin  hat  man  für  diese  KOrper  die  Verbältnisse: 

(«  oder  k):P:S:(€  oder  K  ode^  H) 

=  1:9:8:4. 

Zusatz.  Auch  verhält  sieb  der  dem  Paraboloidsegmeote  ein- 
geschriebene Kegel  9  welcher  durch  Umdrehung  des  Dreiecb 
QOD  entsteht,  zu  dem  ihm  umgeschriebenen  Kegel,  dessen  Mao* 
tel  von  der  durch  Q  an  die  Parahel  gelegten  Tangente  erhaUeD 
wird,  zu  einem  der  unter  No.5,  6  oder  7  genannten  Kurper,  zu 
dem  Ellipsoide,  dessen  Mittelpunkt  D,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QR  ein  Haupt- Azenschnitt  ist,  wie 

1:9:3:4. 

Dieses  Verhältnis»  der  beiden  letztgenannten  Kegel,  des  Cy- 
linders  No.  5  und  des  Ellipsoides  zeigt  sich  bei  jedem  geraden 
Segmente  eines  (auch  elliptischen)  Paraboloides. 

Anmerkung.  Ein  Paraboloidsegment,  welches  ein  mit  einer 
Ecke  im  Scheitel  ruhendes  regelmässiges  Dodekaeder  oder  Iko- 
saeder  einscbliesst,  giebt  keine  Verhältnissreihe  in  ganzen  Zablen^ 
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Zar  Theorie  der  quadratischen  Formeo. 

Von 
Herrn  Gustav  Skrivan^ 

Direktor  der  öffentlichen   Obcrrealirlinle  a.  d.  Bauern  mark  to  %n  Wien. 


.Folgende  zwei  Beweise  der  unter  art.  154.  und  art.  166.  in 
den  Disquis.  arith.  enthaltenen  Sätze  unterscheiden  sich  von 
den  Ganss'schen  darin»  dass  der  erste  auf  mehr  direkte . Weise 
und  der  zweite  auf  eine  selbständige  Art  geführt  wird.      • 

Theorem  (ad  art.  154.  disq.  arith.). 

Wenn  eine  quadratische  Form  für  spezielle  zu  einander  teil- 
firemde  Zahlenwerte  von  x,  y  eine  bestimmte  Zahl  M  reprfisen- 
tirt,  80  ist  die  Determinante  D  ein  quadratischer  Rest  nach  üf. 

Beweis.  Wenn  die  Zahl  M  vermöge  der  Substituzion  xssm» 
f =11  mittelst  der  quadratischen  Form 

an*  •f26si9i  +  cii<=Jf  (1)  ^ 

dargestellt  wird  und  m  zu  n  teil  fremd  ist,  so  ergeben  sich  aus 
(1)  ganz  einfach  die  Gleichungen: 

{am  +  bfiy^-^Dn"^  =  alü,  i 

f  (2) 

wo  D  die  Determinante  =6* — ac  bedeutet.  Sind  nun  fi  und  v 
iwei  unbestimmte  Zahlen  und  multiplizirt  man  die  erste  Gleichung 
in  (2)  mit  v*»  die  zweite  mit  ^*  und  addirt  sonach  diese  Glei- 
ebnogen,  so  folgt: 
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{am  +  6n)  V  -k-ijenA^  6m)  V—  D{Hhf^  +  mV*)  =  iV(av« + c^«). 

Ergänzt  man  die   zwei  ersten   Teile  und  ebenso  den  Faktor  bei 
D  zu  vollstfindigen  Quadraten,  so  übergebt  diese  Gleicbang  in: 

[{am  +  bn)v — {cn  +  6m)fi]*  —  D{nv  +  m^)* 

+  2f4v(am  +  6n)(cn  +  bm)  +  2nvmfiD  =  M{av*  +  cfi*). 

Nun  ist 

2^v(om  -|-  ftvi)  (eil  -f-  bm)  +  2mit^vZ> 

=  2f4v[acmR  +  bcn^  +  bam^-^-  bhim  +  nrnb^ —  nmac\ 

=  26fiv(am«  +  26mii  +  cn^)  =  26^vüf , 

und  daher  bat  man»  wenn  ausserdem 

[{am  +  bn)v  —  (cn-i-  6m)fi]*  =  2* 

gesetzt  wird, 

2*—  i[>(n  V  +  mfi)*  =  Ä(av«  -  26fiv  +  c/**). 

Da  nun  m  und  n  teilfremd  sind,  so  giebt  es  unendllcb  viele  spe* 
zielle  Werte  von  fi  und  v»  welche  die  Gleichung 

befriedigen  y   und   hernach   Obergeht  die  letzte  aufgestellte  Glei- 
chung In 

2a-Z>=Äf,  (4) 

wo  5=av* — 26fiv-|-c/i*  bedeutet,  und  aus  welcher  die  Kongraenz 

2>^Z>(niod.  M) 

resnltirt;  wie  behauptet  wurde. 

Hiezu  bemerke  ich,  dass  sich  $  nicht  nur  in  der  Abhängigkeit 
a,  b,  c,  fi»  V  darstellen  lässt»  sondern  dass  man  ganz  einfach 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  $  von  m,  n,  c, 
a  und  M  abhängig  ist.  Werden  nämlich  die  Gleichungen  io  (2) 
subtrahirt  und  die  so  gewonnene  Gleichung  in  eine  Kongroens 
nach  M  umgewandelt»  so  ist 

[{cn  +  bm)'^ii*  —  {am  +  6n)*v*]  =  {miJk — nv)/>(mod.  M) , 

wobei  noch  der  KoefGzient  bei  D,  mit  Rucksicht  auf  (3),  verein- 
facht erscheint.    Multiplizirt  man  diese  Kongruenz  mit 

-    [{cn  +  6//i)f4  +  {um  +bn)v] 
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and  bringt  dieselbe  mit  der  aos  (4)  resnltirenden  Kongruenz^  io 
Verbindang,  so  folgt  nach  einer  einfachen  Redukzion»  wobei  man 
wieder  die  Gleichung  (3)  anwendet: 

iiwi(c^* + av*)  +  6(fiiV* + w*v*)  =  (cwfi  +  amv  +  b)  (mod.  M) ; 

und  setzt  man  statt  1»*/**  +  «*^*  «"«  (3)  den  Wert  (1 — 2mn^v) 
ein  ond  statt  cn^ + av*  =  s -{•  2b(iv ,  so  ergiebt  sich  leicht: 

mns  ^  CTifi  -{■  amv   (mod.  M) , 
oder 

s  ^  am^  +  cn%  (mod.  M) ,  (5) 

welches  die  erwähnte  Darstellang  ist. 

Theorem  (art.  166.  Disq.  arith.). 

Wenn  die  Zahl  Hf  durch  zwei  aequiTalente  Formen  F  und 
F  gleichzeitig  dargestellt  wird,  so  haben  die  speziellen  Sabstitu- 
zionen,  welche  ^  durch  Fdarstellen,  denselben  grussten  Gemelnteiler, 
wie  die  speziellen  Substituzionen,  welche  ^mittelst  F'  repräsentiren. 

Beweis.    Sind 

aar*  +  ibay  +  cy^    und     ai^i^  +  SAiJ^i^i  +  ^i^i* 

zwei  aequivalente  Formen,  für  welche  also  die  respekt.  Deter- 
minanten einander  gleich  sind  und  das  reziproke  enthalten  sein  der 
einen  Form  in  die  andere  bedingt  ist,  und  repräsentirt  M  gemäss 
der  Sobstituzion  x^im^  y=:n  die  Form  F,  also 

am^  +  2bmn  -f  cn*  =  üf , 

ferner  M  die  Form  F',  wenn  man  ans  F  die  Form  F'  vermöge 

der  Substituzion  (o*  ^}  ableitet,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Sisteme 

\8i)  ^°*  einfach  das  Wertenpaar: 

dm — ßn  an — ym 

^1-  ai-ßy'      **  ^  äd-'ßy  * 

welelies,  zafolge  a8  —  ßy  =  l,  in  jti  ±=  6m — ßn,  yi  =  an—ym 
fibergeht. 

Setzt  man  nun 

im — ßn^zfA,    an — ym=fß» 

worin  f  den  grSssten  Gemeinteiler  von  m  ond  n  bedeutet»  ümd 
sonaeh  A  za  B  teilfremd  ist,  ferner: 

IT' 
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wobei  g  der  grGsste  Gemeinteiler  vou  m  und  n  ist  und  Ji!  prim 
zu  B'^  HO  folgt: 


aod  bieraas: 


fÄ    fB 
Nun  kommt  es  darauf  ao,    unter  welchen  Modalitäten  —t  -- 

Ä  ^  ". 

ganzzablige  Darstellungen  zulassen.     Wäre  —   ganzzahlig,  so  ist 

aus  der  Betrachtung  der  Gleichung  8m^ßn=fA  erslcbtlicb,  das«, 
wenn  g  den  grussten  Gemeinteiler  von  m  und  n  bedeutet,  derselbe 
in  ff  als  Stammfaktor,  nicht  mehr  enthalten  sein  kann.  DemiO' 
folge  wäre  in  der  Gleichung  an — ym^fB  der  grosste  Gemeio- 
teuer  von  m  und  n  ebenfall»  nicht  in  f,  sondern  in  B  entbalteo, 
was  jedoch  nicht  stattfinden  kann,  weil  sonst  A  und  B  teurer- 

AB 

wandt  wären.     Daher  sind  —  und  —  keine  ganzzahligen  Formefl, 

ff  9 

und  es   muss  also    in  (1)  die  Quozientenform   ^  eine  ganzsab- 

lige  Darstellung  zulassen. 

f 
Sei  nun  ^  =179  und  wäre  i/>  1,  so  hat  man  < 

1 

ijA  =  SA'—ßB',     riB  =  aB' —  yd' ;  j 

ond  hierans:  : 

nl<»A+ßB)=:(a5-ßy)A'  =  ±l.A',  } 

und  auf  dieselbe  Weise: 

Vlr^+»B)=^±B'; 


also: 


A'  B' 

—  =  ttA-{^ßB,    —=:yA+dB. 


Da  jedoch  A'  teilfremd  zu  B  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  idari 
dass  17  keinen  anderen  Zahlenwert  als  die  Einheit  bedeuten  bssi 
welchem  gemäss  f^g  folgt,  was  eben  zu  beweisen  war. 
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Weitere  Aasfuhrang   der  politischen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  X.  Oetiinger, 

GroMhersof^lich    BadUchem   Hofrftthe   ond   ordenllichem  Yrofeagor   der 
Mathematik  an  der  UniTertität  zn  Fr  ei  barg  i,  B. 

(FortBetsung  und  SchloBS  yon  Nr.  XYII.  TU.  XXXVII.) 


SecbBtes   Kapitel. 
Heber  Iiebeiurreiwiehenuii^eii» 

§.  77. 

Einrichtung  und  Zweck  der  Lebeosversicberungs- 

Anstalten. 

Unter  den  verschiedenen  Wobltbäti^keits- Anstalten«  deren 
Zweck  SparsamJceit  und  Hebung  des  Wohlstandes  einzelner  Per- 
tonen und  Familien  Ist«  haben  die  Lebensversicherungs«  Banken 
eine  weite  Verbreitung  und  erfreuen  sich  grosser  Theilnahme. 

.  Unter  Lebensversicherung  wird  nämlich  ein  Vertrag  ver- 
standen, wornach  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jährlich  bestimmte  Beiträge  empßingt  und  dafür  die  Verpflichtung 
obernimmt,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeichneten  Person 
eine  im  Voraus  festgesetzte  Summe  auszuzahlen.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  wird,  heisst  der  Ver- 
sieh erte,  die  hierüber  ausgestellte  Urkunde  Police  und  die 
jährliche  Beitragssumme  Prämie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hiefur  nuthigen  Geschäfte  besorgt« 
fahrt  gewöhnlich  den  Namen  Bank  (Versicherungsbank),  ist  als 
eine  moralische  Person  vom  Staate  anerkannt  und  beruht  zur 
Bebung  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oeffentlicbkeit, 
ten  die  Theilnehmer  an  dieser  Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 
Versicherten,  also  sich  gegenseitig,  f6r  die  ErfQllung  der  über- 
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DoiDineDen  Verbindlichkeiten  Gewähr  und  Sicherheit ,  ond  die  An* 
8talt  legt  jährlich  Öffentliche  Rechenschaft  ober  den  Bestand  ihrer 
Mittel  ab. 

Die  Bank  übernimmt  Versicherungen  auf  das  Leben  einzel- 
ner Personen  und  zwar  auf  ihre  Lebensdauer,  lebenslängliche 
Versicherungen,  oder  auf  eine  bestimmte  abgegrenzte  Zeit 
von  einem  oder  mehreren  Jahren,  kurze  Versicherungen, 
ferner  auf  zwei  verbundene  Leben,  so  dass  die  versicherte 
Summe  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  von  den  beiden  verbun- 
denen Personen  die  im  Voraus  bezeichnete  (B)  die  andere  (A) 
überlebt,  Deberlebens- Versieherungen.  Sie  werden  mir 
auf  Lebensdauer  abgeschlossen.  Endlich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicherungen  auf  das 
Leben  Anderer  abzuschliessen. 

Diejenigen  Personen, -welche  lebenslängliche  Versicherungen 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  Ueberlebensversichenm- 
gen  mit  der  Bank  abgesehlossen  haben,  sind  Eigenthümer  der 
Anstalt  oder  Banktheilhaber.  Sie  leisten  sich  gegenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  Ueberscbussen  der  Bank  TbeiL 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  Stand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nachzukommen,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  laufenden  Beiträgen  oder  Prämiengeldem,  dann  in  den  Zin- 
sen von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sich  ergeben- 
den Agiogewinn.  ' 

Da  die  Versicherungen  zu  jeder  Zelt  eines  Jahres  abgescUos- 
sen  werden  können  und  die  Prämiengelder  auf  Jahresfrist  gezahlt 
werden,  also  in  das  nächste  Jahr  hinOberlaufen  können,  so  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  bdden 
Jahre  vertheilt  (Ueberträge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  bestehen  in  den  auszuzahlenden  Ver- 
sicherungssummen, in  den  Dividenden,  einzelnen  besondern  Ver- 
gütungen aus  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten,  deren 
Betrag  mit  Rücksicht  auf  möglichste  Ersparniss  normal  bestimmt 
ist  und  für  besondere  Fälle  bestimmt  wird,  ferner  in  zdalligen 
Verlusten,  welche  die  Bank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treffen« 

Der  Ceberschuss  der  Einnahmen  über  die  Ausgaben  bildet 
den  Fonds  der  Bank,  der  alle  vorrätbigcn  Zahlungsmittel  in 
sich  begreift.  Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  zur 
Deckung  lur  künftig  fällig  werdende  Versicherungssummen,  ein 
Theil  als  Sicherheitsfonds,  um  Deckungsmittel  (ur  aasserordMit- 
liche  Fälle  zu  haben. 
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Die  Reserve  besteht  in  dem,  was  von  den  Primiengeldero 
lorfickgelegt  wird.  Die  jihHichen  Beitrige  des  einzelnen  Mitglie- 
des bleiben  nSmIich  fOr  das  ganze  Leben  der  Versicherten  gleich. 
In  den  ersten  Jahren  werden  dieselben  eine  grössere  Summe  lie- 
fern, in  den  spätem  aber  eine  kleinere,  als  sich  nach  dem  Sterb- 
licbfceitsgesetz  für  die  Austeblangen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
schuss  aus  den  früheren  Jahren  muss  daher  dazu  dienen,  den 
Ausfall  in  den  späteren  zu  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 
Reserve  wird  jährlich  berechnet  und  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Be- 
rechnung nach'  den  in  der  Anstalt  sich  ergebenden  Abweichun- 
gen TOD  dem  angenommenen  Sterblichkeitsgesetze  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jährlich  angesam- 
melten UeberschOssen.  Der  reine  Ueberschuss  ist  die  Summe, 
welche  nach  Abzug  aller  Ausgaben  und  der  Reserve  eines  Jah- 
res, sowie  der  oben  genannten  Uebertrage  von  der  Einnahme 
abrig  bleibt.  Er  ist  Ei^centbuni  der  Banktheilhaber  nach  dem 
Maa^sstabe  der  eingezahlten  Prämiengelder  und  macht  die  Divi- 
dende des  betreffenden  Jahres  aus. 

Nicht  jede  Summe  kann  versichert  werden.  Die  Gothaer 
Lebens versicherungs- Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
zwischen  300  und  J5000  Thaler  (das  Maximum  wird  jeweils  vom 
Vorstande  bestimmt)  an ;  die  Lübecker  zwischen  300  und  30000 
Mark,  die  Wiener  zwischen  10  und  20000  Gulden  u.  s.  w. 

Auch  die  Eintrittszeit  ist.  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge* 
stattet  den  Eintritt  für  Personen  zwischen^  dem  15ten  und  OOsten 
Lebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  hohem  Alters  kann  nur 
aosnahmsweise  und  mit  Genehmigung  des  Bankbureaus  geschehen« 
Die  Lfibecker  Bank  gestattet  ihn  fflr  Personen  zwischen  dem 
lOteo  und  67sten;  die  Wiener  zwischen  dem  15ten  und  70sten; 
die  Frankfurter  zwischen  dem  Isten  und  TOsten  Lebensjahre  u.  s.  w. 
Die  zu  versichernden  Summen  müssen  durch  100  theilbar^  also 
runde  Zahlen  von  100  sein. 

Ausserdem  kiinnen  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre,  jedoch 
oiclit  unter  einem  bestimmten  Minimum  versichert  werden,  dass 
die  Auszahlung  der  versicherten  Summe  wie  gewöhnlich  erfolgt, 
wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitraums 
s6rbt,  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jahres 
erfolgt,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Dia  PrSmiengelder  für  lebenslängliche  und  Ceberlebens  -  Ver- 
siekerangen  werden  bis  auf  ein  bestimmtes  Jahr  (das  85ste  oder 
SOite,  letzteres  bei   der  Gothaer  Bank)   berechnet  und  bezahlt. 
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Die  Präroienzahlang  bort  auf^  wenn  die  Fersicherte  Person  da 
genannte  Alter  erreicht  hat,  und  es  erfolgt  sofort  die  AusuiUiiig 
der  Versicherungssuronie. 

Das  Aufburen  oder  der  Verlust  einer  Versicherung  ist  an  ht* 
stimmte  Bedingungen  geknOpft  und  erfolgt  unter  den  durch  dio 
Statuten  festgesteliteuv Verbältnissen  in  gewissen  Fällen  von  selbst 
Es  ist  jedoch  auch  der  freiwillige  Austritt  aus  der  Gesellschaft 
erlaubt.  In  diesem  Falle  und  in  bestimmt  vorhergesehenen  wird 
bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  einer  Police 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere ,  nach  festgestellten  Grood«! 
Sätzen  zu  berechnende  VergQtung  aus  dem'  Reservefonds  der  Aih 
stalt,  unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  fiir  Versicherungen 
vorhandenen  Dividenden- Antheile,  gewährt 


§.  78. 

Wertbbestimmung    einer    Leibrente    ffir    eine    Person 

von   bestimmtem    Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  siod 
die  hierher  gehurigen  Berechnungen  zu  gründen.  Sie  beraheu, 
wie  sich  diess  später  zeigen  wird,  vorzüglich  auf  der  Werttibe- 
Stimmung  der  Leibrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Soffloe 
(Jl)>  welche  so  lange  jährlich  ausgezahlt  wird,  als  eine  Person 
von  bestimmtem  AlteHebt  und  deren  Auszahlung  aufhOrt,  wem 
dfeselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestin- 
men^  wenn  man  von  dem  zu  deckenden  Bedürfnisse  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  es  unternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen, welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angeboren,  eiee 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehangen 
Personen  durch  Aa  (crjährigen  Personen),  und  legt  hiebet  eine 
bestimmte  Sterblicbkeitstafel  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welche  am  Ende  des  Isten,  2ten,  3ten....  Jahres 
u.  s.  w.  bis  zur  äussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  sind,  der 
Reihe  nach  durch 

ZU  bezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  auszuzahlen,  wenn  jede  noch  lebende 
Person  die  Rente  Ül  jährlich  gemessen  will: 
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Rabattirt  man  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfnss  p,  00  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  zur  Deckung  des 
Bedürfnisses  erforderlichen  Summe: 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betheiligenden  Personen  in  die  Casse 
zu  zahlen.  Nennt  man  nun  die  Summe,  welche  jeder  einzulegen 
bat,  Eay  so  betragt  ihre  Gesammt- Einlage ,  da  jeder  sich  fflr  die 
gleiche  Summe  betheiligt,  Ea.Aa.  Hieraus  und  aus  2)  ergibt  sich 
die  Gleichung: 


^^  "*«— ^-"  Vl,Op  +  j  O^a  +  l,0p8  +  •  •  Ij^pu)'^* 


also: 


Setzt  man«  was  gewöhnlich  geschieht,  4C=1,  so  stellt  sich  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jährlichen  Betrage  1  fdr  eine 
ojihrige  Person,  die  durch  La  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar: 

wenn  nach  dem  Sammelzeichen  {Z)  allmälig  u = 1 ,  2,  3 ....  u  gesetzt 
wird. 

Ans  4)  kann  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(X)  übergehen,  wenn  der  Ausdruck  mit  K  multiplicirt  wird.  Auch 
kann  in  No.  4)  statt  a  jeder  andere  Werth  a  +  n  gesetzt  werden. 
Es  ändert  sich  nur  die  Form  und  es  entsteht  für  den  Werth  1: 

^  r    . 1     ^Ag^^l       Aa^^2  Aaj^m±u\ 


§.79. 

Verschiedene  Arten  von  Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zwischen  aufborenden,  aufgescho- 
benen und  temporären  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufhörenden  Leibrente  eine  solche,  welche  mit  dem  Ende  des 
ersten  Jahres  för  eine  ajährige  Person  beginnt  und  n  Jahre  dauert; 
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unter  einer  aufgeschobenen  eine  solche ,  welche  erst  nach  Um- 
fluss  von  m  Jahren  beginnt  und  bis  zur  Lebensgrenze  dauert; 
unter  einer  temporären  eine  solche,  welche  nach  Umfluss  voo 
m  Jahren  beginnt  und  n  Jahre  dauert. 

Die  Werthe  dieser  Leibrenten  lassen  sich  nach  dem  Inhalt 
des  §.  78.  leicht  bestimmen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  Ende  des  ersten  Jahres  und 
dauert  n  Jahre«  so  kommen  die  n  ersten  Glieder  der  Reibe 
Mo.  2)  §.78.  in  Betrachtung»  und  der  gegenwärtige  Werth  dee 
Bedürfnisses»  welches  die  Casse  zu  decken  hat,  ist  bei  eiiei 
Leibrente  von  1: 

^>  ^•"l.Op  +l,0;i«'*"l,V  l,()p«* 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufh5renflen  Leibrente  für  eine 
cfjShrige  Person  durch  X«;!,«;  so  ist  der  einmalige  Beitrag  einer 
Person,  wenn  sich  Aa  Personen  betbeiligen: 

2) 

y  1    (Ag^l        Aa^2   ,    ^<H-8    ,  '^^±l\  ^  J_   T*  4^il 

^•'  **•  -  i^a  V  hOp  '^  hOp^  ^  1,0p»  +  ••••  hOfi^J  ~  Aa  ^*  ifiji^ 

Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leib- 
rente nach  §.  78.  ausgedrückt  werden.  Ergänzt  man  nämlich  den 
Werth  der  Reihe  in  No.  2)  bis  zur  Lebensgrenze  und  zieht  die 
zugezählten  Glieder  wieder  ab,   so  erhält  man: 

3) 

^  Aa.l{)p^^''Aa.\sOi^ 

Die  erste  Reihe  dräckt  nach  No.  4)  §.  78.  den  Werth  einer  lebens- 
länglichen Leibrente  La  aus.  Multiplicirt  und  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa^n  und  zieht  den  allen  Glied^^m 
gemeinschaftlichen  Pactor  im  Nenner  Aa-lfip*  aus  der  Reihe,  so 
geht  No.  3)  über  in : 

4) 

r  ^'^  1     /Ag^^i      Am^M^  ,         Am^mWi 
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Die  Reihe  in  dieser  Darstellung  chrOekt  nach  5)  {.  78.  gletehlklls 
den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leibrente  ans.  Führt  man  die* 
sen  Werth  ein »  so  ergibt  sich  ans  No.  4)  der  gesuchte  Werth  fOr 
eise  aofhorende  Leibrente  auf  folgende  Weise : 


5)  j^.,^^  =  L,^^^d^^L^ 


Sal  der  Werth  einer  aufgeschobenen ,  nach  Umflus«  yon  m  Jah- 
ren beginnenden  und  bis  zur  Lebensgrense  dauernden  Leibrente 
bestimmt  werden^  so  kommen  die  Glieder  der  Reihe  in  No.  2)oder 
No.4)$.78.  ¥om  (ni-f  l)teu  an  in  Betrachtung. 

Der  gegenwärtige  Werth  des  BedSrfnisses  der  Casse  ist  daher: 


■       1  A..A       ■        I  A.^     -f-.... 


Da  dieser  Betrag  durch  Au  Theilnehmer  gedeckt  werden  muss, 
80  ergibt  sich  sofort  der  Beitrag  des  einzelnen^  wenn  der  Werth 
der  aufgeschobenen  Leibrente  durch  Lm,m  bezeichnet  wird,  durch 

7) 

Darch  Multiplikation  und  DiFision  mit  Aa+m  kann  auch  diese 
Reihe  durch  eine  lebensllngliche  Leibrente  nach  No.  5)  ^  78.  ans- 
gedrüekt  werden.    No.  7)  erhält  dann  folgende  Form : 

8) 

f         —       -^Hh»  1       /Aa^m\\  J»f,»|.g  ^H^lMj»^ 

Die  Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
uf  gleiche  Weise ,  denn  es  werden  hiezu  it  auf  einander  folgende 
Glieder  Fom  (jh  +  l)ten  Gliede  an  in  der  Reihe  No.  2)  oder  No.  4) 
)>78.  nuthig.  Der  gegenwärtige  Werth  des  von  der  Casse  zu 
deckenden  Bedürfnisses  ist  daher: 

TkeU  X^LXVm.  18 
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Dcir  Beitrag  flfr  den  einsoelnea  T|iellnelumr»>  d«ff  dsrtb  lim;m,t 
hexeicfciiet  .irerdeo  «oll»  iat: 

10) 

» 

^^"^"^  j«.i,Qp«V"W~"*^  i,qj0>  +  j,o^»  +•••  1,0^/ 

Durch  Multiplikation  und  Divisioo  mit  Aa^m  kann  man  diese  Oa^ 
Stellung  nach  No.  2)  auf  den  Werth  einer  aufborenden  Leibreiite 
fSr  eine  (a-f  ^)jährige  Person  zurückbringen ^  denn  es  entsteht: 

11) 

r  _     Ag^  1    fAt^nn-\      A-HiM-a,        A»^m\*\ 

^••-'"-A,i.(i^»'^»f«v  1.0p  ^"  i,Qp«  +  "  i,op"  y 

—  ^,i.()p»^«+"'''"" 

I 

Man  k^nn  nun  auch  hier  yerfahren  wie  in  No.  1)— ^5)  geschah, 
die  fehlenden  Glieder  der  Reibe  ergänzen  und  dann  wieder  tb* 
ziehen.  Einfacher  ergibt  sich  die  Sache,  wenn  man  den  Werth 
¥on  La4-m;hn  nach  Mo.  5}  behandelt  und  a-f»  statt  a  schreibt 
Es  entsteht: 

Wird  ^ser  Werth  in  No.  II)  eingefSbrt»  so  ergibt  sieh  xv 
Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  folgende  CUeicboog : 

12)  £..  m,n^j^^Jj^(La^m-jf^^^ 

HiefAach  sind  die  Werfbe  der  versehiedeoen  Arten  von  Leib- 
renten sämmtlich  auf  die  Werthe  lebenslänglicher  Leibrenteo  zo-    |i 
rfickgebracht,  und  m^n  h^t  es  nur  mit  den  letztern  zu  thun. 

§.  80. 

Methoden  für  die  Werthbereehnung  der  Leibrenten. 

Bei  Auswerthung  der  Leibrenteo  für  Personen  diBr  yerscfaie- 
denen  Lebensalter  hat  man  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafd  so 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  io  §.  78.  uftd  $.  79.  gefun- 
denen Gleicbttogeo  zu  TerfaJiren,  und  die  fragUdien  Werthe  fllr 
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die  MmmtÜGhtn  Jahre  »iner  StivrUkhkeitsttifel  so  berechnen»  uro 
sie  weiter  benntseo  su  kOnoen. 

Liesse  sich  die  Zahl  der  Lebenden  &us  einem  bestimmten 
Gesetze  ableiten»  so  würde  di^os  die  Werthbereehnung  der  Leib- 
renten sehr  erleieht^n.  Dies«  Ist  aber  nicht  der  Fall»  daher  wird 
die  Ermittelung  dieser  Werthe  ffir  eine  grosse  Gliederanzahl  der 
CrtiBchen  Reihe  sehr  mühevoll.  Man  kann  jedoch  bei  Ausf&h- 
raog  der  nothig  werdenden  .Rabattirungen  manche  Erleichterung 
afibriogen. 

Es  gibt  jedoch  schon  gefertigte  Lefbrententafeln,  wodarch  itian 
der  Mühe  der  Rechnung  überhoben  ist 

Zn  den  bekannteren  Sitern  Tafeln  gehören  die,  welche  auf 
der  IQ  Northampton  beobachteten  Sterblichkeits  -  Ordnung  beruhen 
md  Ton  allen  Lebensversicherungs»  Anstalten  in  London  benutzt 
werden,  dann  die  yon  Deparcieux.  Zu  den  neuern  geboren  die 
Too  Brune»  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  und 
Lebensversicherutigen  von  D.  Jones.  Deutsch  bearbei- 
tet von  K.  Hattendorf.  Hannover  1859),  dann  eine  von  Herrn 
M.  Kasten  in  Frankfurt  berechnete  und  mir  mitgetheilte»  die 
sich  auf  die  von  Finlaison  angegebene  Sterblichkeits -Ordnung 
gründet. 

Von  den  Methoden,  deren  man  sich  zur  Berechnung  der  Leib- 
reaten  bedienen  k^nn»  werden  hier  folgende  angeführt: 

Erste  Methode.  Sie  besteht  in  der  direkten  Berechnung 
der  in  No.  4)  Q.  78.  angegebenen  Gleichung.  Zu  dem  Ende  hat 
ntn  in  die  Formel 

^^  ^—  aX  1,0/1  ■*"  i,Qp«  "*^  1, V  "•■    •  WV 

M  einem  bestimmten  Zinsfuss  die  Berthe  der  A  nach  einer  ge- 
wählten Sterblichkeits-Ordnung  und  für  l,()p  einzuführen,  jedes 
eioxelne  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen. 

Biernach  ist  der  Werth  einer  Leibrente  für  einen  Sfjftbrigen 
Mann  nacfc  Finlaison  bei  3  Procent: 

^•— i48t\l,03  +  1,03»  ^  1,03«  +  1,03*  "*^  1,03V 
_1/11  7  4      .     3  1    \ 

"-r?  vi^ '•^  t;ö3s  "•■  t;öp  "•■  i,03*"*^i.03v 

Esbt: 

18* 
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11 . 1.03-1  =  II  .0,9708737= 10.67961 16 
7.1,03-«=  7.0,9425959=:  6.5981714 
4.1,03-*=:  4.0,9151417=  3.6605666 
3.1,03-««  3.0,8884870=  2,6664611 
1.1.03->=:    1.0,8626068=  0.8626088 

24,4664195 

-,                       ,        24.4664195     ,  ,»««,„ 
2)  Ln=        |. =  1.43920115. 

Diese  Methode  ist  sehr  mQhevoll  und  zeitrauliend,  wie  imo  sieht 

Zweite  Methode.     Eine  zorflcklaufende  BerechDongsweiw 

erhilt  man  dadurch .  dass  man  aus  No.  1)  das  erste  Glied  -^s^ 
innerhalb  der  Klammer  scheidet.    Es  entsteht: 

3) 


wie  «Ich  diess  aus  No.  5)  §.  78.  ergibt,  wenn  man  fi  =  1  setit 

Ist  nan  der  Werth  einer  Leibrente  ffir  eine  (a-f-l)jibrigePe^ 
8on  gefunden,  so  kann  man  daraus  den  für  eine  um  ein  hk 
jQngere  Peroon  durch  Ausfiihrung  der  in  No.  3)  angeseigtea  Ge* 
echftfte  finden.  So  ist  der  Werth  einer  Leibrente  flir  einen  8^ih- 
rigen  Mann  nach  Finlaiaon: 

4) 

=  1,67744415. 

Ein  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  danusteÜM- 
den  Werthen  weiter.  Es  wird  daher  sweckmSssig  sein»  nach  eher 
andern  Methode  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Controle  TortuaehoMn. 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  Gliede 
^»fvf  rabattire  mit  Ifip,  zfthle  hinzu  die  Zahl  der  im  vorher- 
gehenden Jahre  lebenden  Personen  (Aa^—i)»  rabattire  die  erhal» 
tene  Summe  mit  l.Op,  fahre  so  fort  und  theile  sdiliesslich  mtt 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Aa.  Diess  Verfahren  stdit 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 
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Diese  Methode  hat  den  Vortheil,  daee  mao  mit  jedem  Gliede  ab» 
brechen,  die  echoo  erhaltefien  Werthe  beDutzen  und  der  Reihe 
lack  ailmälig  die  Werthe  der  Leibrenten  fSr  jedes  Alter  einer 
StwUichkeite- Ordnung  berechnen  kann.  So  ist  unter  der  eben 
»gegebenen  Voraueaetsung: 

6) 

L.-(  *   4.1^     *        Vm«im_  3.86881726    ^^r^^^^^. 
^=  Vi:Ö5+ V  PO  =    4.1,03    = 4 =0'fl6380431 , 

r       Z'/  1    j  «\    '    .  A     1  44-3,8SS21726      7,62642453 

*''=Vvi;ö5+vnö3+ vpo  =    Tim    '^     7 

=rl,06»48921, 

r    _///_L  .,\   1      .  A    1    .,A   _i 7+7.62642483 

^~VUi;S3  +VP5  +VPä+V'  1,03.11  -        11.1,03 

=?i^^=  1.29094686, 
i»,= (14,20041216  + 11)  i^^-j^  =     •^"°'  =  1,43920118 

I 

1.  s.  w.  Fahrt  man,  wie  hier  geschehen,  die  Rechnung  mit  der 
Oirieion  durch  1,03  aus,  so  hat  man^eine  grosse  Zahl  yon  Deci- 
mtlstellen  nothig,  um  die  frOheren  Werthe  richtig  su  erhalten. 
Et  wird  daher  die  Rechnung  mit  Logarithmen  hier  vorzuziehen 
•eio,  was  eine  Erleichterung  gewährt,  da  man  ausser  den  Zahlen 
der  Lebenden  nur  den  Logarithmen  von  1,03~^  bedarf.  Um  sicher 
20  gehen,  kann  man  gleichzeitig  die  zweite  Methode  benutzen. 

Vierte  Methode.    Wird  die  Reihe  No.  1)  mit  IJdp^  multi- 
pUcirt  und  dividirt,    oder,    was  dasselbe  ist,    wird  der  Divisor 

]^  ans  der  Klammer  geschieden,  so  entsteht: 

7) 

Vergleicht  man  hiermit  den  Werth  der  Leibrente  fOr  eine 
(^-fljjlhrige  Person,    so  entsteht: 
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8) 


Xro+i 


la  beiden  Reihen  sind  die  (tc  — 1)  letzten  Glieder  einander  gleidi. 
Mee  kann  daher  ven  8)  auf  7)  übergehen.  Zu  dem  Ende  bat  bm 
l»l  der  Sninme,  welche  die  Glieder  der  eingeschloesenea  Rtibf 
in  No^  8)  bilden ,  At^\ .  IJÜp*-^^  ja  xfiMen  und  dann  mit  dem  voige' 
sebriebenen  Divisor  za  tbeilen. 

Um  die  Leibrenten    für  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu 
erhalten,  hat  man  also  die  verschiedenen  Summen  der  Reihe 

zu  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  einzelnen  SnBuae 
zu  machen.  Da  diese  Methode  hauptsächlich  auf  Multiplikationen 
betäubt,  so  lässt  eie  sich  leicht  durchführen ,  wenn  mai^  im  Be* 
sitze  voD  Mttitiplikationstafeln  ist«  Die  Werthe  iron  l»^|p^  und 
hOp"*  sind  den  bekannten  Tafeln  zu  entnehmen.  Zudem  gewahrt 
die  Methode  den  Vortheil,  dass  sich  ein  bei  der  Division  begao- 
gener  Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Summicung  der  Reihe 
sich  leicht  controUren  lisst,  man  idso  bei  einiger  Aaboerksaiii- 
keit  gegen  die  Gefahr  des  Fehlens  geschützt  ist.  Man  kann  fUr 
die  nuthig  werdenden  Geschäfte  eine  besondere  Tabelle  entwer- 
fen in  nachstehender  Weise»  wozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
Finlaison  benutzt  ist: 


AHer 

Zahl  der 
Lebenden 

1,08— 

1,03» 

* 

5 

Wadt  der 
Leibrenl» 

94 

1 

93  . 

3 

0,970873786 

1,03 

1 

0,3236246 

92 

4 

0.94^95909 

1,0609 

4,09 

0,9638^. 

91 

7 

0,919141659 

1,092727 

8,3336 

ijmtm 

90 

11 

0,888487048 

1,12550881 

15,982689 

1,2909466 

89 

17 

0,862608784 

1.159274074 

28,36328591 

1,4382011» 

88 

24 

0,837484257 

1,19405-2297 

48,070945168 

1,6774441 

87 

34 

0,813091511 

1,229873865 

76,728200296 

1,83491» 

86 

44 

0,789409234 

1,266770081 

118,543911706 

2,126810B 

85 

56 

0,766416732 

1,304773184 

174,281795270 

2,3852SB8 

ii 

68 

0,744093915 

1,343916379 

247,349093574 

2,7066317 

Die  Werthe  der  fünften  Reihe  (S)  indet  man,  weon0Bt#t 
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V^erthe  der  icwdten  {A^i-  bnd  der  vierten  (1,03")  Törberg^benden 
Horiiontalreibe  roulliplicUt  ubd  zu  der  Zahl  in  derselben  fünften 
Horbontalreibe  addirt.  So  ist  die  Zahl  (5)  in  der  vierten  Hori« 
tontalreibe : 

6,3336  »3  4  J,0e09 +<MW«  4.24364^  4^. 

Die  Werth^  der  Leibrenten  findet  man»  wenn  man  den  Wertb  in 
der  fünften  Reihe  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Hori- 
lontalreihe  multiplicirt  und  durch  die  Zahl  der  zweiten  gleichen 
Horiiontalreibe  tbeilt.     So  ist; 

'  * 

Z^j  =  M,03-»(4.1,03«  +  3.I,03+l)=M,03-».8,3336 

0,915141659.8,3336     7,626424529      ,  «^jw,^ 
^  *-^ ^ s!2^  a^ — a-.  i,0694$92. 

Die  eben  mitgetbeilte  Methode  empfiehlt  sichj  wie  man  sieb^ 
als  eine  bequeme,  sehr  fördernde  und  sichere  Methode  und  ver- 
dient vor  den^Obri^en  wohl  den  Vorzug, 

Sind  die  Werthe  der  lebenalftngliehen  Lelbredten  für  eine 
bestimmte  9lerUichkeitetafel  bekannt,  so  ergeben  iiob  4ie  flk 
aafbSreode»  aufgeschobene  und  temporäre  nach  §.  79.  ohne  Sehwie- 

rigkeit. 

§.  81. 

Werthbestimmung  einer  Leibrente,   welche  so    lange 
geii^blt  wird,  als  zwei  Personen  voA  bestitnmtem  Alter 

sich  am  Leben  befindet. 

Soll  der  Werth  einer  Leibrente  bestimmt  w^den,  welche  so 
Itnge  jährlich  mit  der  Summe  1  ausgezahlt  wird,  als  zwei  Per- 
sonen» wovon  die  eine  a^  dl»  andere  b  Jahre  alt  ist^  zosatniiien 
leben,  so  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  fTihren. 

Da  die  Leibrente  nur  ausgezahlt  wird,  wenn  beide  Personen 
•ich  noch  am  Leben  befinden,  so  hat  man  die  Fälle  zu  bestim- 
men, ie  welchen  dies  Er^gniss' eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  fraglichen  Personen  am 
£t)de  des  ersten,  zweiten,  dritten,....  Jahres  bis  zur  Lebensgrenze 
zusammen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscheinlich- 
keit, dass  jede  einzelne  Person  am  Ende  der  genannten  Jahre  noch 
lebt  Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  fragliche  Zusammenleben 
stellen  sich  der  Reihe  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dar: 
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A%\l^Ah>^\        Aa^%,Ah^^        Am^.Ah^  Am^^A^\m 

Aa»Ak  A^.Ah  Am*Ak     '  "**       Am'Ak 

In  jedem  dieser  FSlIe  muss  die  Summe  1  gezahlt  werdeo.  Di 
aber  diese  Wertbe  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werdeo  mu* 
sen^  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  gegen w&rtigen  Werthei 
dieser  Summen  sftmrotliche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfnss  p  zu  rabattiren.  Bezeichnet  man  nun  den  Werth  einer 
Leibrente  fOr  zwei  verbundene  Leben  nach  dem  Vorgange  des 
firOhem  durch  Lok*  so  erbfilt  man  hiefiir  folgende  BestimmiDg, 
wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Divisor  Am* Ah  ausscheidet: 

1) 

r      —      ^       /Am^vAh^i       Aa:^%.Ah^%      ^H-S'-^H-I  Am\mAh\m\ 

^•*  -^ Am.Ak  \     hOp      ^     iflp^  "  '^      Ifip^     •  ••      l>p»    / 

Das  hier  gefundene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
sirt  sich  ganz  in  derselben  Weise»  wie  dasjenige,  welches  naek 
§.  78.  No.  4)  zur  Werthbestimmung  Rlr  eine  einzige  Person  gilt 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Wertfce  Ifer  zwei 
verbundene  Leben  für  die  in  §.  79.  aufgeführten  besondem  Ltft* 
reaten. 

Der  Werth  einer  aufhörenden  Leibrente  ftir  das  Zosamnca- 
leben  zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  6  ist  dann  oacfc 
§.  7i».  No.2)undNo.5): 

2) 
^•*'*'— ^.AV     hOp      +      Ifip*      +     •      1,0^    J 


r  Aa4ii»AhXn    « 


Der  Werth  einer  aufgeschobenen  Leibrente  ist  nach  $*  79. 
No.  7)  und  No.  8) : 

'"*•"- i<..^».  1,0^-^        Top       ^■*'        M5S*        *"" 

der  eioer  temporireo  ist  naeb  $.  79.  No.  11)  und  No.  It)  : 


«f 


4) 


Die  Wertbberechnuiig  dieser  Leibrenten  kann  nach  den  In  §.  80. 
angegebenen  Methoden  geschehen.  Sie  Ist  aber  viel  mfibeyoller 
und  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  mdgliehen  Comblnatio* 
Des,  als  die  der  Leibrenten  flir  einzelne  Leben. 


i.  82. 

Werthbestimmung   i  ebene  Iftngl  ich  er   Versicherungen. 

Auch  hier  gelangt  man  am  Einfachsten  zum  Ziele»  wenn  man 
von  dem  Bedürfnisse  der  Casse  ausgeht.  Bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen,  welche  nach  einer  bestimmten  Sterblichkeitstafel 
im  aten,  {a-^l)Xen^  (a-|-2)ten  Jahre  u.  s.f.  sterben,  der  Reihe 
steh  dturcb 

und  nimmt  man  an,  dass  sämmtllche  ajftbrige  Personen  (Am)  zu- 
sammentreten, um  fBr  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K  ihr 
Leben  zu  versiehem»  so  hat  die  Casse  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgend^  Summen  zu  zahlen: 

Der  gegenwärtige  Werth  simmtlicher  Summen  ist  bei  p  Procent: 

|.  gf Mm*K        Mg^l.K         Mg^^.K  Mg^.K 

^'         ^—  hOp^    l,0/>«    "*■    1.0p»    ^'"'Ijap^^' 

Da  sich.  Aa  Personen  hiebei  hetheiligen,  so  muss  jede  den 
glichen  Betrag  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  £«, 
so  haben  die  Theilnehmer  die  Summe  Ea*Am  zu  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  angegebenen  Werthe  gleich 
sein.  Hiernach  ist  .der  einmalige  Beitrag  fiilr  den  einzelnen  Theil- 
oehffier: 
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Diesen  Werth  kaoD  man  nach  einer  der  in  §.  80*^  angegebeMB 
Methoden  berechnen,  wenn  man  die  Zahl  der  in  den  einaelito 
Jahren  sferbenil^n  Personen  einführt.  Man  kann  jedoc)i  den  Wert! 
der  vorstehenden  Reihe  auch  durch  Leibrenten  darstellen.  Die 
Zahl  der  in  einem  bestimmten  Jahre  Sterbenden  findet  man,  wem 
man  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  von  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebenden  absieht*  Hier- 
nach ist: 

3)  Ma-\^ « iid+fc  —  A^\^\\.  ' 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  0,  1,2,  3,....  statt  n  in  3)  and 
ffihrt  die  hiedurch  entstehenden  Werthe  in  die  Reihe  No.  2)  eio, 
so  gewinnt  man  folgende  zwei  Reihen: 

_K^(  Aa     .Aa\\    .Aajr%Am^  Ag^m    \ 

K  fAg^i     Aa^%   :  Au^  Am^\ 

""  Aa  Kjjs^  ■*■  1,0p»  ^  1,0p»  ■*■  ••••  T^r 

Offenbar  drfickt  die  negative  Reihe  nach  §.  78.  den  Werth  eiaer 
lebenslänglichen  Leibrente  aus.  Die  Glieder  der  positiven  Reikf 
lassen  sich  gleichfalls  auf  eine  solche  zurückbringen,   wena  maa 

|-jr-  ausscheidet.  Geschieht  diess,  so  geht  die  vorstehende  Dar* 
Stellung  in  folgende  über:  ' 

5) 

IT  —  Ä^  r  '  ■    ^    (^^  .A^i  Ag^^   !dfdH?^^  gt 


^'^L^  +  iÄ^^*""^]' 


Der  eioatialige  Beitrag  bestimnat  sieb  nach  den  ndttügea  Bedae* 
tionen  hieraus  durch  folgende  Gleichung: 

^>  ^«=^'looTp'"^"~i,Op  "• 

Nimmt  man  aiteh  hier  die  Versicherungssumme  zur  Einheit  an» 
Ülsb  1,  von  der  man  auf  jeden  beliebigea  Betrag  Obe^ebe»kaaa» 
so  ist: 

«rx  ^'    100— pJLa_l— 0,OpJ^ 

7)  ^«~~100  +  p    -~T^5 

Die  Vorschrift)  welche  diese  ForoAel  enth&lt,  ist  leicht  sa  er- 
kennen.   Soli   hiernach  der  Werth  einer   Versi^eruttgssomme  1 
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für  eine  SQjIhrige  Person  oacb  FV>lä'is<>n  bei  3  Procent  bestimnit 
werden,  se  laidie  elmiialige  EinkauCssutiiDe: 

V       M)0-3.£ao     ,100-3-19,6^473528 _^  ,.^^^^^ 
^0=^ JOB — ^~, iOä"^ =0,4ie09ö6. 

Nich  der  Sterblich keitstafel  von  Northaoipton  iet  sie: 

100->3.16,922       49,234 

.  ^»ö""       iö3       ""  "loa"  -"'^^öüü. 

Nach  der  Sterbüchkeitstaf^l  von  Deparcieuz: 

lOQ- 3. 19,492     41,624 
^»0=         lOa ^=-ig3-=0,40315. 

Nach  der  von  Brune: 

100-3.19.1778  _  42.4666  _ 
*® "" iÖ3  "" "Kö"  ■"  "     ^^w- 

Man  sieht  wie  nahe  die  Werthe  von  Brane  und  Finlaison  zu- 
tfammenkoninien.  Ihnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
wSbrend  die  Tafel  von  Northampton  einen  viel  grussern  Werth 
giebt,  was  von  der  grossem  Sterblichkeit  herrflbrt. 


§.83. 

Werthbestimmupg   für  Versicherungssammen  auf  Ire- 
stimmte  Zeit  (kurze  Versicherungen). 

Die  hier  zu  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Weise  dar:  £ine  njährlge  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
8amme  (K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anzahl  (n)  auf 
einander  folgender  Jahre  versichern,  dass  diese  Summe  ausgezahlt 
wird,  wenn  sie  Im  Laufe  dieser  Jahre  stirbt.  Wie  gross  ist  die 
MefiSr  einzuzahlende  Summet 

Die  vorliegeode,  Frage  beantwortet  sich  auf  die  in  §»  82.  an- 
gegebene Weise,  wenn  man  die  in  No.  1)  und  No.  2)  §.  82.  gege- 
bene Darstellung  auf  n  Glieder  beschränkt.  Hiernach  bestimmt 
»leb  der  Werth  der  Kaufsumme«  die  mit  £«;!,«  bezeichnet  wer- 
<leD  aoUft  wenn  die  Versicherungssumme  1  ist,  durch 

\\  r  _    1  /  i^g     ■   Ma^i       Jtfa-f-a  Ma±n^\ 

l)  ^«;l»«-J.\^i;^  +  l,()p2+l,()p«+    ••     1,0p«    / 

Zerlegt  m$m  nun  die  GKeder  in  der  Klammef  naefa  No.  4),  ö)  ood  6) 
§-  82.  In  zwei  Reihen,  so  entsteht  ans  der  vorstehenden  GMebnng: 
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m 

~  i^fe  ■*■  i;^  ^•'  1,-1— i.,  1,«» 

denn  beide  Reihen  in  No.  2)  bezeichnen  nach  }.  79.  No.  2)  aa^ 
hSronde  Leibrenten.    Nan  ist  nach  No.  5)  }.  79.: 

Werden  diese  Werthe  in  2)  eingeführt,  so  erhält  man: 

3) 

nnd  hieraas  nach  den  nothigen  Reductionen: 

4)      ±...1,«-         J^^  A^.lfipn 

oder 

—  100 — pLm      Am^^i .  Lm-^-1 — Ag^n*  L^^ 

5)       t.a;  t,n^  lÖÖTp  Aalfifi^  ' 

Hiednrch  ist  auch  die  Werthbestimmung  von  kurzen  Versidie- 
rungen  auf  den  Werth  der  iebensiänglicbeo  Leibrenten  surfickge- 
fahrt.  Urofasst  die  Zeitdauer  für  eine  Icarze  Versicherang  aar 
wenige  Jahre  (etwa  5  oder  weniger),  so  wird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  No.  1)  benutzt  v»i 
die  Werthe  ftfr  die  M  aus  den  Tafeln  bestimmt  and  elnAhit. 
Diese  bleiben  nämlich  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  dlfe- 
riren  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gew&hnKdMn 
Zinstafeln  benutzen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumme  einer  VersicheroBK 
flir  eine  30jährige  Person  nach  Fiulalson  bei  3  Proceat  bsvodi- 
net  werden,  die  30  Jahre  dauert,  so  erhält  man  ans  No. S): 


der  ptUtüeke»  iritkmetlk.  SSI 

6) 

'M.I.W—        103       -        ^„.1,03» 

100—3.19,047352»      »70.14,1392877  —  S61. 13.7971049 
—  103  732.1,03«» 

=  0,41609652-^2  ,jj3i5 

=0,41609652 — 0.1917929 = 0.2243036 ; 

Ar  eine  Versicherong  von  100  mfissen  daher  83,430  erlegt  werden. 

Sollte  aber  die  Versicheruog  nur  5  Jahre  danern,  so  ergSbe 
sich  ans  No.  1) : 

1    /  9  9  9  9  9    \ 

7)      ^;i.»-7SV.i;^"*' 1,03« +  1,03»  + 1,03« +  Ü)5»/ 

_  9     1- 1,03-»  _  9.4,5797072 
—Wi'      0,03       "~        732 

=0,06630787...., 

md  man  hitte  fQr  eine  Sjihrige  Versicherung  von  100  nur  5,630.... 
ni  erlegen. 

Für  eine  Venichemng,  die  Tom  SOsten  bie  vom  90iteii  Jabre 
diiert,  ist  die  Kaufsiiinme: 


«.  100 — 3.jLgo       ^89* -^9  —  -^'-^ 


=0,41609652 732.l^«> 

:=  0,41609662-^^^=0,4160952-0,002380447 
=0,41371608. 


S.  84. 

Werlhbestiminang  einer  Versieberung,  weicbe  wie  ge« 
wSholich  atfsgexablt  wird,  wenn  die  versicherte  Person 
iDiierhalb  n  Jabren  stirbt  and  spätestens  am  Scblnsse 
<iet  ftten  Jabres  ansgezahlt  wird,  wenn  die  versicberte 
Person  den  festgesetzten  Zeitraum  Überlebt. 

Da  die  Versiebeningsbanken  aocb  Terslcbernngen  auf  eine  be- 


[,,._.. 
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schrSnkte  Zeit  io  der  Weise  zaUssen,  dass  die  Versichermig» 
summe  jedenfalls  ausgezahlt  wird,  und  zwar  innerhalb  derselbcB, 
wenn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  ScMuss  derselben,  weoa  er 
die  festgesetzte  Zeit  überlebt,  so  liegt  die  Aufgabe  vor,  die 
Grosse  der  Einkaufssurome  für  eine  solche  Verstchemog  zo  ht 
stimmen.  FOr  die  Dauer  dieser  Art  von  Versicherungen  ist  g^ 
wohnlich  ein  Minimum  (bei  der  Gothaer  Bank  II  Jahre)  bedingt 


Erste  Methode.  Nimmt  man  an,  dass  eine  Anzahl 
riger  Personen  {A^  ihr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  Tersichen 
wünschen»  so  ist  das  BedCirfni^s»  welches  die  Gesellscbaftskasse 
innerhalb  n  Jahren  bei  der  Versicherungssumme  1  wegen  der 
eintretenden  Todesfölle  zu  decken  hat: 

Ausserdem  hat  die  Gasse  noch  am  Schlüsse  des  nten  Jahres  in 
sSmmtliche  Personen,  welche  am  Ende  des  nten  Jahres  oocli 
leben  {Aa^ni  gleichfalls  die  Versicherungssumme  auszuzableo. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  No.  1)  noch  das  Glied  Am\u  wd 
rabattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinsfuss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Am  theilnehmenden  Personen  zu  deckende  gegeowir- 
tige  Werth  des  Cassenbedürfnisses  durch   folgende   Darstelloog: 

^^  ^^  1,0p  ^  1,0p*  ^  l,Qp»  "^  ""   J,Qp*   ■*"  WS?* 

Nennt  man  nun  die  Einkaufssurome,  welche  jeder  Theilnekaer 
sogleich  einzulegen  hat,  Ea,m9  so  zahlen  sSmmtliche  Theiloebitr 
die  Summe  Ea,n'Aa-  Diese  Summe' muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  btstimmt  sieh  die  GrOsse  der  eiomali' 
gen  Einkaufssumme  darch : 


3)    £g,« 


Aa\Wp^TJ$^^hOp*^^'  Ifip^^T^J 


LOst  man  nun  die  Reibe  in  der  Klammer  naek  No«  1)  undNo.3) 
§.  83.  auf,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung : 


IMp  "  \»p^  ""  •"• ""  l,fl^-*      I,(y/ 

oder 

^••"  - 1:^  ■'^  Aa.  i,Qp  V  1,0p  +  1,0p«  "*"  •••  r^^/ 
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Bi^mm  entoteht  dach  No,8)9«79.: 

100— p.L«;  1,11-1 

Nqb  ist  nach  No.  6)  §.  79. : 

Durch  EinRlhning  dieaea  Werthea  in  No,  4)  entateht : 


}  —  O^Op .  Lg       0,0p ,  Aa^n-l '  Lg^  «--1 

—  1,0^         ''■  Aa.l^Op^ 


oder  • 

100 ^yZg  ,  Q,0p.iiH.»^i.Jitt4^-i 
^  ^•'—    100+p    ;*^  ^a.l,Qp" 

inn     .»^r       ^«h^ii~i.I>«h^ii~k 

100+;i 

Bai  der  Aaweadang  gawihrt  bald  die  aioa»  bald  di^  aadere 
faa  den  in  No.  3),  5)  und  6)  gegebenen  Formeln  beaondem  Vortheil. 

Zweite  Methode.  JLu  demaeiben  Reaultate  gelangt  man 
auf  folgende  IV eise.  Will  eine  ojifhrige  Person  nnter  den  ge- 
nannten Bedingungen  eine  auf  n  Jahre  dauernde  Versicherung 
kaufen,  so  kunnen  folgende  Fälle  eintreten:  die  ajShrige  Person 
stirbt  im  Laufe  des  Isten,  2ten9  3ten , . . . .  nten  Jahres  oder  sie 
lebt  noch  am  Schlüsse  des  letzten.  Die  Wahrscheinlich|^eiten  fSr 
das  Eintreten  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reibe  nach: 

^g  ^g  Ag  J9g  J§g 

Eiav  dieaer  Fälle  muss  eintreteii^  In  jedem  deraelben  wird  die 
Tcfsicberqngssumme  1  ausgezahlt.  Werden  nun  diese  Glieder 
der  Zeit  entapvechend  bei  dem  Zinsfuss  p  rabattirt,  so  iat  der 
W^rtb  der  sofort  au  zahlenden  Kaufsumme: 

0j^     j^ 1     ^Mg      ,    ^g-f-l         Mg^i   ,  Mg^^l    ,    Agr^n\ 

'^  ^«'— 4aVl35i^l.O^^  W*"*  •   hOp^   +l,Qp"/ 
Dhse  R«!he  Mit  mit  No.  9)  suaammen. 
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Nach  diesen  Gleichoogen  sind  die  Wertfae  der  C]in«ii|Oii 
Einkanfssiiininen  für  Versichenmgeo  in  GeselUchaften,  Tott  wd-' 
eben  jene  am  Schiasse  eines  bestimmten  Jahres  (von  der  Gethier 
Bank  am  Schiasse  des  fiOsten)  aasgezahlt  werden,  so  berecbaei. 

So  ist  die  einmalige  Kaafsumme  ffir  eine  VersicberongssaiBBe 
1  fSr  einen  SOjSbrigen  Mann»  die  spStestens  am  Schlosse  d« 
90sten  Jahres  gezahlt  wird,  nach  No.  6): 

^•o»so-         103     -+    ^,^^.i,ü3«o 

=  0,41609652  + ^OX»*^ 

=  0,41609652  +  ^'°°|^^^— =0,4160965+0,0001701» 
=  0,4162667. 

Hiemach  bat  ein  SOjähriger  Mann  fSr  eine  ^rsicberong  ton 
100  bei  lebenslänglicher  Dauer  nach  Finlaison  ((.82.): 

100.  iE^o  =  41*609652, 

wenn  sie  spfttestens  im  90sten  Jahre  ansgezahlt  wird: 

IOO.JSmmo^'I^OSOÖ?, 

ond  wenn  sie  nur  rem  30Bten  bis  90sten  Jahre  dauert  ((.  81): 

IOO.£w;  1,00=41.371608 

zu  zahlen.    Diese  Werthe  difleriren  seftr  unbedeutend. 


(.  85. 

Werjhb*estimmung  jährlicher  Beiträge    (PränieB)  fir 

lebenslängliche  Versicherungen. 

Die  einmaligen  Einkaufssummen,  welche  zur  Erwerbung  eiscr 
nur  einigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfofdirt 
werden,  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  desHn- 
tritts  in  einem  vorgerückteren  Lebensalter ,  nicht  ohne  Belang,  tid 
würden  aus  diesem  Grunde  Personen ,  welche  nicht  aber  die  uBCH- 
gen  Mittel  htezu  verfägen,  dagegen  jährlich  kleinere  ErspamiiM 
machen  können,  von  dem  Eintritt  in  die  Gesellschaft  abhaltas« 

Cm  nun  die  Theilnahme  zu  erleichtem,  haben  <Be  Baaksadfe 
sachgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährlidhi» 


der  poHtUeken  Arithmetik.  285 

das  Jalires  zu  sahleode  Beiträge  statt  einmaliger  Einlagen  sn  ge- 
statten. 

Soll  nun  das  Bedfirfniss  der  Casse  durch  jährliche  gleiche 
Beiträge  statt  der  Austohlung  einer  einmaligen  Einkaufssumme 
gedecict  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grösse  dieser  Beiträge 
(ur  eine  ojäbrige  Person  durch  Ba$  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fange des  aten  Jahres  lebenden  Personen  {A^  diesen  Beitrag, 
eben  so  die  am  Anfange  des  (a-f  l)ten  lebenden  {Aa^i)^  die  am 
Anfaoge  des  (a  -{■  2)ten  Jahres  Lebenden  Ma-1-2)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  u.  s.  f.  Die  Gesellschaftscasse  erhält  daher  zu 
Aifaag  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Summen: 

1}  Mßa*Aaf     Jia»**a^Xt     ^a*^a-|-29  •••• -Oa*^a-f-«i* 

Werden  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zins- 
foss  p  rabattirt,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  in  die  Ge- 
sellschaftscasse fliessenden  Summen: 

ft^  £?  —  1?        J       r        *^  *  Att-^-l        Bg .  Aa^%,  Dg .  ilg-f  u 

l)  K^iSg.Ag^         ,(jp         +         jQ^^     ,+  ....         jQ^       . 

Dieser  Werth  kommt  dem  in  §.  82.  No.  1)  angegebenen,  welcher 
das  BedQrfniss  der  Casse  bezeichnet,  gleich,  wenn  dort  #^=1 
gesetzt  wird.  Er  ist  von  den  Ag  jetzt  lebenden  Personen  zu 
decken.  Daher  hat  jede  Person  den  Sie  treffenden  Antheil  hier- 
von zu  tragen,  der  sich  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

j) 

nach  §.  78.  Ne.  4).  Diese  Summe  fällt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
miligen  Einkaufspreise  ßir  eine  lebenslängliche  Versicherung  Eg 
§.  82.  No.  4) — 7)  (für  J?=l)  zusammen,  denn  die  einmalige  Ein- 
kaafssumme  soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  ist: 

4)  Eg  =  Bg(l  +  Lg). 

Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  jährliche  Bettrag  fär  eine  lebens- 
liogliehe  Versicherungssumme  1  durch: 

oder  wenn  der  Wertb  aus  No.  7)  §.  82.  fOr  Eg  gesetzt  wird : 

fi\  R  _JOO--pi.fl  1-0,0/1. Lg 

'  '"(lOO+pXl+ZÖ  ^  l.Qp(l  +L.)' 

Tkell  XXXVIII.  19 
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Hieroach  ist  det  jährliche  Beitrag  eined  30jäbrigeD  Mame«  Kr 
eine  lebenslängliche  Versicherungssumme  1  nach  Finlaisoo: 

100-3.19,047352  _  0,4160965      ^^^,, 
^«>  -"  103  (1  + 19,047352)  '^  20,04735  ""  ^'"^^^  * 

für  eine  Versicherungssumme  von  100  musste  daher  ein  jShr 
lieber  Beitrag  von  2,075  gezahlt  werden.  Die  Banken  fordero 
höhere  Beiträge. 

§.  86. 

Werthbestimmung    des  jährlichen   Beitrags   für  kurze 

Versicherungen. 

Soll  die  Versicherung  nur  eine  beschränkte  Zahl  von  Jahres 
(n)  umfassen,  so  bestimmt  sich  der  jährliche  Beitrag  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  85.,  und  man  hat  nur  n  Glieder  in  den  Reiben 
No.  1)  — 3)  in  Calcul  zu  nehmen.  Bezeichnet  man  den  jäbrIidieD 
Beitrag  in  Uebereinstimroung  mit  dem  frühern  durch  Bü:V,%,  so 
ergibt  sich  aus  No.  3)  §.  85.  hiefur : 

1) 
s = Ba,x,,[i + ^^  ^  ,0^ + i^, + fj^, + ....  riö^ij; 

nach  No.  5)  §.  79. 

Dieser  Werth  fällt  mit  dem  eiber  einmaligen  Einkaufssowie 
für  eine  kurze  Versicherung  Ea',\,n  nach  §.  83.  No.  1)  und  2),  der 
in  jährliche  Beiträge  angewandelt  werden  seil,  zusammeD.  Es 
ist  daher: 

also: 


i^a.l,öp"-* 


Wird  nun  der  Werth  aus  No. 4)  oder  5)  §.83.  für  Ea;\,n  eingeführt, 
so  entsteht: 

1^      p         -    100 +/I  Ag.hOp-  \ 
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kt  die  Zahl  der  Jahre  fdr  eine  kurze  Versicherang  nicht  gross, 
80  kann  man  mit  Yortheil  die  ursprünglichen  Reihen,  woraas  die 
forstehenden  Formeln  abgeleitet  wurden,  statt  letzterer  setzen. 
Dann  ist: 

.      ß) 

Soll  hiernach  filr  einen  3()jfihrigen  Mann  der  Wertfa  einer  Ver- 
sicherung auf  5  Jahre  nach  Finlaison  he^timmt  werden,  so  ist 
aus  No.  3)  und  aus  No.  7)  §.  83. : 

aod  aus  No.  5) : 

^         ^    9.1,03-^^^9.1.03-a  +  §.l,03--H9.J>03-^  +  9»l,03-^ 
^3o;  1,5- 732 +  723. 1,03-1  + 714.  l,03-«+705.l,03-»+696. 1,03-* 

41,217364      ..^.c,c^ 
=  3370,726  ^^  "-012298. 

FCir  die  Versicherungssumme  von  100  bei  Sjähriger  Dauer  ist  da«* 
her  jährlich  1,2228  statt  der  einmaligen  Kaufsumme  5,630  zu  zah- 
len.   In  der  Gothaer  Bank  beträgt  dieser  Beitrag  1,45. 


§.  87. 

Werthbestimmung    des    jährlichen    Beitrags    fflr    eine 

Versicherung  von  beschränkter  Dauer  (auf  n  Jahre), 

wenn  die  Versicherungssumme  spätestens  am  Schlüsse 

des  9tten  Jahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  in  ^,  86.  wird  auch  bei  dieser  Art  von  Versicherungen 
der  Beitrag  nur  während  n  Jahre  erhoben.  Nennt  man  den  jähr- 
lichen Beitrag  Ba,%f  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher 
Beiträge  fär  einen  Theilnehmer  nach  No.  1)  §.  86.: 

1)   S  =  Äi,«(l  +  i:^;l,«-l)=l?a,n(^l+ia-      *^".  I^Od"-^/ 

Dieser  Werth   fällt  mit  der  in  §.  84.  ermittelten   einmaligen  Ein- 
kaafssumme  Ea,n  zusammen.    Es  ist  daher: 

Ea.n'=^Ba,n{\  +  La,  l,ii-l)=:  Äa,fi(  1  +  La "j — j  0»""^ — J  * 

19* 
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also 

und  hieraus,  wenn  der  Wertb  ftfr  Ea,n  aus  §.  S4.  eiogefGbrt  wird; 

100 — pLo      0,0p.  A4Ht~i.X>g-Hi~i 

4)  £»a,ii  =J  *- 3 f — ' 

^^^* A.l,Op»-^ 

oder 

-  aootf)(iti.--'-t:iv^') 

• 

Die  beiden  Formeln  in  4)  und  5)  eignen  sich  xur  beqieneo 
Berechnung.  Die  xwelte  hat  den  Vortheil  vor  der  ersten,  dts» 
zwei  gleiche  Glieder  im  Zähler  und  Nenner  vorkommen  und  da- 
her nur  eine  Rechnung  erfordern. 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  die  Beiträge  (Prämien)  derje- 
nigen Gesellschaften  zu  berechnen,  welche  Ihre  Mitglieder  roo 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zahlung  derselben  befiraei 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssuaae 
auszahlen.  Für  die  Gothaer  Bank  findet  diess  im  OOsteo  Jabre 
statt.    Daher  findet  folgende  Formel  ihre  Anwendung: 

100  — pLg      0,0p.ilg9.£^9 
AN  n      „   100  +  p     +  A..h{\p^'^ 

*  +  ^«""^a.l,Ö^«>-^* 

oder : 

Hierin  bleibt  A^.L^  unverändert  für  jedes  a.     Für  die  Sterb- 
lichkeitstafel  von  Finlaison  ist: 

A^^.L^  =  17. 1,4320115  =  24,46041955. 

Hiernach  ist  der  jährliche  Beitrag  f(ir  eine  Versicherung  vom  Weithe 
1  für  einen^  30jährigen  Mann: 


der  poUiUehen  ANiAmeM.  Sgg 

100-3(19.0473828-^^^) 

_  100-3(19,0473528—0,006843396) 
"   103(20,0473528-0,006843398)    ' 

^         100-57,1246282__    42,8754718    _0,41626fl71  ^^»i^^cw. 
^•^  103. 20,0415096  "^103 .  20,0415096"'ä0,Ö4l509d  =«»«w77*^- 


Es  ist  also  ffir  eine  VersicheningssoiDine  von  lOO  statt  einer 
«nmaligen  Einlage  von  41,62667  ein  jährlicher  Beitrag  von  2,0771 
so  lablen.  Die  jährliche  Prämie  der  Gothaer  Bank  beträgt  ^,633...., 
die  der  Lübecker  2,35,  die  der  Wiener  2,3833.... 

Doifasst  n  keinen  grossen  Zeitraum,  so  kann  man  anch  fol- 
gende Formel  benntsen: 

n,  «        _  1,0p  ^  l.Qp«  ^  lOp*  ^      'l.V-^  '     1,V 

''«^  XJ^"^  i;^  ■*■•  •  TiSp«-» 

die  sich  aus  der  Verbindung  von  No.  2)  }•  84.  und  den  n  ersten 
Gliedern  in  No.  2)  §.  85.  ergibt,  wenn  man  beachtet,  dassl 

Da  hieven  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
nag,  um  sichere  Zahlen  su  erhalten,  hiernach  der  jährliche  Bei- 
lrag für  einen  80jährigen  Mann  nach  der  Tafel  von  Northampton, 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätestens  im  90sten 
Jihre  ausgesahlt  wird.  Durch  Einffihrung  der  angezeigten  Werthe 
entsteht : 


-«'so»  10 

5    ,    5         5         5^        4    ,    4  3         2         2  6 

1,03 '  1,08«  'xö3»''"i;5P^i;öP^j^^i;55^^i^ 

"^  36   .  30        25       20    .    16    ,    12        9         7  5     ' 

^  + 1,08 '  1,03»"'"P3»"'"I,(Ö* '  1,(B» '  l,03«''"I7B^+i;55»+i;S3» 

£<ist: 
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5.  L,03-»t=:  4,8543690  4U            =40 

5.1,03-«=4,7129795  35.1,03-1=33,9806830 

5.1,03-^  =  4,5757085  30.1,03-a=28.2778770 

5 . 1,03-4  -  4  442  4350  25 . 1,03-3= 22,8785425 

4 . 1,03-0  =  3,4604352  20. 1,03-*= 17,7697400 

4. 1,03-« =3,349  9372  16. 1,03-»=  13,801 7408 

3.1,03-^=2,4392745  12. 1,03-«=  10,0498116 

2.1,03-8=1,5788184  9.1,03-^=  7,3178236 

2.1,05-9=1,5328334  7.1,05-8=  5,5258644 

5. !,(»- '0=3,720  4695  5.1,03-»=  3,8320835 

34,6372602  183,4340663 

und  hieraus: 

34  6572602 
10)  ^«ouo=jg5;434Ögg3  =  0.1889359. 

i 

Das  nämliche  Resultat  ergibt  sich  auch  aus  der  Gleicbung  N«.5). 
Für  eine  Versicherung  von  100  ist  daher  der  jährliche  Beitrag 
18,8935. 

Bei  dieser  Rechnung  habe  ich,  der  bequemem  Recbotng 
wegen,  die  Zahlen  der  Sterblichkeitstafel  vob  Northamptoo  ent- 
nommen, wenn  die  Zahl  der  Geborenen  auf  1000  reducirt  wird. 
(8.  Baily,  Theorie  der  Leibrenten,  pag. 298. u. fT.) 


§.  88. 

Bestimmung  des   Werthes  einer  Zusatzpräroie. 

Die  Gesellschaften  gestatten,  dass  der  Besitzer  einer  leben»- 
anglichen  Versfeberung  nach  §.  84.  sein  Leben  auf  eiae  be- 
^schränkte  Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ihm  versicherte  S«iinilie 
spätestens  am  Schlüsse  des  festgesetzten  Zeitraums  ausgesaUt 
wird.  Will  nun  Jemand  eine  lebenslängliche  Versicherung  unter 
den  in  §.  84.  angegebenen  Bedingungen  in  eine  solche  umwanddo, 
die  nur  n  Jahre  dauert,  so  ist  klar,  dass  in  Folge  dieser  Um- 
wandlung jährlich  ein  grosserer  Beitrag  (Zusatz  -  Prämie  genannt) 
gezahlt  werden  muss.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  bestimmt 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Versichert  Jemand  auf  diese  Art  sein  Leben  auf  n  Jahre,  i^ 
hat  er  nach  No.  4)  oder  5)  §.  87.  n  Jahre  lang  jährlich  B«,«  m 
zahlen.  Er  bezahlt  bis  jetzt  für  eine  lebenslängliche  Verakke- 
rung  jährlich  Ba  nach  §.  85.  No.  5)  oder  5) ,   oder  richtiger  B% 
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nach  §.87.,  wenn  «  die  Zeit  aa«drfickt,  wo  der  jihrKcbe  Beitrag 
aufhört,  v  Er  hat  daher  n  Jahre  lang  ausser  der  gewöhnlichen 
PrSmie  den  Geberschnss  beider  jährlich  zu  zahlen.  Nennt  man 
nun  die  Zusatz- Prämie  Air  eine  ajährige  Person  auf  eine  Dauer 
?on  n  Jahren  Zo,«,  so  erhält  man  folgende  Bestimmung: 

oder 

2)  Za,  tt  ^  Bm,  n  —  Ba,  u—a» 

Werden  die  entsprechenden  Werthe  aus  §.  87.  und  §.  86.  ein- 
geföbrt,  so  erhfilt  man  aus  No.  1)  und  2): 

3) 

Für  die. Bestimmungen  der  Gothaer  Bank  bat  man  ti  =  90  in  No.  4) 
zu  setzen. 

Will  ein  ßOjähriger  Mann  eine  Versicherung  kaufen,  die  spä- 
testens am  Ende  des  60sten  Jahres  ausgezahlt  wird,  so  ist  der 
Werth  der  Zusatz -Prämie  nach  Finlaison  für  a=30,  n=30, 
K=90  nach  No.  4): 

0«r  Werth  des  zweiten  negativen  Gliedes  ist  nach  Ne.  7)  und 
K^8){.87. :  0,0207712ö*  Der  des  ersten  ist,  wenn  die  ange- 
saigten  Wertbe  etngcißlbrt  werdea: 


4)  Z.n  = 


»80»  30  — 
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_  100--3(19,0473528  -  2,86167634)  100 — 48,£^7029S_0,4W4«3I 
"~     103(20,0473528—2,86167634)   ""  103.18,1856765  ""18,1856764 

=  0,02746482. 

Ofe  Zusatz -Prämie  ist  hiernach  aus  No.  5): 

ö)  «80,80  =  0,02746482— 0,02077126=0,00669354. 

Für  eine  30jährige  Versicherung  von  100  ist  daher  von  etseo 
30jährigen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Tbalern  ausgedruckt 
20  Sgr.  1  Pf.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  ist  tod 
der  Gothaer  Bank  in  diesem  Falle  zu  25  Sgr.  7  Pf.  bestiamt 
Die  einmalige  Einkaufssumme  im  fraglichen  Falle  Ist  49,94663 
und  der  dieser  Summe  entsprechende  30jährige  Beitrag  2,74648. 


§.  89. 

Werthbestimmung   der   einmaligen   Kaufsamroen  oder 

jährliehen    Beiträge    für    Leibrenten    und    LebensTer- 

Sicherungen  mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosteo. 

Die  Frage,  in  welchem  Verhältnisse  die  Verwaltungskosfeii 
einer  Gesellschaft  zu  dem  von  ihr  verwalteten  Vermögen  stebee, 
kann  nicht  wohl  zum  Voraus  festgestellt  werden.  Die  von  den 
betreffenden  Gesellschaften  gemachten  oder  zu  machenden  Erftb* 
rungen  können  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Rücksicht  darauf  ausgeführt  werden  müssen,  ob 
eine  grossere  oder  kleinere  Summe  Geldes  ihrer  Verwaltong  ao* 
vertraut  ist.  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  Voranssetxang 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  bei  gleicher  Sparsamkeit  und  Sorglichkeit, 
theuerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  grossere  Summen  anvertraut  sbd: 
gerade  weil  In  beiden  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  wird  es  zulässig  sein,  die  Yerwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  in  einem  Procentsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrücken.  Nur  die  Grosse  die- 
ses Procentsatzes  wird  ein  Ergebniss  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  finden  ihre  Bestätigung  durch  die  fotgende 
Tabelle  über  Einnahme  und  Verwaltungs*  Aufwand  der  Gctbier 
Lebensversicherungs-Bank,  in  deren  Besitz  ich  dureh  die  Ceßi* 
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Ugkeit  des  Venvaltuogsrathe«  der  badischeu  allgemeioeo  Versor- 
goDgs- Anstalt  erst  kam,  als  das  Gesagte  iSDgst  siedergescbrie- 
bei  war,  usd  die  leh  deswegen  nachtrfiglicb  niittbeile«  "Em  zeigt 
sich  hieraus  deutlich,  dass  sieh  der  Verwaltungs- Aufwand  mit 
dem  Wachsen  der  Einnahmen  wabischeiniich  innerhalb  bestimm- 
ter  (yrenxe  vermindert. 


J&brUcher 

Verwal- 

Betrag der 

Jahr. 

Jahres- 

Verwal- 

tungs -Auf- 

Dividende 

Einnahme. 

tnngs- Auf- 

wand in 

in 

wand. 

Procenten. 

Procenten. 

1829 

116061 

8418 

7^531 

1830 

144584 

11843 

8,1913 

1831 

223484 

13835 

6,0564 

1832 

276396 

18293 

6,6338 

1833 

331745 

25567 

7,7069 

1834 

378821 

23288 

6,1475 

22 

1835 

429153 

27622 

6,4364 

17 

1836 

488691 

29954 

6,1294 

21 

1837 

544884 

31291 

5,7427 

22 

1838 

601452 

35102 

5,8362 

23 

1839 

661981 

36410 

5,5001 

23 

1840 

702919 

38079 

5,4173 

18 

1841 

750434 

39705 

5,2909 

20 

1842 

795495 

41563 

5,2251 

[20 

1843 

835157 

40843 

4,8905 

25 

1844 

881393 

42756 

4,8509 

25 

1845 

929398 

42780 

4,6030 

24 

1846 

974876 

44983 

4,6142 

25 

1847 

1033177 

46231 

4,4749 

25 

1848 

1063463 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

26 

1850 

1139238 

47444 

4,1646 

28 

1851 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448 

60154 

4,0964 

33 

Summe 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

5,27259 

24,043 
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Fasst  man  die  Ausgaben ,  welche  eine  Gesellsehaft  aar  IHrcb- 
fahrnng  ihrer  Verwaltung  und  ihres  Bestehens  n6thtg  bat,  ii 
diesem  Sinne  auf,  so  werden  ihre  Ausgaben  einerseits  in  An- 
zahlung der  an  ihre  Mitglieder  abzugebenden  Summen  und  aod^ 
rerseits' in  den  Kos tei|, bestehen,  welche  sie  zur  Verwaltung  dei 
ihr  anvertrauten  Vermögens  bedarf.  Diese  Ausgaben  raOsseo  voi 
ihren  Mitgliedern  durch  Einsabluog  einmaliger  Summen  oder  jilir- 
lieber  Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  Einnahmen  ood 
Ausgaben  der  Gesellschaft  Gleichgewicht  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Werthbestimmung  der  Einkaufssummen  und 
Prämien  auf  die  Verwaltungskofsten  keine  Rücksicht  genommen. 
Geschieht  diess  und  druckt  man  die  Grosse  der  Verwaltungs- 
kosten durch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver- 
waltenden Vermögens  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zufliessen- 
den  Einnahmen  aus,  so  kann  man  hiebei  folgende  Methoden  den 
Caicul  zu  Grunde  legen. 

Erste  Methode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkiofs- 
summe  oder  jährlichen  Prämie  ohne  Rucksicht  auf  Verwaltimgs- 
kosten  festgestellt,  so  ergibt  sich  derselbe  mit  Rücksicbt  aaf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange- 
nommenen Procentsatz  q  erhöht,  also  mit  1,0f  multiplicirf,  deoo 
die  einlaufenden  Kaufsummen  und  Prämien  bilden  das  zu  verwil- 
tende  Vermögen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hiedurch  bedingte  Wertbänderung  dadurch 
an,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  etoen 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  in  §§.  78. — 88.  aufgefsode- 
nen  Gleichungen  zur  Werthbestimmung  der  Leibrenten  und  Ver- 
sicherungen Folgendes,  und  zwar  aus  §.  78.  und  §.81.: 

1)  La'^lfiqLa, 

2)  Lab'  =  \Jiq.Lab. 

Dasselbe  gilt  von  aiifbrirenden,  aufgeschobenen  und  temporireo 
Leibrenten,  §.79. 

Aus  §.  82.  und  §.85.  ergibt  sich  zur  Wertbbestimmnng  eioer 
einmaligen  Einkaufssumme  oder  jährlichen  Prämie  mit  Räcksidit 
auf  Verwaltungskosten : 

4)         Ba  =  ^fiqx:^^- ''^^  (iW+ j^)äTX5' 
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Auf  gleiche  Weise  ergeben  sieb  aus  den  §§.  83.,  84.,  86.,  87.  und 
88.  die  fraglichen  Wertbe  fiir  kurze  und  beschränkte  Versicherun- 
gen und  Zusatzpräinien. 

Zweite  Methode.  Erhebt  eine  Gesellschaft  die  einmalige 
Kaofisumme  mit  Rucksicht  auf  Veriraltungskosten  für  eine  lebens- 
längliche  Versicherung  (Ea)  von  einer  ajährigen  Person,  so  be- 
tragen ihre  Einnahmen  im  Ganzen: 

5)  Ä  =  £/  Aa^ 

Die  Aasgaben  bestehen  theils  in  den  an  ,die  Theilnehmer  auszu- 
zahlenden Versicherungen,  deren  gegenwärtiger  Werth 

^^  ^  ^  hOp  "*■  Tj5^  ^  1,0^»  "*■  •  ••  l,Op«+* 

ist,  theils  in  q  Procent  bestehenden  Verwaltoqgskosten  : 

7)  W=:Ea'.AaOfiq. 

Aas  No.  5)— 7)  folgt  die  Gleichung 

oder  ' 

ond  hieraus  in  Rücksicht  auf  No.  5)  und  No.  7)  {.  82. : 

»)  ^«  - 1  _o,09  -  (100+p)(l-0,0v)* 

Eben  so  bestimmt  sich  die  Grösse  des  jährlichen  Beitrags  (Ba) 
mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosten  nach  §.  86. : 

a^     n-  ^" m--pLa 

«)    ^«  -(l+La)(l-0,Ö7)-(100+p)(l~0.07)(l  +  La)* 

Auf  gleiche  Welse  ergeben  sich  die  Werthe  der  einmaligen 
Einkaufssumroen  und  Prämien  ffir  knrse  und  beschränkte  Ver- 
Sicherungen  aus  §§.  83.  und  84.,  {§.  86.  und  87.;  für  Zusatzprä- 
mien §.  88.;  fÜir  Leibrenten  §§.  78  ,  79.  und  81.,  wenn  man  die  dort 
aufgestellten  Gleichungen  mit  (1  —0,0^)  Iheilt. 

Die  hier  angegebenen  Wertbbestimmungen  gehen  von  der 
l^MitssetzuDg  aus,  dass  die  Verwaltnngskosten  zu  Anfang  d«r 
Mre  Mlig  sind. 
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§.  90. 

Fortsetzung. 

Dritte  Methode.  Geht  man  aber  von  der  VoraosMtnng 
aus,  dass  die  Verwaltnngslcosten  am  Ende  des  Jahres  fUlig  tiii^, 
so  ffihrt  dieselbe  Schlnssreihe  zum  Ziele.  Die  EinoabmeD  der 
Gesellschaft  bestehen  wie  vorher  mit  ROcksIcht  auf  Verwaltogs- 
kosten  in  der  Summe: 

1)  S^^Ea  »Aa» 

Die  Ausgaben  der  Gesellschaft  begreifen  dann  in  sich  die  ausiu- 
zahlenden  Versicherungen  im  gegenwärtigen  Werth: 

^^  ^  -  1,0p  +  1,0p«  +  •••  l,C(p»+i ' 

ferner  die  am  Ende  des  Jahres  ßüligen  Verwaltungskosten,  derei 
gegenwärtiger  Werth 

ist.    Aus  No.  I)— 3)  folgt  die  Gleichung : 

A\  JP'A  Mg         Mg^l  Mg^  Em' Am^Ofi^ 

oder: 

und  hieraus  nach  No.  Ö)  ^.  82, : 

£;a'(l,0p~0,0y)      _ 

also: 

^^  -,       E,.\fip         EadOO+p) 

^'  *"•  ^lJ0p-0,0q  -  100+p-v' 

Wird  der  Werth  fOr  Ea  ana  No.  7)  §.  82.  eingefllbrt.  so  ergibt  ridi: 

o)  *•«  - 100  + 1>— 9  —  l,fl!p-0,07* 

Der  jährliche  Beitrsg  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mit  Bflek- 
sieht  auf  VeriraltoDgskosteD  ans  $.  8S. : 
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7) 

„,       £.'  jE.(100+/>) 100  -pL. 

*•  - 1  +  L.'^  (lOO+p— j)  (1+i.)  ~  (lOO+p-9)  (1 +1,.)' 

Eben  so  ergibt  sich  flir  beschränkte  Versicherung  die  einmalige 
lliikaafssiinime  aas  §.  84.: 


8)  £'•,——  100+p-^ 

Der  jihrliche  Beitrag  wird  dann  aus  ^.  87. : 

In  gleicher  Welse  findet  man  die  fraglichen  Werthe  ffir  kurze 
Versichernngen ,  Zusatz- Prämien  und  Leibrenten,  «renn  man  die 
Ueßr  aufgestellten  Gleichungen  mit 

Ifip—Ofiq  _  lOD  +  p— y 
hOp       ""     IQO+p 

^dirt. 

Sind  die  einmaligen  Kaufsummen  oder  jährlichen  Beiträge  schon 
bekannt,  so  wird  die  Berechnung  der  entsprechenden  Wertbe  mit 
Rficksicht  auf  Verwaltungskosten  sehr  leicht ,  denn  es  kommen 
dtmi  folgende  Formeln  in  Anwendung: 

10)    Ea'  =  hOg.Eaf  13)    Ba'=lJi)g.Ba, 

,2,      j,,_Ea(m+p)  Ba(m+p) 

Da  die  Entwickelung  der  gefundenen  Formeln  auf  verschiedenen 
Ansiehten  beruht,  so  werden  sie  nicht  auf  gleiche  Resultate  föh- 
ren.    Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass 

i»d  dass 


UadOO+p) 

17)  loo  +  p-^^*'"^-^» 
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ist,   wenn  9  >  p»  nnd  dagegen 

isty  wenn'fi>f  ist.    Die  Resultate  der  FonnelD  werden  aber  wa 
um  Weniges  differiren.  , 

Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  Bestimmung  des  jShrfi- 
chen  Beitrags  eines  3(^jährigen  Mannes  bei  4  Procent  für  eine 
Versicherungssumme  von  100,  und  nimmt  die  Verwaltungejkosten 
zu  dem  sehr  hohen  Procentsatze  von  10  an,  so  erhält  man  aoi» 
den  Gleichungen  No.  13)-15)  die  Werthe: 

Ä8o'  =  l>l- 1.8255  =2,00805, 

,     1,8255.100     ^^^. 
■^  ~  1(10—10"  ^^9^^^^* 

Diese  Gleichungen  geben  auch  bei  dem  hohen  Procentsatz  noch 
einen  niederem  Werth  als  der  jährliche  Beitrag  2,0433  hei  3  Pro- 
cent  ohne  Verwaltungskosten  nach  Brune  besagt.  Der  jährliche 
Beitrag  in  der  Gothaer  Bank  ist  nach  §.  87.  zu  2,633,  in  der 
Lübecker  zu  2,35,  in  der  Wiener  zu  2,3833  normirt.  Dieter 
höhere  Beitrag  wird  allerdings  durch  spätere  Dividendensaliloo^ 
wieder  ausgeglichen.  Es  fragt  sich  aber,  ob  bei  einer  scbM 
consolidirten  Bank  nicht  die  Geschäfte  einfacher  wArden,  «csb 
niedere  Prämien  gefordert  und  dadurch  der  Eintritt  erleichtert 
würde,  da  auf  dem  bezeichneten  Wege  das  Bestehen  der  Gesell- 
schaft in  keiner  Weise  geföhrdet  würde. 


§.  91. 

Werthbestimmung    einer    Ueberlebens  ^  Versicherang. 

Die  Versicbemngsbanken  gestatten  auch  ausser  den  g^nans* 
ten  Versicherungen  noch  solche  auf  zwei  verbundene  Lebe«  unter 
der  Bedingung,  dass  die  versicherte  Summe  nur  dann  ausgezahlt 
wird,  wenn  von  den  beiden  fraglichen  Personen  die  zum  Voraus 
bezeichnete  (6jährige)  die  andere  (ajährige)  Person  uberiebt 
Man  nennt  diese  Art  von  Versicherung  „Ue  her  leb  ens- Ver- 
sicherung.*' Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Leben  abgeadUM* 
sen.  Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (ijSkige) 
Person   vor  der  andern  (njährigen)  stirbt.     In  diesen  F^«  wirf 
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keioe  Vergütung  ausgezahlt  und  die  emgeäfthUen  PrämieBgelder 
sind  zum  Vortbeil  der  Bank  verfulleii.  Nur  die  npch  ruckständi- 
gen  Dividenden  werden  an  die  hezugliehe  Person  zurQck  gezahlt. 

Da  die  Versicherungssumme, ,  die  hier  als  die  EHnheit  ange- 
nommen wird,  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  die  ajährige  Per- 
son von  der  6jährigen  Sberrlebt  wird,  so  hängt  die  Auszahlung 
diTon  ah,  dass  in  irgend  einem  Jahre  (dem  (r+l)ten)  dieses 
Ereigniss  eintritt.     Es  sind  nun  folgende  Fälle  möglich: 

a)  Die  ajährige'  Person  stirbt  während  desselben  und  die 
Ajäbrige  lebt  noch  am  Schlüsse  desselben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit hiefur  ist : 


b)  Beide  Personen,  die  a-  und  6jährige«  starben  im  Laufe 
dieses  Jahres  »-die  ojährige  aber  vor  der  6jährigen^  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  beide  Personen  gerade  im  Laufe  dieses  Jah- 
res sterben,  ist  im  Allgemeinen: 

Aa*  Ab 

und  in  diesem  Falle  kann  die  ajährige  zuerst,  die  6jäbrige  spä- 
ter sterben.  Eben  so  umgekehrt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Eintreffen  beider  Ereignisse  gleich  müglich  ist,  lasst  sich  das 
Eintreffen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 

bezeichnen.  Das  Eintreffen  des  einen  oder  andern  in  a)  und  b) 
genannten  Falls  bedingt,  die  Auszahlung  der  Versicherungssumme 
am  Ende  des  genannten  Jahres.  Der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Samme  ist  bei  dem  Zinsfuss  p: 

I)  *^^-  Aa.Ab.lJip^^^^'iAa.Ab\Slip^^^^ 

Jedes  dieser  Ereignisse  kann  in  jedem  Jahre  eintreten;  setzt 
ttan  daher  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3....  bis  zur 
Lebensgrense  statt  r»  so  erhält  man  zur  Werthbestiroroung  der- 
einmaligen  Einkaufssumme  Eab  filr  eine  Ueberlebens-Versicfaeiung 

■    ft  F  1      /Mg'  Ab^   Mj^^t .  Ab-^2         Mg^u-i '  Ab-^u\ 


+2^ 


,  At\  1,0p    '*'       rV~"  +  -  I,Op»         / 
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Seist  man  nun  Ma\^r=z  Aa\^—  A^r-^x^  Mh^^z  Ak\^^ Ak^\i 
und  sieht  Fon  dem  Divisor  Aa^Ah  ab,  so  ist: 

lHti\.fAh^r-\-\  +  iWa+r.  -^*+r 
=  {Aa^r  —  A^r^l)  A^r-^i  +  iCJ^-»"  —  -^a+r+l)  {^»+f—  -^H-r+4) 
:=4(^a4^.  il»-|^  —  Aa^i^i'A^^r^i  +  ^o^-r •  ^H^+l  —  A^\ri{\.Ah\f)* 

Föbrt  man  diese  Werthe  io  No.  2)  ein»  indem  man  allmili| 
0,  ly  2,....  statt  r  setzt,  so  erhält  man  eine  Darstellung,  die  vier 
Reihen  umfasst: 

3) 
p  1     fAg.Ah        ,  At^\,Ab\\ ,  Aa^2.Ab^i       Aa^.Ah^\ 

'^2AZAA      J,Qp     ■■■      1.0p«       + IfifF    ) 

'^'lAaAhK    1,0p      ^     1,0p*  ^fiP^  1»0^     / 

Diese  Reihen  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise  auf  LeibrenCet 
von  zwei  zusammenlebenden  Personen  nach  §.  81.  znrQckfölireD. 
Die  zvreite  Reihe  fällt  mit  einer  solchen  nach  No.  1)  {.  81.  zusaa- 
men.  Die  erste  Reihe  ändert  sieh  auf  folgende  Weise  in  eine 
solche  um: 

1         , 1 fAg^i.Ah^x      AaJ\.^.Ai^%  Aa^m'A^%\ 

2.1,0p ^2. l,()p.ila.M      1»QP  1»0^*  *'      hOp^    ) 

=2:i:i^(*+^«*^' 

und  vereinigt  sich  ^mlt  der  zweiten  in  folgenden  Aasdmck : 

4)       ,2.1  Qp^^  "*■  ^"*^  "■  ''''•*  ~  2.1,Qp  (*  +  ^«^  "  hf^l^ah) 

1 — O,0ip.jLa» 

-       2.1,Qp 

# 

Scheidet  man  das  Glied  Aa>Ab\^\  aus  der  dritten  Reihe  aus,  se 
entsteht: 

Aa.Ab-{^l      /,  1  (Aa\\ .  Ah-\-^       Am^%,Ah^^  \\ 
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Di«  vierte  Reihe  Hlhrt  auf  folgenden  Ansdraek,   wenn  Aa^i.Ah 
aosgeschieden  wird: 

Ag^i .  Ah /|  1       /  A^-g  >  Ah^i  .  Ag^ .  i<H-a  \\ 

*i.M^.^a.AV  ■'■^•+i.AV      i,Op       ^      1,(>P*  ^// 

Dorth  Einf&bning  dieser  Werthe  gebt  No.  3)  fiber  In ; 

5) 

£-=2n|^  [a-0,Op.Lai+^^(l  +£.(*+  1)-^(1+L(f  i)6)]. 

JUan  Icann  aber  aucb  die  dritte  Reihe  dadoreh  amrormen,    dass 
oao  mit  Am^i.Ab  maltiplicirt  und  dividirt.    Dann  ist: 

lAa'Ab    Aa-i,Ah\    1,0p      '^       1,0/1«       +••*     1,0p»      / 

Ffir  die  vierte  erhält  man  durch  Maltiplikatioh  and  Division  mit 
Aa»Ab^i: 


A 
2 


\a»Ab^\  1  /Ag^l.Ab  Ach\-^»Ab-^  Ag^u»  Ab-^'U-'l^ 

.Aa.Ab'Aa.Ab^A     1.0p      +        1,0p        ^"'         1,0p»        / 


=^.M^I). 


Durch  EinfQbrang  von  No.  4)  und  der  eben  angegebenen  Werthe 
in  No.  3)  entsteht: 

R\     r  1—Ofip.Lab      Ag^i    y  A-i    _  , 

^    *^«*  =  '"  2.1,0p       +  237.i(a-i)Ä-2Ä".i-(*-»)- 

Man  kann  noch  verschiedene  Combinationen  znr  Werthbestim- 
mnng  von  Egb  aufstellen.  Die  in  5)  und  6)  gegebenen  sind  jeden- 
falls  sehr  praktisch. 

Ist  die  ojSbrige  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jährliche 
Beitrag  aus  der  einmaligen  Kaufsumme  abgeleitet  werden,  so  er- 
gibt «ich  derselbe  einfach  aus  der  Gleichung  No.  5)  §.  85  ,  und 
«•ist: 

Egb 


Bg  = 


l^Lg 
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Oder  man  iouin  zn  der  WertbbestiminnDg  von  B^  auch  den  WeiÜ 
aas  No.  6)  fSr  Eab  einffifaren. 

Soll  nuD  umgekehrt  die  eimm^lige  fiinkanfesaroiDe  oder  d« 
jährliche  Beitrag  bestimmt  werden,  wenn  die  Ajährige  Pertoa  toi 
der  ajährigen  überlebt  wird,  so  ergibt  sich  der  Werth  hiefur»  wen 
in  No.  5)  oder  in  No.  6)  h  statt  a  und  a  statt  b  gesetzt  wiii 
Man  erhält : 

7)  Eha 

Auf  gleiche  Weise  erhält  map  den  jäiirli^ben  Beitrag  ftr  Aepe* 
Fall  aus  der  Gleicbangs 

8)  ^*==rft' 

wenn  hieriii  der  Wertb  aas  No.  7)  für  £te  eingeffihrt  wird. 

Soll  nan  der  Werth  einer  Ueberlebensversicherang  flir  fird 
Personen  von  dem  Alter  a  und  b  bestimmt  werden ,  die  wg«^ 
zahlt  wirdy  wenn  überhaupt  eine  foo  beiden  Personen  stirtti  m 
ergibt  sich  derselbe  leicht ,  wenn  maq  die  entsprechenden  Wcrthe 
aus  No.  5),  6)  und  7)  zusammenzählt.    Man  erhält  dann: 


«)         ^■>='-=^-- 


Op 

Da  der  jährliche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird ,  ab  dl^  •- 
und  frjährige  Person  zusammen  leben  >  so  ergibt  sich  nadi  $.& 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise : 

Eben  so  können  nan  nach  dem  Vorgänge  von  {.  89.  und  {,  90. 
die  Verwaltungskosteq  |n  Rechnung  genommen  werden. 

Man  besitzt  Tafeln,  worin  die  hierhergehOrigen  Wertbt  W 
stimmt  sind.  Da  die  mOglichen  Fälle  des  VerbundensehM  Mli« 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  die  betreffendea  UMi 
eine  grosse  Ausdehnung.  Es  mag  genügen,  die  Methoda^irllll 
Berecbnong  gezeigt  zn  haben.  - .  ,jfjl 
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§.  92. 
Die    Reserve. 

Die  Reserve  besteht  in  dem  Betrage,  der  von  den  Prämien 
oder  Beitragsgeidern  zurGckgelegt  werden  muss,  weil  alle  fiir  das 
Leben  oder  auf  mehrere  Jahre  versicherte  Personen,  deren  PrS- 
mieogelder  gleich  bleiben,  in  den  ersten  Jahren  mehr,  in  den 
spätem  weniger  zahlen,  als  die  Ausgaben  betragen,  welche  nach 
dem  Sterblichkeitsgesetz  erfordert  werden.  Der  Ueberschuss  in 
den  frGhern  Jahren  dient  dazu,  den  Minderertrag  der  spätem 
Jahre  auszugleichen  und  wird  als  Reserve  fBr  die  folgenden  Jahre 
Vax  Disposition  angesammelt. 

Nach  den  Statuten  der  einzelnen  Gesellschaften  wird  der 
jedesmalige  wahre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Grundsätzen  der 
Piimienberechnung  ermittelt.  Auch  wird  derselbe  von  Zeit  zu 
Zeit  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  einzelnen 
Gesellschaften  Gber  die  Sterblichkeit  gemachten  Erfahrungen  und 
Abweichungen  von  derselben  berichtigt 

Zur  Bestimmung  der  Reserve  eines  Jahres  wäre  eigentlich 
keine  besondere  Berechnung  nuthig,  wenn  die  eingehenden  Gel- 
der zu  dem  nämlichen  Zinsfuss  angelegt  wurden,  in  welchem  die 
Prämiensätze  bestimmt  sind,  die  Auszahlung  der  Versichemngs- 
sammen  genau  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Sterblichkeitsgesetz 
erfolgte  und  die  Verwaitungskosten  des  Gesellschafts- Vermögens 
Zorn  Voraus  bestimmt  und  erlegt  wären,  denn  die  Reserve  bestände 
deon  einfach  aus  dem  jeweiligen  Cassenbestand  der  Gesellschaft. 

Da  aber  die  Prämiensätze  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
ZiDsfuss  (3  Procent)  berechnet  sind,  die  eingehenden  Gelder  aber 
▼00  der  Gesellschaft  zu  einem  hübern  Zinsfuss  (4  bis  4,5)  ange- 
legt werden,  die  Sterbefälle  aber  nicht  mit  Sicherheit  nach  dem 
ABgenomroenen  Sterblichkeitagesetz  erfolgen,  so  werden  sich  hier- 
aas andere  Resultate  ergeben,  als  diejenigen  sind,  worauf  der 
Caicui  fuhrt,  und  die  voraus  gesetzt  werden,  wenn  die  Zahlungen 
▼00  der  Bank  eingehalten  werden  sollen. 

Die  Gesellschaft  rouss  daher  darauf  bedacht  sein,  rechtzeitig 
Sber  die  nuthigen  Mittel  verfügen  und  ihre  Verbindlichkeiten  ohne 
Sdiwierigkeit  erfüllen  zu  kOnnen.  Diess  ist  nur  möglich,  wenn 
•k  Rir  den  richtigen  Bestand  der  Reserve  Vorsorge  trifft.  Erfolgt 
4tt  Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  als 
Ai  asgenommene  Sterhiicbkeits-Ordnung  es  verlangt,  so  mQssen 
^liiedurcb  fiberschCissigen  Summen  in  Reserve  gehalten  werden, 

20' 
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damit  meiner  Zeit  die  erforderlichen  Zahlungen  gemacht  werdei 
können.  Es  wird  daher  gut  sein,  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  die  nutU 
gen  Berichtigungen  gemacht  werden,  wie  diess  auch  in  deo  SU- 
tuten  der  bezüglichen  Gesellschaften  vorgesehen  ist. 


§.  93. 

Berechnung  der  Reserve. 

Da  die  richtige  Berechnung  der  Reserve  für  das  Bestebeo 
einer  Gesellschaft  vor  Allem  von  Wichtigkeit  ist,  so  sollen  bie- 
fCr  verschiedene  Methoden  angegeben  werden. 

Erste  Methode.  Bezeichnet  man  wie  früher  die  Zahl  der 
am  Anfange  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vom  oteo 
Jahre  an  durch  Aa*  Aa\\f  ^04^2,....  und  die  der  mit  Tode  ab- 
gehenden durch  Mai  -^a-f-i»  ^04.2,....,  die  Grösse  des  jäbrllcbefi 
Beitrags  für  die  Versicherungssumme  1  oder  100  durch  £«»  ^ 
bestimmt  sich  der  Bestand  der  Reserve  für  ein  bestimmtes  Jabt 
(nte)  für  sich  sehr  einfach,  wenn  man  die  Summe  der  am  An* 
fange  dieses  Jahres  fälligen  Beiträge  bf stimmt,  hiezu  des  ein* 
jährigen  Zins  bei  p  Procent  zählt  und  davon  die  am  Ende  des 
Jahres  fälligen  Versicherungssummen  für  die  gestorbeneo  Mit* 
glieder  abzieht.  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve 
für  das  nie  Jahr  (/?«)  durch 

1 )  /?n  =  Äa .  -^o+w— 1 . 1  fip  —  Ma^n-\  t 

oder  für  die  Versicherungssumme  Ki 

2)  Rn  =  Ba.Aa^n^lAfip—  il#«+«-l.Ä. 

wenn  der  Werth  von  Ba  im  Verhältnisse  von  K  bestimmt  ist 

Diess  lässt  sich  auch  so  ausdrücken,  wenn  die  Summe  simot- 
lieber  zu  Anfange  des  fiten  Jahres  fölliger  Beiträge  dorcb 
Bn^^  Ba'Aa-^-n—i  und  die  Summe  der  Versicherungen  dnrcb  Fi 
bezeichnet  wird: 

3)  /?«=:Ä„.1,0!p-F„. 

Hieraus  ergibt  sich  fSr  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende  de« 
ersten,  zweiten,  dritten  Jahres  u.  s.  w.: 

/?i=i?i.l,0/>-F|, 
Äa  =  A3. 1,0/1— Fs, 
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D.  8.  ir.y  worin  auch  die  Wertbe  aD9  No.  1)  oder  Mo.  2)  nabsti- 
tnirt  werden  kfinnen. 

Säromtlicbe  Werthe  in  No.  4)  bleiben  als  Vorrath  fn  der  Casse 
zur  Deckung  später  fällig  werdender  Bedurfnisse  and  sind  in  die 
spätem  Jahre  überzutragen. 

Soll  nun  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres 
fnr  sSmnitlicbe  Jahre  bestimmt  werden,  so  wird  er  sich  leicht 
or^hen,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Reserve  des  ersten  Jahres 
(ff^l)  Jahre  lang  Zins  trägt,  die  des  zweiten  (it — 2),  die  des 
dritten  (w  —  3)  Jahre  lang  n.  s»  w.  Werden  nun  die  Beträge  in 
Nn.  4)  der  Reihe  nach  mit  1,0p"-*,  1,0/?«-*, ....  l,Qp,  1  verviel- 
facht, so  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesammtreserve  für  n  Jahre, 
der  mit  SRn  bezeichnet  werden  soll : 

5) 

oder  weno  die  Werthe  für  die  R  aus  No.  4)  eingeführt  nnd  ge- 
ordnet werden : 

6) 

SR,  =  Ä, .  l,0/>"  +  Äj.l.Op»-»  +  ....  A_i.],O^H-B.-I>0^ 
-[F,.l,(>p— H  F,.l,Qp"-*+-  F;.l,Op+  F„], 

oder  aas  No.  2) :  .  , 

7) 

5/?,  =  Äa.l,(V[^a.l,0/l«-*  f  ^.4.1.1,0/>"-«  f  ...^a+fi-a.l,0p  +  -4«4^-l] 

Zweite  Methode.  Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt 
man,  wenn  man  die  Werthe  sämmtlicber,  zu  Anfang  der  Jahre 
fälliger  Beiträge  B^  B^,.,.,Bn9  ebenso  die  am  Ende  der  Jahre 
noKzuzablenden  Versicherungssummen  Vi ,  F«, ....  Vn  auf  den 
Schloss  des  nten  Jahres  zurückbringt  und  letztere  von  ^rsteren 
absieht.     Es  ist  dann  wie  vorhin: 

8) 
SRn  =  Bi.  hOp"  +  Ä,.l,Qp"-*  +  —  ßn-i.ißp*  +  B,.  1,0p 
—  [F,  .1,0p"-»  +  Fa.l,Op"-a+  ....  F„_i.1,0p+  FJ.  ^ 

§.  94.  ^ 

Fortsetzung. 

Dritte  Methode.    Diese  ergibt  sich,   wenn  man  mit  dem 
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Ende  eines  jeden  Jahres  die  Rechnung  der  Gesellschaft  abscUiisit 
und  den  Cassenvorrath  des  Vorjahrs  fOr  die  Reserve  in  das  nad- 
folgende  überträgt. 

Der  Bestand  der  Reserve  des  ersten  Jahres  ist  hiernach: 

Zu  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträge  des  sweiteo  Jak- 
res  und  erwachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahres  .saromt  Zins  xo 
der  Summe  (Ri+B^lSip*  Hieven  gehen  die  Versicbemngtnoh 
men  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  dahcf 
am  Ende  des  zweiten  Jahres: 

2)  fi.  =  (l?|+Äa)l,Qp-.F«. 

Zu  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträge  des  dritten  Jab- 
res  und  erheben  sich  sammt  Zins  am  Schlüsse  des  dritten  n  der 
Summe  (R2+  B^)ljOp,  von  welcher  die  Versicherungssummea  des 
dritten  Jahres  abgehen.    Hiernach  ist: 

3)  i?3  =  (/?2  +  J»s)^Qp— Fa. 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  itten  Jahres,  der  wie  in  §.93. 
durch  SRn  bezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weise: 

4)  SRn  =  (SRn-i  +  Bn)  1,0/?—  F«. 

Diese  Methode  ist  eine  zurücklaufende.  Werden  nun  die  Wertbe 
für  die  R  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eingeführt,  so  ent- 
steht, wenn  gehurig  geordnet  wird,  im  Anschluss  an  No.  1): 

SR^=:(SRt  +  B^hOp^V^ 

SÄ3  =  (Äß.  +  Äi)l,0/>-F8 

zzzBiAfip^-^B^A.Op^+B^.hOp-  Fi.l,Op«-Ft.l,(V>-F», 

=  B^ .  1,0p*  +  B^.  1,0/?»  +  B^ .  1,0p«  +  ß^ .  1,0p 
-[F,.l,0/i»+F2.1.0p«+F,.l,0p+FJ 

u.  8.  w.  Das  Ableitungsgesetz  tritt  deutlich  hervor  und  ea  iat 
allgemein : 

5)  SRn=Bi.hOp^+B^.]fip^-^+....Bn-i\ftpHBnhOp 

-r[^i.l,Qp"-i  +  Fa.l,Qp»-«  +  ....F«-i.l,Qp  +  F4 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  No.  6)  §.  93.  überein. 
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üio  bisifer  ^alwickelteil  Gleiohutigeii  gehen  vob  der  VdraiM- 
seUnng  «o«,  dass  jährliche  Beiträge  eingezahlt  vrerden.  Werden 
aber  eininalige  EiBkaifMummen  aDgeDoromen,  so  ergibt  sich  bie- 
filr  folgende 

Viert  eMetbode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtlicher  Ein- 
kaafssammen»  welche  durch  E=^Aa»Ea  bezeichnet  werden  sol« 
ItB,  mof  deo  Schluss  des  nten  Jahres  und  ebenso  sämmtliche 
Vcrsicheningssuininen  Vi,  F«,  Fg,....  F«  aaf  den  gleichen  Zeit- 
pvakt  zurück.  Geschieht  diess,  so  ergibt  sich  ffir  den  Bestand 
der  Gesammtreserre  am  Ende  des  nten  J&bres  folgende  Bestbn- 
mong: 

6) 


§.  95. 

Berechnung   der   Reserve    bei    vierteljährlichen    Aus- 
zahlungen. 

Die  Statuten  der  verschiedenen  Gesellschaften  enthalten  ge- 
wubolich  die  Bestimniung,  dass  die  Versicherungssuromen  drei 
Monate  nach  Einlauf  der  gültig  anerkannten  Sterbepapiere  aus- 
gezahlt werdeb. 

Hiernach  müssen  vierteljährliche  Auszahlungen  in  Rechnung 
gebracht  werden.  Geht  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
Absterbens  binnen  Jahresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Vierteljahren  der  einzelnen  Jahre 

ftottuzahlen.  D^ese  Art  der  Auszahlung  setzt  vierteljährliche  Ver- 
VDsnng  voraus,  und  diese  ist  dann  der  Harmonie  wegen  auf  Ein- 
nahmen Und  Ausgaben  anzuwenden.  In  diesem  Falle  stellt  sich 
iet  Caicul  anders  und  in  folgender  Weise   fest,   wenn  man  der 

Kfirse  wegen  den  vierteljährlichen  Zins  durch  t*]^=Pi  bezeichnet. 

Die  BettrUg«  des  rten  Jain'es  erwachsen  bei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  Br-lfipi^»  Die  vierteljäbrige  Auszah* 
loQg  der  Versicherungssummen  desselben  Jahres  föhrt  dann  auf 
folgenden  Werth: 
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Der  Bestand  der  Reserve  dee  rteo  Jahres  för  sick  isl  dsiifli  Back 
$•  93.  erste  fMethode : 

Man  kann  nun  nach  einer  der  in  §.  93«  und  §.  94.  angegebeneii 
Methoden  verfahren  und  wird  dann  den  Bestand  der  Geii&nMBf' 
reserve  fflr  die  verschiedenen  Jahre  durch  folgende  Formeln  er- 
halten : 

3) 
SÄ,=(Ä,  +  fi,).1.0p,«-iF,.li^p  =  Ä,.l,(V»,«  +  ß,.IM* 

*'^'-      Q.Op     •''*^'      «'^■-     0.0p,     • 

4)  SiZ,  =  (Si?,  +  Ä,)  1  .Op,*  -  i  F, .  ^'X^~^ 

=  ßi .  1,0/>,»«+ ßj.l.Opi«  +  Äj.  1,0p,« 

Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  Rteo 
Jahres  auf  folgend«*  Weise: 

-  ^^  [  Fi .  IM**-*  +  f'«  ^O/^i*--'  -  ^"-i  J.<^P/ +  ^-l- 

§.  96. 

Vergütaog  aas  dem  Reservefonds. 

Die  Versicherungsbanken,  und  namentlich  die  Gotbaery  gestit- 
ten  Ihren  Mitgliedern  den  freinilligeo  Austritt  aus  der  G^ieOtckaft 
Bei  kuraen  Versicherungen  hurt  in  diesem  Falle  der  Ansprscb 
auf  Vergütung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebeksdaver 
aber  wird  dem  Inhaber  einer  Police  gegen  Rückgabe  decselbeB 
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eine  besondere,  nach  festgestellten  Grundsätzen  zu  berechnende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  unbeschadet  seines  Anspruchs 
auf  die  ihm  noch  gebührenden  Dividenden -Antheile»  gewährt 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  der  Betrag  dieser 
Vergütung  für  die  von  einem  austretenden  Mitgliede  geleisteten 
Beiträge  zu  bemessen  ist.  Diese  Frage  wird  sich  in  folgender 
Weise  beantworten  lassen. 

Eine  Anzahl  aalteriger  Personen  {Ac)  vereinigen  sich,  um  sich 
gegenseitig  eine  Summe  K  zu  versichern ,  welche  hei  dem  eintre- 
tenden Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  bestreiten 
die  hiezu  nuthigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  und 
lassen  das  Vermögen  der  Gesellschaft  auf  ihre  Kosten  verwalten. 
Nach  Cmfluss  von  n  Jahren,  innerhalb  welcher  die  Beiträge  und 
Versicherungssummen  ordnungsmässig  ein-  und  ausgezahlt  wur- 
den, beschliessen  die  noch  fibrigen  Mitglieder,  die  Gesellsehaft 
aofzulusen.  Es  fragt  sich:  welche  Summe  hat  jedes  der  vor- 
handenen Mitglieder  anzusprechen? 

Offenbar  wird  jeder  über  die  Entscheidung  Befragte  antwor- 
ten: die  in  der  Casse  vorhandene  Summe  ist  Eigenthum  der  noch 
vorhandenen  Mitglieder  und  im  Auflusungsfalle  muss  die  vorräthige 
Samme  unter  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder  im  Verbältniss 
ihrer  bisher  geleisteten  Beiträge  vertheilt  werden.  Der  in  der  Casse 
vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  That  nichts  anderes,  als  die 
Reserve. 

Da  nun  jedem  Mitgliede  der  Austritt  aus  der  Versichenings» 
Gesellschaft  zu  jeder  Zeit  freisteht  und  ihm  in  diesem  Falle  eine 
VergQtnng  zugesafit  ist,  so  fällt  diese  Frage  mit  der  obigen  zu*  . 
sammen.  Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch,  dass  die 
txesellschalt  nach  dem  Austritt  des  Einzelnen  noch  fortbesteht 
und  der  Rest  der  Reserve  Eigenthum  der  Gesellschaft  bleibt 

Bezeichnet  man  nun  das  Verbältniss  des  Beitrags  eines  ein- 
zelnen Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beiträge  der  vorhandenen 
Hitglieder  oder,  was  dasselbe  ist,  der  versicherten  Summe  zu  der 

Gesamoit- Versicherungssumme  durch  ^,   so  bestimmt   sich    die 
fragliche  Rückvergfitungssumme  durch: 

oder,  wenn  der  VVerth  fär   SRn  aus  $.  93.  oder  §.  94.  eingeführt 
Mrd: 
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2)    G=:^[i?i.l,(^p»+Ä,.l,()p--H..Ä.-i.I,V+^»l.fl^l 

% 

-  I [ Fl . l,Op»-i  +  Ff  l,(^p»-*+ ....  F-i. l,0;>+  FJ. 

Dte  Statuten  der  Gotbaer  Lebetisversiehennigsbafik  entbakei 
ibef  die  Berechnung  der  fraglichen  Vergutoog  feigende  Bestiii- 
mang: 

„Die  Höhe  dieser  Vergütung  wird  bedingt  dureh  das  Verliilt- 
nies  der  nach  den  Berechnungen  der  Bank  auf  die  Versicbennig 
treffenden  Reserve  zur  Versicherungssumme.  Beträgt  die  Restrvt 
nicht  mehr  als  20  Procent  der  Versicherungssumme  ^  so  wird  de^ 
malen  die  Hälfte  der  Reserve  als  Abgangs-Entschüdigung  gewährt 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent,  so  flndet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Rflckvergutung  Statt,  und  zwar  dergestalt,  dass 

wenn  die  Reserve  20-^22  der  Versicherungssumme  ausmacht,  eiae 

ROckvergütong  von  51  Piec 
„        „        „       22—24  „  „    62     „ 

»*        »»        >f        24 — 26  „  „    53     „ 

u.  s.  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird ,  so  dass  sich  mit  dem  ab- 
soluten Werthe  der  Police  auch  das  Verhältniss  ihres  Rflckkaols- 
preises  erhöht  und  ein  allmäliger  Uehergang  zu  dem  Punkte  Statt 
findet,  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  Versiche- 
rungssumme letztere  nach  §.  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (Vorstands-Beschluss  vom  15.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  ist  auf  ungefähr  die  Hälfte  der  för  dieselben  einge- 
zahlten Prämien  anzuschlagen.*' 

Die  Grundsätze,  woraus  die  von  der  Gothaer  Lebenaversiehe* 
rungs^Bank  gewählte  Berechnungswerse  abgeleitet  ist,  sind  ivie 
mir  scheint  nicht  deutlich  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Ansicht  eine  ziemRch  wilUtfihrliche  Bestimmung,  wenn  auch  'Are 
Resultate  mit  denen  der  oben  angegebenen,  was  aber  kaum  vor^ 
auszusetzen  ist,  zusammentreffen  sollten.  Auch  die  im  letzten 
Satze  aufgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  sehi. 
Jede  in  der  Mathematik  aufzustellende  Methode  muss  eine  durchs 
sichtige,  allgemein  verständliche  und  eben  deswegen  bindende 
Grundlage  haben.  Diese  Eigenschalt  ist  in  der  von  der  Cothlt 
Bank  angegebenen  Berechnungsweise  schwer  zu  erkennen. 

§.  97. 
Berechnung    des    Sicherheitsfonds. 
Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  angesammelten  jäbrIidMB 
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reioeo  Deberscbflssen  gebildet  Der  reine  UeberscbasB  eine«  Jahres 
Ist  die  Summe»  welche   oach  Abzug  der  Ausgaben  saromt  Ver* 
waltungskosten  and  der  Reserve»  so  wie  der  sogenannten  üeber- 
trige  von  der  Einnahme  fibrig  bleibt  und  bildet  den  Vorrath  fD 
die  Dividende. 

Bei  dieser  Rechnung  muss  daher  noch  ein  weiterer  Besland- 
theil,  die  Verwaltuogskosten,  aufgenommen  werden.  Bezeichnet 
nnui  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  Wif 
W^f  IIb».*..»  den  Sicherheitsfonds  durch  5i,  8%^  S^,..,,,  und  be* 
bllt  die  frühere  Bezeicbnungsweise  bei,  so  bestimmt  sich  der 
Sicherheitsfonds  am  Ende  des  ersten  Jahres  durch 

des  zweiten  Jahres : 
2)  iS«  =  (S, +Ät)l,0^-Q« 

0.  s.  w. ;  und  hieraus  allgemein  nach  Analogie  der  Gleichungen  in 
j.  93.  und  §.  94. : 

3)        S»  =r  (S,«i  +  Bn)  1,09-  Qn 

=  Bi .  J,09«  +  JJa.  1.0^-1 ....  Ä-i .  1,09*+  Bn .  1,09 
-(O|.l,09"-i  +  Q,.l,09— «....  0.-1.1,09  + Qi,), 

wenn  Qn^ Rm+Vn  +  Wn  die  Summe  säromtlicher  Ausgaben  und 
Bm  sämmtliche  Einnahmen  eines  Jahres,  g  aber  den  Zinsfuss» 
worin  die  Kapitalwerthe  der  Bank  angelegt  sind»  bezeichnet.  Die 
Reserve  (An)  ist  im  Zinsfuss  p  zu  bestimmen.  Die  Auswertbung 
von  No.  3)  unterliegt  keiner,  weitern  Schwierigkeit.  Bei  viertel- 
^rlicben  Auszahlungen  kommen  die  Bestimmungen  des  {•  9S. 
Anwendung. 


$.  96. 

Methoden  für  die  Berechnnngsweise  der  Reserve. 

Da  die  Berechnang  der  Reserve  för  die  Versicheningsbanken 
voB  Wichtigkeit  ist,  so  rodgen  hiefär  folgende  Methoden  a»gege- 
beo  werden. 
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Erste  Methode.  Sie  ergibt  sich  aus  der  Glelchang  N».6) 
§.93.: 

1)    SRn  =  l?i  .l,()p»-H  ß«.  1,0/j»-«  + ....  Ä«-i .  \jfip\Rn 

nnd  besteht  darin,  dass  man  den  Bestand  der  Reserve  eines  jeden 
Jahres  für  sich  nach  der  Formel 

für  den  Werth  K  oder  ^=)  berechnet  und  dann  jeäen  einzelneo 
Werth  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  IJip  verbindet  und  sSmat- 
liehe  Glieder  summirt. 

Soll  der  BeStand  der  Reserve  am  Schlüsse  des  vierten  Jah- 
res nach  der  Tafel  von  Northaropton  bei  3  Procent  und  Af=160, 
wenn  man  von  dem  80sten  Jahre  ausgeht,  berechnet  werden,  so 
ist  aus  No.  1): 

Äfi^  =  ßj .  1,03»  +  Ä. .  1,03« + Äa .  1,03  +  A4. 

Aus  No.  10)  §.  87.  hat  man  JBso  =  1^,893 ....  =  18,9,  und  aus  No.2): 

«4=40. 18,9.1,03—5.100=778,68  —500=278,68, 

Äa=  35. 18,9. 1,03— 5.100=681,345— 500=)81.346. 

«3  =  30.18.9.1,03-5.100=584,01  —500=  84,01, 

Ä4  =  25.18,9.1,03-5.100=486,67ö -500  =  - 13,325, 

und  hieraus  nach  No.  I): 

3)    ««4=287,68. 1,038  +  181,345. 1,03«+84,01 . 1,03-13,325 

=304,521  +  192,388  +  86.530— 13,325 

=583,439—13,325  =  570,114. 

Zweite  Methode.  Sie  beruht  auf  der  Unrchfiihruog  der 
Gleichung  No.  7)  §.  93. : 

4) 

Sfi«  =  Äa[/la.l,0p»  +  ^a4.1.  l,0p"-H...^a+fi-2.  l,Olp*+-^a+iH-l.l,Qp] 
-Ä [Ufa.  1,0;>«-»  +  üffl+l.l,()p«-«....  üfo+n-a.  1,0/1 +  i!fa+«-l]. 

Man  hat  sofort  der  Reihe  nach  die  Zahl  der  Lebenden  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  1,0;?  zu  verbinden,  die  hieraoB 
entstehenden  Producte  zu  summiren  und  die  erhaltene  Summe 
mit  dem  Jahresbeitrag  zu  multipliciren.  Dasselbe  hat  mit  der 
Zahl  der  Sterbenden  zu  geschehen ;    die  entstehende  Summe  ist 
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mit  der  Versicheruiig^saniuie  K  zn  Tnoltipliciren  and  das  zoletzt 
erhaltene  Resultat  von  dem  ersten  abzuziehen. 

Wird  das  oben    gegebene  Beispiel    hiernach    behandelt,   so 

entsteht : 

5) 

««4=18,9(40. 1.03*  +  35. 1,03»  +  30. 1,03«  +  25. 1,03) 
-100(5. 1,03»+ 5. 1,03« +  5.1,03 +  5) 
=18,9(45,020352  +  38,245445  +  31,827  +  25,75) 

—  5:100. 4,ia36270 
=  2661,9288  —  2091,8135  =  570,1 153.  ^ 

Ist  nach  dieser  Methode  der  Stand  der  Reserve  fQr  das  nte 
Jahr  festc^estellt,  so  kann  man  hieraus  leicht  auf  den  des  (n+l)ten 
Jahres  übergehen.  Hierzu  dient  folgende,  ans  No.  7)  §.  93.  abge- 
leitete Formel: 

^Ba[(äa. l,()p"  +  AaH . l.Qp"-^  ...  A+i.-i.l,0/;). l,0/>+^«+„.l,Opi 

-  K[{Ma.  1.0/?»-H^a+l.  l,Qp»-«....  ilf«+«-l).l,Qp  +  3fai.nl 

Hiernach  hat  man  den  nach  No.  4)  iiQr  die  beiden  Reiben  erhal- 
tenen Wertb  mit  ifip  zu  multipliciren ,  dann  Ba-Aa^-nAfOp  zo- 
und  K,Main  abzuzählen. 

Hat  man  es  in  den  zwei  angegebenen  Methoden  nicht  mit 
ungleichen  ßeiträgen  und  Versicherungssummen  von  einzelnen 
Mitgliedern  zu  thun,  so  wird  es  am  besten  sein,  die  Gleichungen 
No.  5)  und  No.  6)  §.  93.  dem  Caicul  zu  Grunde  zu  legen.  Man  kann 
aber  auch,  da  alle  Beiträge  und  Versicherungssummen  auf  Viel- 
fachen von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Reserve  auf  100  redu- 
ciren  und  von  dem  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  Gesammt- Ver- 
sicherungssumme übergehen. 

Dritte  Methode.  Sie  gründet  sich  darauf,  dass  man  die 
Glieder  der  negativen  Reihe  in  No.  4)  nach  der  Formel 

in  zwei  zerlegt.    Dadurch  entsteht: 

S*.=  Äi(  Ja.  1.0p»  +  Aail .  l,0p"-l....+i4a^  n-S.  I,0p*+i4e^fn-l.  \fip) 
—  K{Aa .  l,0/>"-*  +  -4a+l .  1,0p«-«  ...•  i4a+n-2.  l,Op  + Ja+«-l) 
+  Jf  (Ja+1.  l,Op"-l  + Ja+2.  l,0/>«-*..,.  -^«+«-1 .  l,Op  + A+«)- 

In  der  dritten  Reihe  fehlt  das  erste  Glied   K.Aa-lflp''*    Zählt 
Juan  dieses  der  Vervollständigung  wegen  zu  and  ab  und  scheidet 
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das  Scbkissglied '  der  dritten,    K.Ati^n,    aas,    so  kann  man   dk 
dritte  and  erste  Reibe  in  eine  vereinigen  and  man  erbSit: 

SÄ« 

-  K[A^ .  1,0p"-»  +  Jo+i .  l,(>p"-a .,..  Ja+«.a.  Ifip  +  A^n^%] 

-- Jf .  J«.  1,0p«  +  Ä.  J«+«. 

Scheidet  man  nan   den  Factor  1,0p  ans   der  ersten    Reihe,   so 
▼ereinigen  sich  beide  Reihen  und  es  entsteht: 

SÄ.  =  [(Ä„-H01,0p-*] 

X  [Ja.  l,fl!p"-*  +  A^i .  l,fl!p»->  +  , . ..  i^^HH■-a.  1,0!p  +  A^^^i] 

-ir(Ja.i,0p"-^«+«)- 

Da  nun 

(ga+fOi>Qp-A:=ga.i,Op-OiOp.Jg=^^^^*"y  ^"^* 

ist»  so  ergibt  sich  hieraus  fSr  die  Berechnung  des  Standes  der 
Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres  folgende  sehr  praktische  Formel: 

^                            «p  _fia(100+^+^ 
7)  ää;- jQö 

X  [i4,.  l,Op«-i  +  Ji,fi.  l,Op«-«  +  ....  4i+ii-a.  IJÜp  +  iinHi-i] 

-Ä[Ja.l,Op"-JiH-]. 

Zagleich  hat  man  hieraus  für  den  Stand  der  Reserve  am  Ende 
dea  (n  -f  l)ten  Jahres : 

X  [{Aa .  l,(^p«-*  +  Jofi  •  1,0p"-« . . . .  +  Aa^^i) .  1,0p  +  A^ 

-  A:.[J«.l,Qp"+»-i4a+H-i], 

und  man  kann,  wie  ans  der  Vergleichnng  von  No.  8)  bervoigebt, 
den  in  der  Reihe  von  No.  7)  gefundenen  Werth  benutzen,  ihn 
mit  1,0p  multipliciren,  hiezu  Aa^n  zahlen,  dann  mit  Aem  vorge- 
schriebeneq  Factor  verbinden  und  leicht  durch  Anschluss  des 
negativen  Gliedes  in  No.  8)  von  der  Reserve  des  Vorjahres  aof 
die  des  folgenden  übergehen. 

Benutzt  man  nun  die  Gleichung  zur  Berechnung  des  oben  an- 
gegebenen Falles,  so  Ist  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
vierten  Jahres  fflr  ein  Alter  von  80  Jahren  nach  der  Sterblich- 
keitstafel  von  Northampton: 
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t))    SR^=  '^^^''y^'*^(40J,03H35 J,03H300J,034^26) 

—  100(40.1,03*  — 20) 
=22,467(43,70908 +37,1315 +30,9  +  25)- 100(45,020352-20) 
= 3072,15061  —  2502,0352 = 570,1164.  • 

Mio  kann  fibrigens  anch  diese  Methode  ganz  allgemein  benutzen, 
wemi  man  die  oben  zur  zweiten  Methode  gemachte  Bemerkung 
bertcksichtigt.    , 

§.  99. 

Fortsetzung. 

Vierte  Methode.  Diese  Methode  beruht  auf  der  Gleichung 
No.  1)  §.  94.  und  dient  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
asfgefmidenen  Methoden,  so  wie  das  Aber  die  Berechnung  der 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  §.  96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 

Sie  besteht  darin ,  dass  man  von  dem  Bestand  der  Reserve  des 
VQijfihrs  allmfiiig  auf  die  der  folgenden  Jahre  übergebt^  wie  die  Formel 

1)  Sä;  =  {SRn-l  +  ßn)  hOp  -  Vn 

Tfflangt,  und  ist  der  Anlage  nach  ganz  allgemein,  wie  aas  dem 
lohalt  dieser  Gleichung  hervorgeht.  Man  erhält  durch  ihre  An- 
wendung die  Bestände  der  Reserve  auf  mehrere  Jahre. 

Soll  hiemach  die  Reserve  ffir  das  Alter  von  80  Jahren  nach  der 
Tllfel  von  Northampton  auf  die  folgenden  zehn  Jahre,  also  bis  zum 
9Qiten  Jahre,  wo  die  Versicherung  von  100  spätestens  gezahlt  wird, 
berechnet  werden,  so  ergibt  sich  hierans  folgende  Znsammenstellung : 

SDstes  Jahr.    Summe  der  Beiträge:  40.18,9 756 

Zins  zu  3  Procent  hinzu 22,68 

778;^ 

6  Versicherungen  zu  100  ab 500 

M  „      „        Reserve  des  ersten  Jahres ^^Tolw 

Summe  der  Beiträge:   35.18,9 661,5 

940,18 
Zins  hinzu 28,21 

968,39 

5  Versicherungen  ab 500 

88  „      .,       Reserve  des  aweiten  Jahres 468,39 

Summe  der  Beiträge:  30.18,9 567 

1035,39 
Zins  hinzu 31,06 

1066,45 

5  Versicherungen  ab 600 

V  ff      ,       Reserve  des  ih-ittea  Jahres fsm^ 
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SSstes  Jahr.    Reserve  des  dritten  Jahres 566,45 

Summe  der  Beiträge:   25.18,9 472^5 

1038,96 
Zios  hiDza 31,16 

1070,11 
5  Versicherungen  ab 500 

84  „       „        Reserve  des  vierten  Jahres 570^11 

Summe  der  Beiträge:   20.18,9 378 

«M8,ll 

Zins  hinzu 28,44 

976,56 

4  Versicherungen  ab 400 

85  „       „        Reserve  des  fünften  Jahres 576,66 

Summe  der  Beiträge :    16.18,9 302,4 

Zins  hinzu 26^ 

905,ai 

4  Versicherungen  ab 400 

86  „       „        Reserve  des  sechsten  Jahres 505,33 

Summe  der  Beiträge:    I2.J8,9 2263 

73412 
Zins  hinzu 21,96 

3  Versicherungen  ab 300 

87  „       „        Reserve  des  siebenten  Jahres 454,68 

Summe  der  Beiträge :  9.18,9. ITftI 

624,18 

Zins  hinzu 18,73 

642,91 

2  Versicherungen  ab 200 

88  M       f»        Reserve  des  achten  Jahres 442,91 

Summe  der  Beiträge:  7.18,9 132,3 

575/21 

Zins  hinzu *.   .   .  17,26 

692,47 

2  Versicherungen  ab 200 

89  „      „        Reserve  des  neunten  Jahres 392^ 

Summe  der  Beiträge:  5.18,9. 94,5 

486,97 

Zins  hinzu 14,61 

50i;S8 

5  Versicherungen  ab 500 

90  M      >p       Reserve  des  zehnleD  Jahres ^""^ÜB 
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Voo  hier  an  ist  die  Gesellschaft  geschlosseD.  Der  Ueberschoss 
in  dem  kleinen  Betrage  von  1,58  rührt  davon  her,  dass  die  Bei- 
träge mit  18,9  statt  18,89....  der  Kürze  wegen  in  Rechnang  ge- 
nonmen  wurden. 

Diese  Rechnung  gebt  von  der  Voraussetzung  ans,  dass  alle 
eingetretenen  Mitglieder  sich  mit  gleichen  Summen  betheiligen. 
Diese  Beschränkung  ist  jedoch  leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
niinlich  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  Versicherungs- 
srnnme  für  das  einzelne  Mitglied  übergehen,  wenn  man  die  Reserve 
•ioeM  bestimmten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  100  zurOck- 
fiibrt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Grosse  in  der  Reserve  übergeht,  was  leicht  geschehen  kann»  da 
die  Versicherungssummen  zu  einander  in  demselben  Verhältnisse, 
wie  die  Beiträge  stehen. 

Soll  hiernach  der  Bestand  der  Reserve  des  vierten  Jahres, 
worin  noch  20  Mitglieder,  also  auch  20  Versicherungssummen  zu 
je  100  vorhanden  sind,  bestimmt  werden,  wenn  ein  Mitglied  mit 
300,  ein  zweites  mit  300  und  die  übrigen  mit  je  100  versichert 
«ind,  so  beträgt  die  Reserve  för  je  100: 

^  =  28,5055, 

folglich  für  eine  Versicherung  von  500(:     142,5275, 
„      „  „  „    300:      85,5165, 

18  Versicherungen  von  100:    513,099 

741,1«. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise.  In 
der  Bank  sind  26  Hundert  statt  20  unter  den  angegebenen  Bedin- 
gungen versichert.  Die  Reserve  mnsa  sich  daher  in  gleichem 
Verhältniss  hoher  stellen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  be- 
trägt daher  in  diesem  Falle: 

26 
Ä^  =  ,^. 570,11=741,143. 

Werden  in  dieeer  Weise  Reservetabellen  für  die  verschiedenen 
Altersklassen  von  den  Gesellschaften  angefertigt  und  angelegt, 
so  wird  hiedurch  die  Berechnung  der  Reserve  ungemein  erleich- 
tert werden. 

Die  Berechnung  des  Standes  der  Reserve  für  die  Einzahlung 
eiaaialiger  Einkaufssummen  ergibt  sich  nach  der  vierten  Methode 
{.94,  noch  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  durch- 
gifitfirt  wird. 

Th.il  XXXVIII.  21 
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§.  100. 

Berechnung  der  VergOtung  im  Falle  da»  Austritts. 

Diese  Vergütung  berechnet  sich  nach  §.  96.  leicht,  indem  Her 
so  vielte  Theil  der  Reserve  zu  vergüten  ist,  als  die  versicherte 
Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  Gesamrot- Versiebe- 
rungssumroe  beträgt.  Hiernach  berechnet  sich  die  zu  gewährende 
VergOtung  aus  dem  Reservefonds  för  100  nach  §.  99.  im  vorlie- 
genden  Falle  für  den  Schluss 

des  4ten  Jahres  auf     ^^q     =  28,505 .... , 

57655 
„    5ten        „        „    — jg—  =36,03, 

505,32      ,^  , . 
„    6ten        „        „    —y^  =  42,11, 

454,08 


99 


7ten        „        „    —^  =  50,49, 


U.    S.    IV, 


Nach  der  von  der  Gothaer  Bank  angenommenen  Methode  be« 
trägt  die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von.  der  Ver- 
sicherungssumme. Es  würden  also  nach  dem  Wortlaut  der  in  $.  96. 
gegebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  Vertiicherang 
treffenden  Summe,  also: 


im  fBnften  Jahre 


— jljK —  =  15,675  9 


??^=20.897 


u.  s.  w.  ausgezahlt  werden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Bank  sich  gegen  mögliche  Ans* 
ßille  zu  decken  sucht,  diese  Absicht  könnte  aber  sachgemässer 
durch  Abzug  bestimmter  Procente  erreicht  werden.  Da  aber  die 
Gesellschaft  durch  den  Sicherheitsfonds  gegen  mögliche  AusHilie 
schon  gedeckt  ist,  so  ddrfte  auch  hiefür  keine  besondere  Beßircb- 
tung  vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  an 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Falle 
des  Austritts,   in  vollem  Maasse  anerkennt  und  befriedigt 

Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  nothfrendig  aof 
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Verlust  ffir  die  Casse  fährt»  lässt  sich  nach  der  hier  aofgestellteD 
Recbnongsweise  dadurch  zeigen,  dass  man  im  Falle  des  Austritts 
einer  Person  die  volle  Vergütung  in  Ausgabe  nimmt  und  dann 
für  die  noch  fibrig  bleibenden  Mitglieder  die  Rechnung  fortsetzt. 
Nor  bei  ungunstigen  Annahmen  wird  sich  ein  Ausfall,  jedoch  kein 
bedeutender,  herausstellen,  wie  sich  diess  bei  Durchfährung  der 
Rechnung  und  bei  Annahme  verschiedener  Möglichkeiten  leicht 
zeigen  wird. 

§.  101. 

VVerthbestimmung  halbjährlicher  und  vierteljährlicher 

Beiträge. 

Einzelne  Versicherungsgesellschaften  gestatten  halbjährliche 
und  vierteljährliche  Beitrage,  und  zwar  entweder  in  der  Weise, 
dass  der  jährliche  Beitrag  den  ^eitfristen  entsprechend  in  gleiche 
Tbeile  getheilt,  die  erste  Zahlung  ohne  Zins,  die  folgenden  aber 
mit  Zinszuschlag  gemacht  werden ;  oder  dass  statt  des  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhoben  werden. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Sache  ganz  einfach.  Im  zweiten  Falle 
ergibt  sich  der  halbjährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise.  Nennt 
man  den  halbjährlichen  Beitrag  B^,  den  ganzjährigen  Bat  den 
Zinsfoss  p,  also  den  halbjährlichen  ip=^pi,  so  hat  man,  da  die 
halbjährlichen  Beiträge  gleich  sind : 

*—  *« + 1;^,  - ^'^'  \i,opi    hOpi*J - ^« •  ^'^^     0.0p,    ' 

und  hieraus : 
1)  B.^^^  ««^^ 


«-l,0/>il-l,0;.i-«- 

Wird  der  vierteljährliche  Beitrag  B^  und  der  vierteljährliche  Zins 
iprrpi  gesetzt,  so  ergibt  sich  in  gleicher  Weise: 

■       B^         Äf  B^ 


-"••'•"''»U.Qpi 

'^l,Opi*'l.fl!p,»^l,OV~ 

Bwl  hieraas: 

2) 

"*-l,Op,     l-hOpt-*' 

Man  kann  zwar,    wie  diess  in  Lehrbüchern  geschieht,   deo 

21* 
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vierteljährlichen  Beitrag  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
bestimmen.    Dann  entsteht  für  pi=i/7: 

und  hieraus: 

3)  Ä4= j  j  j       • 

Nach  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  erscheint 
aber  diese  Darstellung  nicht  richtig,  obgleich  die  hieraus  sieb 
ergebenden  Werthe  nur  unbedeutend  von  den  aus  No.  2)  folgeo 
den  differiren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Formeln  /7  =  4,  so  bestimmt 
sich  der  halbjährliche  Beitrag  bei  einer  Versicherung  von  1000  lur 
einen  40jährigen  Mann  nach  Brune's  Tafel ,  wenn  B^=-^^ 
in  No.  1)  gesetzt  wird: 

A^  n  28,8360,02 28,»36 

4;  /^a—  i^o.2(]  _  1^02-2)  - 1,02. 1,9415609  "^  **'^'*' ' 

der  vierteljährliche  bestimmt  sich  nach  No. 2)  zu: 

rx  ^  _     28,836.0,01     _        28,836        _^^,-, 

^^         ^*""  1,01  (1-1,01-*)  "■  1,01 .3,9019656—  '"^' ' ' ' 

Aus  No.  3)  würde  man  erhalten : 

_  28,836  __   28,836 

o;         /J4-        j_        1     ;    1    -3,9449048"-^''^^^^' 
^  +  1,01"*^  1,02 +  1,03 

Hieraus  bestätigt  sich  die  obi^e  Bemerkung,  dass  der  Unter- 
schied, welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  3)  hervor- 
treten  muss,  nnhedeutend  ist  und  sich  erst  in  den  zwei  letxtea 
Decimalstellen  zeigt. 

Bei  grossem  Summen,  die  jedoch  nacTi  den  Statuten  derGe- 
Seilschaften  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen,  wird 
dieser  Unter^ichied  bemerkbar  hervor  treten.  Beträgt  die  Sex- 
Sicherung  20000,  die  höchste  ver^icherbare  Summe  in  der  Wiener 
Bank,  so  ist  nach  No.  2)  der  vierteljährliche  Beitrag  bei  4  Pro- 
cent: ^4=  146,342  fl.  =  146  0.  21  kr.;  nach  No.  3)  ist  derselbe: 
£4  =  146,304  0.  =146  0.  18  kr.,  und  ist  daher  erst  in  den  Kreo- 
zern  zum  Nachtheile  der  Bank  verschieden.  Bei  hofaerm  Zinsfuss 
würde  der  Unterschied  etwas  stärker  hervortreten. 


1.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicberungen 
nach  der  Sterblichkeits-Ordnung  von  Northamp- 
ton. 

2.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Deparcieux,  berechnet  von  Hattendorf. 

3.  Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
von  Finlaison,  berechnet  Ton  Martin  Kasten 
in  Frankfurt.    Für  Männer  und  Frauen. 

4.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Brune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  einmaligen  Einkaufssuromen  für  Lebensversieherungen  be- 
rechnen sieb  ans  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §$.  82. — 84. 
angegebenen  Gleichungen ;  die  jährlichen  Beiträge  (Prämien)  för 
Lehensversicherungen  ans  den  in  den  §§.  85.^-88.  angegebenen. 


Tafel  der  Iielbrenten  und  Iiebensveralelienuii^ii  wtmeU 
der  Sterbliebkeitstafel  von  BTortliamptoii« 


Aiter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Gegenwärtige] 
Leibrent 
3  Proc. 

r  Werth  einer 
«  Ton  I. 
4  Proc. 

JthrUcher  Beitrag  (Prä- 
mie)  f&r  eine  Lebens- 
Tersichemng  Ton   100. 

3  Proc 

i 

Aa-  . 

Jja- 

Rja* 

Ba» 

0 

11050 

1 

8650 

16,021 

13,465 

2 

7283 

18.599 

15,633 

3 

6781 

19,575 

16,462 

4 

6446 

20,210 

17,010 

5 

6249 

2(»,473 

17.248 

6 

6065 

20,727 

17.482 

7 

S925 

20,858 

17,611 

8 

5815 

20,885 

17,662 

1,879 

9 

5735 

20.812 

17,625 

1,879 

10 

5675 

20,663 

17,523 

1.879 

11 

56-23 

20,480 

17,393 

1.879 

12 

5573 

20,288 

17,251 

1,879 

13 

5523 

20.081 

17,103 

1,879 

14 

5473 

19.872 

16,950 

1,879 

15 

5423 

19,657 

16,791 

1,929 

16 

5373 

19,435 

16,625 

1,983 

17 

53-20 

19,218 

16,462 

2,033 

18 

5262 

19,013 

16,309 

2,083 

19 

5199 

18,820 

16,167 

■2,133 

20 

5132 

18,638 

16.033 

2,179 

21 

5060 

18,470 

15,912 

2,225 

22 

4985 

18,311 

15,797 

2,267 

23 

4910 

18,148 

15,680 

2,312 

24 

4835 

17,983 

15.560 

2,354 

25 

4760 

17,814 

15,438 

2,403 

26 

4685 

17,642 

15,312 

2,450 

27 

4610 

17,467 

15,184 

2,504 

28 

4535 

17,289 

15,053 

2,564 

29 

4460 

17,107 

14,918 

2,612 

30 

!       4385 

16,922 

14,781 

2,671 

L. 
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Alter. 


ZaM  der 
Lebenden. 

An* 


IT 

32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
66 
57 
58 
59 

60 
61 

62 

63 
64 
65 


Gegenwärtiger  'Werth  einer 
Leibrente  von  1. 


3  Proc. 
Jja' 


4310 

16,732 

4235 

16,540 

4160 

16,343 

4085 

16,142 

4010 

15,938 

3935 

15,729 

3860 

15,515 

3785 

15,298 

3710 

15,075 

3635 

14,848 

3559 

14,620 

3482 

14,391 

3404 

14,162 

3326 

13,929 

3248 

13,692 

3170 

13,450 

3092 

13,203 

3014 

12,951 

2936 

12.693 

2857 

12,436 

2776 

12,183 

2694 

11,930 

2612 

11,674 

2530 

11,414 

2448 

11,150 

2366 

10,882 

2284 

10,611 

2202 

10,337 

2120 

10,058 

2038 

9,777 

1956 

9,493 

1874 

9,205 

1793 

8,910 

1712 

8,611 

1632 

8,304 

4  Proc. 


Jährlicher  Beitrag  (Fri- 
mie)  ftlr  eine  Lebeoi- 
verBichenmg  von   100. 

3  Proc 


14.639 

14.495 

14,347 

14,195 

14,039 

13,880 

13,716 

13,548 

13,375 

13.197 

13,018 

12,838 

12,657 

12,472 

12,283 

12,089 

11,890 

11,685 

'11,475 

11,264 

11,057 

10,849 

10.637 

10.421 

10.201 

9,977 

9,749 

9,516 

9,280 

9,039 

8,795 

8,547 

8,291 

8,030 

7,761 


2.725 
2.787 
2,854 
2,921 
2,992 
3,067 
3,142 
3,225 

3,396 
3,487 
3,583 
3,683 
3,787 
3,896 
4.008 
4,129 
4,254 
4,392 
4,533 
4,675 
4,821 
4,979 
5,142 
6,317 
6,504 
6,700 
5,908 
6,133 
6,367 
6,617 
6,887 
7,179 
7,492 
7,837 


der  poliUscHen  Arithmetik. 
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Alter. 


Zahl  der 
Lebenden. 


Gkgenw&rtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1. 


3  Proc 


4  Proc 


Jftbrlicher  Beitrag  (Prä- 
mie) ftbr  eine  Lebens- 
yersieherung  von   100. 

3  Proc. 


66 

1552 

7,994 

7,488 

67 

1472 

7,682 

7,211 

68 

1392 

7,367 

6,930 

69 

1312 

7,051 

6,647 

70 

1232 

6,734 

6,361 

71 

1152 

6,418 

6,075 

72 

1072 

6,103 

5,790 

73 

992 

5,794 

5,507 

74 

912 

5,491 

5,230 

78 

832 

5,199 

4,962 

76 

762 

4,925 

4,710 

77 

«75 

4,652 

4,457 

78 

602 

4,372 

4,197 

79 

534 

4,077 

3,921 

80 

469 

3,781 

3,643 

81 

406 

3,499 

3,377 

83 

346 

3,229 

3,122 

83 

289 

2,982 

2,887 

84 

234 

2,793 

2,708 

86 

186 

2.620 

2,543 

86 

145 

2,462 

2,393 

87 

111 

2.312 

2,251 

88 

83 

2,185 

2,131 

89 

62 

2.013 

1,967 

90 

46 

1,794 

1,758 

91 

34 

1,501 

1,474 

92 

24 

1,190 

1,171 

93 

16 

0,839 

0.827 

94 

9 

0,536 

0,530 

95 

4 

0,242 

0.240 

96 

1 

0,000 

0,000 

97 

0 

8,204 
8,604 
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Tafel  der  I^elbrenten  und  Iiebensversieliemiif ei 

naeli  Depareleax. 


Zahl 
der 

Gegenw 

artiger  Werth  einer 

J&hrlicber 

Beitrag  (Primie)  Or  1 

*: 
^ 

Le- 

Leibrente von 

t 

eine  LebensTersicherang  ton  IW  ■ 

ben- 

3  Proc. 

3i  Proc. 

4  Proc 

3  Proc 

3J  Proc. 

4Proc. 

UCU 

MJa* 

MJa* 

Mja* 

Da- 

Da* 

Ä. 

"ö 

iOOOO 

15,7777 

14,2979 

13,0474 

3,0477 

3,1552 

3.2726 

1 

1 

7450 

20,8134 

18,8636 

17,2138 

1,6717 

1,6627 

,  im- 

'2 

7088 

21,5327 

19,5209 

17,8167 

1,5254 

1,4914 

\,m 

3 

6823 

22,0401 

19,9889 

18,2490 

1,4276 

1,3828 

1.3489 

46618 

22,4045 

20,3-294 

18,5669 

1.3601 

1,3067 

13IM5. 

5 

6468 

22,6118 

20,5288 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

1.2IS3 

6 

6345 

22,7417 

20.6592 

18,8858 

1,2994 

1,2353 

1.18« 

7 

6243 

22,8066 

20,7317 

18,9621 

1,2879 

1,2199 

1.1633 

8 

6154 

22,8305 

20,7676 

19,0058 

1,2837 

1,2123 

1,1524 

9 

6073 

22,8291  ■ 

20,7811 

19,0-297 

1,2839 

l,-2095 

1,1464 

106(104 

22,7842 

20,7557 

!  19,0183 

1,2919 

1,2149 

I,l«ß 

11 

5946 

22.6967 

20,6917 

18,9720 

1,3074 

1,2284 

1,1609 

12  5897 

22,5718 

20,5938 

18,8948 

1,3297 

1,2493 

l.l«ß 

135854 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3573 

1,2758 

1.2056 

14 

5815 

22,2472 

20,3298 

18,6778 

1,3890 

1,3066 

1.2357 

1515778 

22,0613 

20,1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1,2691 

165740 

21,8736 

20,0204 

18,4190 

1,4592 

1,3756 

1.3DU 

17,5699 

21,6919 

19,8702 

18,2936 

1,4942 

1,4099 

1,3369 

185655 

21,5165 

19,7257 

18,1734 

1,5-286 

1,4433 

1.3694 

195608 

21,3477 

19,5872 

18,0587 

1,6621 

1,4757 

1,4008 

20;5558 

21,1860 

19,4551 

17,9500 

1,5947 

1,5071 

1.4309 

21 

5506 

21,0276 

19,3262 

17,8443 

1,6271 

1,5381 

1.4605 

22 

5453 

20,8690 

19,1971 

17,7384 

1,6601 

1,6696  ! 

1,4905 

23I5399 

20,7101 

19,0677 

17,6325 

1,6935 

1,6015 

1.S208 

245344 

20,5509 

18,9382 

17,6265 

1,7276 

1.6339 

1,6615 

255288 

20,3916 

18,8086 

17,4206 

1,7621 

1,6667 

1.6^ 

2615231 

20,2322 

18,6790 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

1.6139 

27 

5173 

20,0728 

18,5495 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

1.6455 

28 

5116 

19,9053 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696 

1,6796 

29 

5060 

19,7294 

18,2680 

16,9778 

1,9114 

1,8063 

1.7163 

30 

5005 

19,5446 

18.1152 

16,8509 

1,9548 

1,8498 

1.7858 

der  poUUtchen  ArUhmeUk. 
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i 


iZahl 
I  der 
<  Le- 

bcn- 
i  den 


314951 
324897 
334844 
3*4792 
^4740 


3;4637| 
384597 
39^538 
404490 
4},444] 
42|4392 
43;434'2, 
44'4291: 
45J4239; 
464186^ 
47'4l3-2l 
48i4077 
4940211 
5013964: 
*5I|3905> 
52^3843 
53^777 
543707 
55-3631 
55(3550 
57^ 
58^ 
59'3286 

eojsigi 

613092 

622990 
63.2885 
64,2778 
662669 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  l 


3  Proc 


Z\  Proc. 
Jja» 


4  Proc. 

JjOß 


Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  f&r 
eine  LebensTersicherong  von  100 


3  Proc 


19,3505 
19,1506 
18,9412 
18,7211 
18,4942 
18,2604 
18,0151 
17,7578 
17,4880 
17,2052 
16,9169 
16,6188 
16,3145 
16,0036 
15,6859 
15,3611 
16,0287 
14,6884 
14,3397 
13,9823 
13,6193 
13,2542 
12,8904 
12,5279 
12,1738 
11,8261 
11,4786 
11,1311 
10,7825 
10,4366 
10,0939 
9,7514 
9,4095 
9,0651 
8,7183 


17,9537 
17,7870 
17,6110 
17,4252 
17,2329 


16,7161 
16,5765 
16,4281 
16,2707 
16,1071 


17,0339  \   15,9372 
16,8240  I  15,7570 


16,60-26 
16,3692 
16,1233 
15,8717 
15,6105 
15,3429 
15,0687 
14,7874 
14,4987 
14,2023 
13,8977 
13,5844 
13,2621 
12,9336 
12,6023 
12,2713 
11,9406 
11,6172 
11,2981 
10,9804 
10,6609 
10,3396 
10,0201 
9,7028 
9,3850 
9,0670 
8,7458 
8,4216 


15,5659 

15,3634 

15,1487 

14,9285 

14,6988 

14,4628 

14,2201 

13,9703 

13,7131 

13,4480 

13,1746 

12,8924 

12,6009 

12,3029 

12,0015 

11,6996 

11,3974 

11,1014 

10,8088 

10,5170 

10,2226 

9,9260 

9,6303 

9,3362 

9,0409 

8,7448 

8,4448 

8,1413 


2,0013 
2,0500 
2,1021 
2,1581 
2,2171 
2,2794 
2,3464 
2,4186 
2,4963 
2,5803 
2,6687 
2,7631 
2,8629 
2,9685 
3,0805 
3,1996 
3,3-262 
3,4616 
3,6064 
3,7619 
3,9276 
4,1028 
4,2866 
4,4796 
4,6782 
4,8846 
5,1011 
5,3307 
5,5746 
5,8312 
6,1013 
6,3885 
6,6940 
7,02-27 
7,3772 


3^  Proc. 

00. 


1,8944 
1,9412 
1,9916 
2,0457 
2,1030 
2,1636 
2,2288 
2,2093 
2,3767 
2,4684 
2,5464 
2,6386 
2,7372 
2,8416 
2,9626 
3,0706 
3,1963 
3,3308 
3,4750 
3,6300 
3,7962 
3,9701 
4,1634 
4,3460 
4,5441 
4,7497 
4,9663 
5,1940 
6,4370 
6,6927 
5,9617 
6,2476 
6,5518 
6,8792 
7,2323 


4  Proc 

1,7984 
1,8433 
1,8917 
1,9440 
1,9994 
2,058D 
2,1215 
2,1903 
2,2651 
2,3463 
2,4319 
25237 
2,6210 
2,7241 
2,8337 
2,9605 
3,0762 
3,2087 
3,3520 
3,6063 
3,6710 
3,8463 
4,0^1 
4,2201 
4,4174 
4,6221 
4,8367 
6,0644 
6,3063 
6,6609 
6,8286 
6,1131 
6,4157 
6,7416 
7,0931 
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der 

GegenwArtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Frimie)  Ar    1 

Le- 

• 

Leibrente  von 

1 

eine  LebensTermchenuig  ron  100  1 

< 

ben- 

SProc 

3^  Proc 

4  Proc 

SProc. 

34  Proc 

4Prw. 

vtvU 

Ija' 

MJa- 

AJa* 

Sa» 

B.. 

B^ 

€6 

2559 

8,3659 

8,0910 

7,8309 

7.7644 

7,6183 

7.4777 

67 

2448 

8.0076 

7,7539 

7.5135 

8.1891 

8.0418 

i     7,8999 

68 

2336 

7,6433 

7,4101 

7.1886 

8,6571 

8,5089 

8,3659 

69 

2223 

7,2727 

7,0593 

6.8562 

9.1753 

9,0264 

sjsm 

70 

2109 

6,8958 

6,7013 

6,5159 

9,7523 

9,6032 

9,4590 

71 

1993 

6,5161 

6,3395 

6,1709 

10,3921 

10,2433 

10,0990 

72 

1874 

6,1378 

5,9780 

5,8253 

11,0973 

10.9490 

10,8062 

73 

1749 

5,7737 

5,6295 

5,4913 

11,8502 

11,7025 

11,5591 

74 

1617 

5,4364 

5,3060 

5.1810 

12.6240 

12,4762 

12.33-25 

75 

1479 

5,1182 

5,0004 

4,8873 

13,4321 

13,2838 

13,1394 

76 

1337 

4.8316 

4,7251 

4,6-227 

14,2353 

14,0862 

13,9300 

77 

1198 

4,5540 

4,4597 

4,3654 

15.0924 

14,9403 

14.7918 

78 

1064 

4,2814 

4,1951 

4.1118 

16,0219 

15,8674 

15,7166 

79 

936 

4,0128 

3,9356 

3.8610 

17.0361 

16,8791 

16,7*257 

80 

812 

3,7644 

3,6954 

3.6286 

18.0763 

17,9157 

17,7384 

81 

697 

3.6171 

3,4558 

3.3964 

19,2256 

19,0608 

18,8996 

82 

590 

3,2796 

3,2-255 

3,17-29 

20.4542  1  20,2844 

20,1179 

83 

492 

3.0508 

3,0033 

2,9571 

21,7738 

21,5977 

21,4249 

84 

404 

2,8268 

2,7855 

2,7453 

23,2189 

23.0349 

22,8542 

85 

327 

2,5972 

2,5619 

2,5274 

24,8867 

24.6935 

24,5035 

86 

261 

2,3516 

2,3220 

2,2931 

26,9239 

26,7-204 

26,5200  ' 

87 

206 

2.0688 

2,0450 

2,0216 

-29,6731 

29,4595 

29,2488 

88 

159 

1,7608 

1,7422 

1,7239 

33.3090 

33,0857 

3-2,8652 

89 

117 

1,4646 

1.4504 

1,4365 

37,6612 

37,4272 

37.1960 

90 

80 

1,2063 

1,1955 

1,1849 

42,4120 

42,1656 

41.9216 

91 

50 

0,9880 

0.9798 

0,9717 

47.3894 

47,1284 

46,8703 

92 

28 

0,8172 

0,8109 

0,8047 

52.1170 

51,8399 

61,5657 

»3 

14 

0.6834 

0.6785 

0,6737 

56,4896 

56,1939 

55,9014 

94 

6 

0.6425 

0.6387 

0,6349 

57,9689 

57,6432 

57,321 1 

95 

3 

0,3236 

0.3221 

0,3205 

72.6377 

72,2677 

71.8820 

« 

1 

0,0000 

0,0000 

0.0000 

97,0874 

96,6183 

1 

96,1539 

der  poUUschen  ArilhmetifL 
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Werilt  der  Iielbrent^n  iiacli  der  SterblleliMelto- Tafel 

von  Flnlalson  bei  8  Proeent. 


Fftr 

M&nner. 

■ 

© 

< 

Für 

Franen. 

Aller. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

o! 

1000 

23,8867589 

0 

1000 

23,9763044 

1* 

981 

24,0299304 

1 

981 

24,1739122 

2 

963 

24,1642083 

2 

967 

24,2595987 

3 

949 

24,2111133 

3 

955 

24,3013643 

4 

937 

24,2136253 

4 

945 

24,2887025 

3 

927 

24,1679633 

5 

935 

24,2917724 

6 

919 

24,0707323 

6 

926 

24,2637066 

7| 

912 

23,9452446 

7 

919 

24,1819783 

8 

906 

23,7901 158 

8 

913 

24,0711228 

9 

90t 

23,60408^ 

9 

908 

23,9297833 

10 

896 

23,4121304 

10 

903 

23,7841533 

tl 

891 

23,2140368 

11 

899 

23,6066776 

12 

t 

886 

23,0095803 

12 

895 

23,4235478 

13 

881 

22,7985275 

13 

892 

23,2073965 

14 

876 

21,5806368 

14 

887 

23,0383626 

13 
16 

872 
866 

21,3300193 
21,1221365 

15 
16 

883 
876 

22,^970078 
22,7100808 

17 

860 

20,9075853 

17 

870 

22,5527031 

18 

834 

20,6861113 

18 

863 

22,4177025 

19 

846 

20,5081764 

19 

856 

22,2790554 

20 

837 

20,3505551 

20 

848 

22,1639123 

21 

827 

20,2145312 

21 

841 

22,01^5438 

22 

816 

20,1016419 

22 

834 

213697638 

23 

804 

20,0013716 

23 

827 

21,7165228 

24 

793 

19,9000739 

24 

820 

21,5589651 

23 

782 

19,7853983 

25 

813 

21,3966148 

26 

771 

19,6679728 

26 

805 

21,2578548 

27 

761 

19,5242146 

27 

798 

21,0876570 

28 

751 

19,3777164 

28 

791 

20,9125015 

29 

742 

19,2011388 

29 

784 

20,7321970 

30 

732 

19,0473528 

30 

777 

20,5464276 

330 


Oeltinger:    Wettere  Ausführung 


Für 

Männer. 

Für 

Frauen. 

1 

Alter. 

Znhl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

i 
< 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

31 

723 

18,8629908 

31 

770 

20,3553295 

32 

714 

18,6737822 

32 

763 

20,1583377 

33 

705 

18,4709536 

33 

755 

19,9830941 

34 

696 

18,2800503 

34 

748 

19,7752046 

35 

687 

ia0751128 

35 

740 

19,5886606 

36 

679 

173367168 

36 

732 

19,3968265 

37 

670 

17,6186038 

37 

724 

19,1994907 

38 

662 

17,3664630 

38 

716 

18.9964305 

39 

653 

17,1399169 

39 

708 

18,7874118 

40 

644 

163946450 

40 

700 

18,5618994 

41 

636 

16,6203710 

41 

693 

18,822.-)80i 

42 

627 

16,3647089 

42 

685 

18,1205523 

43 

619 

16,0734938 

43 

677 

173556556 

44 

610 

15,7999631 

44 

669 

17,6112516 

45 

602 

15,4902281 

45 

661 

17,3591304 

46 

594 

15,1698156 

46 

654 

17,0712792 

47 

586 

143382192 

47 

646 

163011688 

48 

578 

14,4919001 

48 

638 

16,5521971 

49 

570 

14,1392876 

49 

631 

16,2066657 

50 

561 

13,7971049 

50 

623 

15,9072050 

51 

552* 

13,4427194 

51 

616 

15,5726394 

52 

542 

13,1014624 

52 

606 

15,2488763 

53 

531 

12,7740532 

53 

601 

143892785 

54 

520 

12,4356020 

54 

593 

14,5428501 

55 

508 

12,1112371 

55 

585 

14,1839786 

56 

495 

11,8021893 

56 

576 

133377714 

57 

482 

11,4841208 

57 

568 

13,4536494 

58 

468 

11,1824925 

58 

559 

13,0803636 

59 

454 

103731470 

59 

549 

12,7181802 

60 

440 

10,5556843 

60 

539 

12,3427631 

6t 

426 

10,2296620 

61 

529 

11,9533683 

62 

413 

93682110 

62 

519 

11,5491940 

63 

399 

9,5208979 

63 

508 

11,1532533 

64 

385 

9,1630171 

64 

496 

10,7657830 

65 

370 

83206303 

65 

484 

10,3636841 

der  poNUsehen  Arithmetik. 


331 


Für 

Männer. 

Fttr 

Franen. 

• 

u 

< 

Ztlil  der 
Lebenden. 

Leibrente.            * 

< 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

66 

355 

a4691333 

66 

471 

9,9692225 

67 

339 

ai349217 

67 

457 

9,5828641 

68 

322 

7,8213377 

68 

443 

9,1822800 

69 

305 

7,5049993 

69 

428 

8,7892113 

70 

288 

7,1864428 

70 

412 

8,4044563 

71 

270 

6355051 

71 

395 

a0291519 

72 

253 

6,5796047 

72 

377 

7,6648943 

73 

235 

6,2960819 

73 

358 

7,3138276 

74 

218 

5,9906724 

74 

339 

6,9554595 

75 

202 

.     5,6591366 

75 

319 

6,6132846 

76 

185 

5,3645404 

76 

298 

6,2917011 

77 

171 

4,9778547 

77 

277 

5,9715542 

78 

156 

4,6201895 

78 

255 

5,6815687 

79 

141 

4.2650499 

79 

233 

5,4045667 

80 

125 

3,9553056 

80 

210 

5,1763903 

81 

110 

3,6295053 

81 

189 

4,9240910 

82 

95 

3,8287368 

82 

168 

4,7057905 

83 

81 

3,0211070 

83 

149 

4,4650334 

84 

68 

2,7066317 

84 

132 

4,1912805 

85 

56 

2,3a'>2228 

85 

117 

33704804 

86 

44 

2,1268106 

86 

103 

3,5284623 

87 

34 

1,8349132 

87 

89 

3,2060063 

88 

24 

1,6774441 

88 

76 

2,8670342 

8» 

17 

1,4392011 

89 

64 

2,5067412 

90 

11 

1,2909466 

90 

52 

2,1777766 

91 

7 

1,0894892 

91 

41 

1,8449198 

92 

4 

0,9638043 

92 

30 

1,5970320 

93 

3 

0,3236246 

93 

21 

1,3499187 

94 

1 

94 

14 

1,0856243 

95 

0 

95 

8 

0,9568378 

96 

5 

0,5768687 

97 

2 

0,4854369 

98 

1 

99 

0 
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Oe  Hing  er:     Weitere  Ausfükmng 


Tafel  der  Iieibrenteii  und  IiebensTersielteriuiffeB 

Baelt  Braue  für  Hüniier. 


Gregenwaniger  Werth 

Leibrente  von  1 

3i  Proc. 


emer 

4  Proc. 
{La). 


21,9260 
22  9202 


23 
24 
25 
26 
27 
2S 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 


40 
41 
42 


9144 
90S5 
9025 
8964 
ä903 
8842 
780 


E 


8717 
8653 
8587 
8518 
8445 
8369 
8291 
8210 
8125 
398036 


7943 
7847 
7749 
437649 
44  7546 


45 
46 
47 
48 
49 
50 


7440 
;3K) 
7216 
7097 
6973 
6845 


21,3823 
21,1626 
20,9357 
20,7038 
20,4667 
20,2241 
9,973iS 
9,7147 
9,4496 
9,1778 

8,6159 
8,3297 
8,0427 
7,7528 
7,4574 
7,1585 
6,8582 
6,5562 
6,2526 
5,9450 
5,6310 
5,3104 
4,9850 
4,6544 
4,3206 
3,9832 
3,6442 
3,3035 
2,9588 


9,6899 
9,5075 
9,3183 
9,1243 
8,9252 
8,7209 
8,5089 
8,2888 
8,0626 
7,8299 
7,5905 
7,3461 
7,0986 
6,8500 
6,5981 
6,3407 
6,0795 
5,8164 
5,5512 
5,2840 
5,0125 
4,7344 
4,4495 
4,1594 
3,8637 
3,5643 
3,2608 
2,9o51 
2,6470 
2,o344i 


18,2090 
18,0567 
17,8981 
17,7349 
17,5669 
17,3939 
17,2136 
17,0256 
16,8317 
16,6315 
16,4247 
16,2130 
15,9981 
15,7818 
15,5621 
15,3369 
15,1077 
14,8764 
14,6428 
14,4068 
14,1664 
13,9194 
13,6654 
13,4060 
13,1409 
12,8716 
12,5980 
12,3216 
12,0423 
11,7582 


J&hrlicher  Beitrag  (Prlnüe) 
eine  LebensTersichemng  von  V 


3  Proc. 

3i  Froc. 

4Ptt>cJ 

{Ba). 

{Ba). 

(Ä^.l 

1,5552 

1,4516 

I,350| 

1,5995 

1,4946 

l,4Dia 

1,6462 

1,5400 

1,4451 

1,6949 

1,5875 

1,491» 

1,7458 

1,6371 

1,539« 

1,7990 

1,6891 

l,S904l 

1,8553 

1,7442 

1,«44| 

1,9149 

1,8027 

l,70ld 

1,9776 

1,8642 

1,761| 

2,0433 

1,9291 

l,829d 

2,1 127 

1,9975 

1^ 

2,1853 

2,0691 

1,9651 

2,2608 

2,1436 

2,036i 

2,3387 

2,2206 

2,1121 

2,4199 

2,3008 

3,I9in 

2,5053 

2,3851 

3,2780 

2,5944 

2,4733 

3,3621 

2,6871 

2,5649 

2,4535 

2,7834 

2,6602 

3,5486 

2,8836 

2,7593 

2,6445 

2,9888 

2,8635 

3,7474 

3,1003 

2,9739 

3,8565 

3,2184 

3.0911 

2,9726 

3,3432 

3,2149 

3,0864 

3,4753 

3,3461 

3,-2255 

3,6146 

3,4845 

3,9628 

3,7615 

3,6306 

3,5079 

3,9160 

3,7842 

3,6604 

4,0787 

3,9460 

3,8313 

4,2513 

4,1178 

3,9819 

4/er  peUOttken  Arttkmetflt. 


398 


u 


ZaU 
der 
Le- 
ben- 
den 


0«gniwlrtiger  Warth  «iner 
Leibrmte  Ton  1 


»Frac 


S|  Fioc. 


4Froe. 


Jlltflieber  Beitrsg  (Prbnie)  fltr 
«ine  Labenirenicheniiig  tob  100 


SFioc 


3|  Pnic. 


4Ptoc 


S&«I47 
S6J5999 
5;SS30 
3s'5<i6-2 

5»5487 

6ii;3304 
615113 
6-2'49IO 
63|4699 
64;448l 
63'4258 
66'4032 
6713804 
6j|:)573 
693338 


51  «714  1-2,6080 

534579  12,3527 

536440  11,8827 

546296  11,5296 


733374 
74'3I32 

75;if«5 
76'l%7 

77jr457 
76.19«^ 

79JI103 

8«  954 

81  817 

82  688 
831868 

454 
350 


S5 


11,1634 
10,7957 
10,4286 
10,0601 
9,6924 
9,3276 

8,6174 
,6,2745 
7,9373 
7,6036 
7,2707 
6,9377 
6,6078 
6,2852 


7U3lflO  5,9708 
71 19859  5,6683 


5,3782 
5,1066 
4,8568 
4,6282 
4,4190 
4,2076 
3,9759 
3,71 15 
3,4199 
3,1132 
2,8023 
2,5012 
2,2232 
1,9703 


12,0152 

11,6909 

11,3612 

11,0278 

10,6905 

10,3508 

10,0108 

9,6686 

9,3262 

8,985« 

8,6494 

8,3205 

7,9984 

7,6811 

7,3662 

7,0514 

6,7356 

6,4221 

6,1148 

5,8147 

5,5355 

5,3478 

4,9674 

4,7479 

4,6286 

4,3282 

4,1254 

3,9023 

3,6467 

3,3639 

3,0654 

2,7621 

2,4678 

2,1956 

1,9476 


11,4671 

li,l705 

10,8681 

10,5613 

10,2500 

9,9358 

9,6203 

9,3020 

8,9826 

8,6643 

8,3493 

8,0405 

7,7376 

7,4386 

7,1412 

6,84;}2 

6,5435 

6,2452 

5,9523 

5,fi«ß6 

5,3889 

5,1227 

4,8729 

4,6431 

4,4337 

4,2406 

4,0459 

3,831 1 

3,5839 

3,3094 

3,0190 

2,7230 

2,4352 

2,1686 

1,^64 


4,4360 

4,6330 

4,8437 

5,0685 

5,3088 

6,5660 

5,8374 

6,1288 

6,4398 

6,7701 

7,1192 

7,4852 

7,8697 

8,2764 

8,7104 

9,1,82 

9,6855 

10,2318 

10,8139 

11,4330 

12,0837 

12,7657 

13,4631 

14,1615 

14,8551 

15,5409 

16,2900 

17,1842 

18,3120 

19,7122 

21,3994 

23,3873 

25,6486 

28,1125 

30,7538 


4,3017 

4,4980 

4,7083 

4,9324 

5,1723 

5,4283 

5,7003 

5,9916 

6,3025 

6,6327 

6,9817 

7,3474 

7,7315 

8,1377 

8,5712 

9,0386 

9,5456 

10,0917 

10,6736 

11,2926 

11,9428 

12,6240 

13,3i01 

14,0161 

14,7059 

15,:3864 

16,1-291 

17,0169 

18,1388 

19,5337 

21,2159 

23,1989 

i'6,4548 

27,9117 

30,5438 


Thtü  XXKVni. 


4,1750 
4,3704 
4,5798 
4,8034 
5,0427 
5,2981 
5,5697 
5,8607 
6,1713 
6,5013 
6,84;)9 
7,2153 
7,5987 
8,0042 
8,4370 
8,9038 

9,4103 

9,966  t 

10,5377 

11,1563 

11,8059 

12,4865 

13,1811 

13,8746 

14,5607 

16,2357 

16,9721 

16,8532 

17,ftfl92 

19,3587 

21,0359 

23,0139 

25,2642 

27,7140 

30,33(.7 


9Si 


Oettlnper:    WHfere  Ansfllkrttnff 


Qege&w&rtiger  Werth  einer 
L«ibratite  Ton  1 


3  Proc. 


3i  Proc. 


4  Proc 


J&hrUehmr  Beftmg  (Prinie)  fir 
eine  L^[>eiiBir«nich6niiig  tob  100 


3Proc 


S^  'Proc 
(Ba). 


4Ftoe. 


86 
87 


261 

isr 


88  127 

m  so 


90 
91 
92 
93 
94 
95 


46 

24 

11 

4 

1 

0 


1,7215 

1,7032 

1,6853 

33,S324 

34,3155 

1,4748' 

1,4604 

1,4463 

37,4954 

36,9208 

1,2366 

1,2256 

1,2147 

41,7972 

41,3502 

1,0221 

1,0137 

1,0055 

46,5416 

46,2776 

0,8308 

0,8247 

0,8186 

51,7071 

51,4218 

0,6402 

0,6360 

0,6318 

58,0552 

57,7429 

0,4387 

0,4362 

0,4337 

66,5929 

66,2463 

0,2427 

0,2415 

0,2404 

77,5562 

77,1630 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

97,0874 

96,6184 

33,399 
37,OS25 
41,3063 

46,otei; 

51,19^ 
37,4S4I 
65,9034 

76,7742 
96,1538 


TaiSel  der  Iielbrenten  und  liebenaTcndclieraageB 

macb  Brnme  f&r  Fraaeii. 


Zahl 
der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

J&hrlicber  Beitrag  (Prtnüe)  fkr 

tZ 

Le- 

% 

Leibrente  ron  1 

eine  Lebensrersichening  tob  100 

1 

ben- 
den 

3  Proc 

3j  Proc. 

♦  4  Proc. 

3Proc 

SJ  Proc 

4Pn)c 

(Aa) 

(La). 

(La). 

(La). 

(Ba). 

(B.). 

(&). 

16 

1000« 

20,8298 

11^0871 

17,5791 

1,6683 

1,5967      14962 

17 

9838 

20,808» 

19,0804 

17,5833 

1,6729 

1,5983 

I4SKÜ 

18 

»682 

20,7775 

19,0664 

17,5813 

1,6793 

l^SOiS 

1,5356 

19 

9533 

20,7354 

19,0422 

17,5703 

1,6882 

1,6078 

1,538$ 

20 

9392 

20,6780 

19,0045 

17,5475 

1,7003 

1,6172 

1,5454 

21 

9260 

20,6020 

184)501 

17,5095 

1,7166 

1,6309 

1,9665 

22 

9136 

20,5081 

18,8795 

17,4571 

1,7368 

1,6486 

1,5718 

23 

90  L9 

20,3973 

18,7938 

17,3909 

1,7609 

1,6704 

1,6913 

24 

8908 

20,2710 

18,6940 

17,3119 

1,7886 

1,69H0 

l.fiMi 

25 

880-2 

20,1306 

18,5813 

17,2212 

- 1,8198 

1,7253 

1,6420 

26 

8700 

19,9776 

18,4571 

17,i200 

1,8544 

1,7579 

1,67% 

27 

8600 

19,8162 

18,3252 

17,0118 

1,8913 

1,7939 

unss 

38 

8501 

19,6484 

18,1875 

16,8984 

1,9304 

1,8301 

1,7410 

29 

8402 

19,4763 

18,0458 

16,7814 

1,9711 

1,8688 

1,2277 

30 

8304 

1S,2974 

17,8979 

16,6680 

2,0141 

I^iOO 

lßl6i 

der  pottU$eken  Arithmetik. 
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u 


Zahl 
der 

ben- 
den 


Qcgeawbtiger  Werth  eiaer 
Leibrente  Ton  1 


3lffi07 
33«ilO 
398014 
947918 
967823 
987729 
37p636 
987543 

40|736l 
417273 
42|7I87 
437102 
447U18I 
45(6934 
466849 
476762 
4816674 
4916584 
»»16492 
Sll6397 

526299 
536197 
54GÜ9Ü 
355876 
363S53 
^5722 


«1H3() 

AI  UMSO 

«9002 
6(027 

65l<442 


3FK«. 


3}  Pirac. 


4Pr(M. 


Jlltrlicher  Bdtng  (Primie)  für 
eine  Lebeniretsichenrng  ron  100 


19,1112 
18,^00 
18,7910 
16,5164 
18,3035 
18,0619 
17,8513 
17,6134 
17,3658 
17,1055 
16,8319 
16,6443 
16,2446 
15,9322 
15,6089 
15,2767 
14,9375 
14,5884 
14,2315 
13,8662 
13,4943 
13,1153 
12,7311 
12,3435 
11,9563 

11,5738 
11,1939 
10,8168 
10,4405 
10,06(M 
9,6779 
9,2912 
8,9027 
8,5166 
8,1374 


17,7432 
17,5839 
17,4173 
17,2455 
17,0669 
16,8780 
i6,6815 
16,4782 
16,2655 
16,0406 
15,8029 
15,5518 
15,2887 
15,0132 
14,7269 
14,4315 
14,1288 
13,8161 
13,4952 
13,1654 
12,6286 
12,4841 
12,1338 
11,7791 
1 1,4339 
11,0722 
10,7221 
10,3737 
10,0251 
9,6724 
9,3153 
8,9538 
8,5894 
8,2263 
7,8688  j 


16,5297 

16,3965 

16,2566 

16,1119 

15,9598 

15,8001 

15,6322 

15,4580 

15,2748 

15,0800 

14,8730 

14,6530 

14,4215 

14,1779 

13,9236 

13,6603 

13,3894 

13,1086 

12,8194 

12,521 1 

12,2153 

11,9015 

11,5813 

11,2562 

10,9298 

10,6058 

10,2826 

9,9^01 

9,6367 

9,3085 

8,9752 

8,6366 

8,2945 

7,9525 

7,6150 


S  Ptoc 


S^PlOC 


4Pioe. 


2,0597 
2,1075 
2,1561 
2,2113 
2,2678 
2,3>79 
2,3921 
2,4598 
2,5323 
2,6106 
2,6a53 
2,7872 
2,8863 
2,9933 
3,1062 
3,2311 
3,3619 
3,5024 
3,6527 
3,8141 
3,9867 
4,1719 
4,3701 
4,r.817 
4,8056 
5,0404 
5,2882 
5,5499 
5,8283 
6,1282 
6,4526 
6,8045 
7,1856 
7,5953 
8,0314 


1,9536 
1,9994 
2,0480 
3,09^2 
2,1537 
2,2118 
2,2740 
2,3398 
2,4103 
2,4867 
2,5697 
2,6600 
2,7576 
3,d632 
2,9769 
3,0986 
3,2283 
3,3678 
3,5172 
3,6778 
3,8498 
4,0345 
4,2323 
4,4436 
4,6673 
4,9018 
5,1492 
5,4106 
5,6886 
5,9883 
6^3126 
6,6648 
7,0465 
7,4569 
7,8938 


1,8585 
1,9021 
1,9487 
1,9977 
2,0601 
2,1063 
2,1663 
2,2299 
2,2983 
2,3727 

2,4539 
2,5424 
2,6383 
2,7424 
2,8546 
2,9750 
3,1034 
3,2417 
3,3901 
3,5497 
3,7208 
3,9049 
4,1021 
4,3130 
4,5362 
4,77(ß 
5,0171 
5,2778 
5,5553 
5,8546 
6,1787 
6,5309 
6,9129 
7,3239 
7,7614 


336   Oettinger:    Weitere  Attifuhrtifig  der  poHlischen  Arf/Mmedk. 


■" 

Zahl 
der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jahrlicher  Beitrag  (Primie)  Ar 

>; 

Le- 

Leibreiite  von  1 

eine  LebeDirersichemng  von  100 

ben- 

3  Proc. 

3i  Proc 

4  Proc. 

SProc 

3^  Proc. 

♦  Prot 

< 

{La). 

(i-). 

(i.). 

(Ba). 

(Ä.). 

(».). 

66 

4246 

7,7685 

7,5202 

7,2852 

8,4919 

8,3552 

8.2235 

67 

4038 

7,4137 

7,1843 

6,9669 

8.9728 

0 

8.8369 

8,7058 

68 

3819 

7,0740 

6,8621 

6,6611 

9,4728 

9^75 

9,3068 

69 

3591 

6,7488 

6,5533 

6,3674 

9,9926 

9,8576 

9,7272 

70 

3356 

6,4380 

6,2576 

6,0858 

10.5318 

10,3870 

10,2666 

71 

3117 

6,1396 

5,9732 

5,8145 

11,0937 

10,9590 

10,8281 

72 

2877 

5,8514 

5,6980 

5,5515 

11,6830 

11,5483 

1M175 

73 

2637 

5,5754 

5,4341 

5,2991 

12,2955 

12,1604 

12,02% 

74 

2398 

5,3151 

5,1849 

5,0603 

12,9226 

12.7868 

12,6547 

75 

2163 

5,0693 

4,9494 

4,8345 

13,5638 

13,4268 

13,2934 

76 

1935 

4,8366' 

4,7262 

4,6203 

14,2206 

14,0619 

13,9466 

77 

1718 

4,6109 

4,5095 

4,4120 

14,9097 

14.7688 

• 

14,6313 

78 

1516 

4,3821 

4.2892 

- 

4,1999 

15.6676 

15,5247 

15.3850 

79 

1330 

4,1448     4,0602 

3,9787 

16,5247 

16,3804 

16,2393 

80 

1159 

3,8990     3,8223 

3,7484 

17,4999 

17.3552 

17.2136 

81 

1000 

3,6545 

3,5851 

3,5182 

18,5721 

18,427.; 

18,2868 

82 

849 

3,4336 

3,3706 

3,3096 

19,6426 

19,4987 

19,3577 

as 

706 

3,2529 

3,1951 

3,1392 

20.6007 

20,4555 

20.3131 

84 

575 

3,1138 

3.0604 

3,0086 

21.3057 

21.2466 

21.1004 

85 

461 

3,0003 

2,9508 

2.9026 

22.0852 

21,9298 

21,7775 

86 

366 

2,8925 

2,8468 

2.8023 

22,7778 

22.6142 

• 

22,4537 

87 

289 

2,7731 

2,7314 

2,6909 

23,5911 

23,4177 

23.2475 

88 

228 

2,6204 

2,5834 

2,5473 

24.7084 

• 

24.5249 

24,.3445 

89 

180 

2.4188 

2,3868 

2,3556 

26,3376 

26,1446 

25,9547 

90 

141 

2,1804 

2,1536 

2,1275 

28,5296 

28.3277 

28,1287 

9t 

108 

1,9321 

1^9101 

1.8886 

31.1929 

30.9813 

30.7726 

92 

80 

1,6866 

1.6689 

1,6516 

34,3097 

34,0868 

33,8669 

93 

57 

1,4381 

1,4243 

1,4108 

38,1027 

37,8fi72 

37,6346 

94 

38 

1.2219 

0 

1,2112 

1,2008 

42,0943 

41,8418 

41,5923 

95 

24 

0.9927 

0,9849 

0,9773 

47.2710 

46.9979 

0 

46,7279 

96 

14 

0,7528 

0.7476 

0.7424 

54,1393 

53,8412 

53,5464 

97 

7 

.0.5507 

0.5474 

0.5442 

61,5739 

61,2414 

60.9138 

98 

3 

0.3236 

0.3221 

0.3205 

72.6374 

72.2578 

71.8820 

99 

1 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

97.0874 

• 

96.6184 

96.1538 

100 

0 

/OD  ^-1 
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XXTII. 

/OD      .lafl       1 
l^j—  cid;    darch   Inte 

0 

gration  Ton  Differential^leichangen. 

%nn 

Herrn  W.  Vtlimann^ 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerlietchiile  in  Königsberg  i.  Pr. 


|- ,     dx^  welches  bekanntlich  gleich  ist  dem 

/«  /»OD 

x^-^f'dx  «od  #     ar^er'dxt 

o  0  • 

/OD  ;^— 1 
I dx^  letE» 

0 

teres  so  verKtanden ,  dass  en  von  0  bis  1  —  e  und  von  1  -f  c  bis 
OD  för  £  =  0  genommen  werden  soll,  auf  folgende  Weise  darch 
Differenzialgleichungen  bestimmen. 

Wir  setzen 

/OD  jj«— 1  /•«  ar«"'* 

Y^dx^^,    J      jzi^dx  =  z. 

o  o 

Es  ist  nun 

0  o 

wo  das  letztere  Integral  wieder  auf  obige  Weise  zo  verstehen. 
Ferner  ist: 


338 


/*  x*~^  /•«  ««—1 

O  0 

y       (l-;r)(H-,)''3"'*- 


0         (I 


Setzeil  wir  y  =  - ,  aUo  <2jf  =  — »  «o  wird 


/OD  />  cc  ^—1 

y      (l-;r)(l+x)*'^ 


O  0 


=/rff.(i^-*.T9>- 


0        0 

Iiitegrirt  man  zaer»!  nach  x,  so  erhält  man: 


■'-r^A<'W,\y- 


o 


Den  Logarithroas  bat  man  von  0  bis  1 — e  und  von  I-f^e  bis  od 
zo  nehmen  und  darauf  e  =  0  zu  setzen.    Es  ist  nun 

i  +00 

*»t_(i+e)='"^ — r~>' 

f-f  0 


al«o 


ln{i^X  =  lni-^)-lni-*^^^Hln*^^-lnt=-lnL 


Mithin : 

V 


o 
Man  bat  also  z-vischen  r  und  t  die  Differenzialgleichunf; : 
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Eine  aodere  findet  man  auf  folgende  Weise: 

/»OD    ^-1  n<ti   yS-l  /»OD  /»OD      x'—Uia-l 


Setzt  man  hier  «  =  -,  f/v^""»  so  wird: 

0         0 

Man  hat  also  jetzt  zur  Bestimmnng  von  v  und  i  die  beiden 
Differenzialgleichungen : 

dv 

1)  "'=-5^' 

«^  m         dx 

üividirt  man  die  zweitei  durch  die  erste,  so  erhält  man : 

dz   dv 

dv  ^     dt 
'da         du 

wo  c  eine  Constante.    Setzt  man  diesen  Werth  von  e*  in  2)  ein, 
so  kommt: 

*        a^ 
Nehmen  wir  c  positiv  =:iii*,  so  wird: 

dz"     m«  +  j*' 
a=  —  .arccotg—  +«; 


■  -      1 


wo  fi  eine  zweite  Constante* 
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—z—  dx 


Hieraus  erhält  man: 

4)  z=meotgm(a — n). 

Setzt  man  diesen  Wertb  von  z  in  3)  ein,  so  wird : 

r*  =  hl*  cotg  *m(a — n)  +  m*  5=  iii*(l  +  eotg  *m(a'*n)) 

I 


=  iii« 


'  sin  */ii(a  —  n)  ' 

I,-- JL -5 -. 

-*■  Sin  iii(a  —  n) 

Den  beiden  Differentialgleichungen   1)  und  2)  wird  also  Genfige 
geleistet  durch  die  beiden  Gleichungen: 

5)  2  =  iitcotgfit(a — n), 

-^  ^  Sin  fn{a  —  «) 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  beiden  In* 
tegrale  dar  für  a  =s  ^J    Es  ist  dann 


=/*  aöT^'^' 


*~0 


oder,  wenn  man  j?  =  ^*,  dx=^2gdy  setzt: 
Ferner  ist: 


oder  fSr  jr^y*,  tlx==2tfdtf: 

r 

'o 


=/'^=/*(if,*rij)-'»=KliJ); 


=  ln(-l)—ln-±j  +  lH— /fli  — fe_-^.|„__ 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  GleiebunKen  5)  and  ^,  so  er- 
hält 
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\ 

-i 71 r  =  w    und    m  cotg  m{\  —  n)  =  0. 

Diese  GleicbungeD  werden  erfällt  durch  ft  =  0  and  ±m  =  ff. 
Setzt  man  die«e  Werthe  in  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  er- 
hält man : 

z  =  9r.cotga3S, 


%\Xian 


Da  diese  Functienen  stetlir  bleiben  für  atsi\  bis  assl  und 
bis  a  =  0»  so  sind  dieselben  innerhalb  dieser  Gränzen  den  obi- 
gen Integralen  gleich.  Ffir  a  =  I  und  n  =  0  werden  die  Functio- 
nen' unendlich»  und  obgleich  sie  darüber  hinaus  wieder  endliche 
Werthe  annehmen,  so  lässt  sich  doch  nicht  behaupten,  dastf  sie 
dann  noch  die  Integrale  darstellen.  Vielmehr  mfisste  man,  wenn 
das  z.B.  von  a  =  I  bis  a=2  stattfinden  sollte,  nachweisen,  dass 
für  einen  bestimmten  Werth  von  a  zwischen  a=l  und  a  =  2, 
z.  B.  fär  a  =  i,  die  Functionen  den  Integralen  gleich  wären,  wie 
das  oben  fflr  a  =  4  geschehen  ist.    Nun  sieht  man  aber  gleich, 

das«  fOr  jeden  Werth  von  a  ss  — ^ —  das  Integral 

„         1+-    -^      !+»• 

sowohl  Rlr  positive  als  flir  negative  Werthe  von  n  unendlich  wird. 
Nur  nir  Werthe  von  a  zwischen  1  und  0  gelten  also  die  Glei- 
chungen 

^i— — ctr=-; und     /      -j cM?  =  3s.cotgaff. 

1  +  j:  Sinais  J      l-^x  ® 

0  0 

Nimmt  man  oben  filr  c  einen  negativen  Werth  — m*,  so  ge- 
langt man  durch  Ejqioneotialgrössen  zu  demselben  Resultat. 
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XXTIII. 

Einige  geometriscbe  Lehrsätze  oiid  Au%aben. 

Herrn  /oA.  ITarl  l?ecilrer| 
Lehrer  a«  der  GniehaogfantUiU  tor  F.  Bentt  in  Zu  rieb. 


Ist  ABF  eio  Minbig^s  Dreieck  .and  schneidet  eiiie<Traiia- 
▼ersale  die  Seite  AF  in  einem  Punkte  D^  die  Seite  BF  in  einem 
Punkte  C  and  die  Verlängerang  der  Seite  AB  in  einem  Punkte 
£,  80  finden  folgende  Relationen  statt: 

A£.AF.BC.DC=AB.AD.FC.EC,  .   .  .  .  (I) 

BA.Btl.ED.FDt^BE.BF.AD.CD,  ...  (II) 

EA.£C.BF.DF=£B.ED.AF.CF.    .  .  ,  («I) 

Alan  hat  nfimlicb  nach  dem  Satze  des  Meneiaos: 

AE.BC.FD=zAD.BE,FC, (I) 

Bfl.Cß.AF=zAB.f;;E.FD .  (2) 

AB.ED.CF:=zAE:C3f.Btf,  .  .   .   .   .  .  (3) 

AD.BF.CE=BC.ED.AF. (4) 

Durch  Maltiplication  von  (1)  mit  (2),  oder  (3)  mit  (4),  erhält  man 
die  Relation  (I);  durch  Multiplication  von  (I)  mit  (3),  oder  von 
(2)  mit  (3),  die  Relation  (II);  und  durch  Multiplication  von  (1)  mit 
(4)»  oder  von  (2)  mit  (3)^  die  Reration  (III). 

So  einfach  diese  Herleitong  ist»  so  habe  ich  diese  drei  Glei-  -' 
changen  doch  noch  in  keinem  mir  zu  Gesicht  gekommenen  Weds« 
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aber  nmier«  oder  Utfero  GBometiie  gbrunden,  nac  mich  zur  An- 
itahme  fährt,  daM  ais  eotiveder  neu  oder  wenigateiia  nicht  scbr 
beli&DDt  seien. 

Ans  (III)  Tolgl  a.  A.  der  foli;ende  Satz: 

Ist  ABCD  ein  balieliigw  cooTexe«  VierecL  uod  aelen  di« 
Perpendikel  von  A  anf  CD  und  CB  und  von  C  auf  ^fi  und  iJ/) 
besdglicb  bezeichnet  durcb  a^,  a^.  a, ,  a«  und  die  Perpendikel 
von  B  auf  ^/>  und  CD,  nnd  von  />  auf  AB  und  C£  durch  A^ 
Ai,  £,,  A,,  >•  iai; 


Die  Elemenlargeometrie  nennt  eine  von  n  geraden  Linien  be- 
gränite  Ebene  ein  n-Eck.    Die  neuere  Geftmetrie  dagegen  be- 
sekhnet  mit  demselben  Namen  entweder  eine  in  n  Poukten  ge> 
brocbene,  geechlosaene  Linie,  oder  daa  ans  allen  darcbnPnnkte 
besfimmteD   Gereden   bestehende  Gebilde,   sn    dasa   man   allemal, 
wenn  man  von  einem    n-Ecke  spricht,  eigenllich  erst   angeben 
sollte,  was  man  darunter  versteht.     Die  Beschinigung  mit  Po- 
lyedern nStbigl,  mit  Figuren  in  beiderlei  Sinn  Betrachtungen  an- 
zustellen, so  dass   man   wegen  der  Bezeicbnnng  in  Verlegenheit 
gerathen  kann.     Es  ist  darum  vielleicht  passend,  wenn  man  in 
■olchen  FSlIen  die  Bezeichnungen  Linlen-n-Eck  nnd  Fliehen- 
n-Eck  anwendet,  je  nachdem  man  ein    lineSres  Gebilde,  oder 
eine  begrfinzte  Fläche  benennen  nill.    Flichen-R'Eeke  in  dem 
angegebenen    Sinuc   bat   seither   nur  die   Elementai^ometrie    be. 
trachtet   und   auch   diese   bescbinigt   sich    nur  mit   einfach  he- 
gr&nzten    ebctnen    Figuren.     Erweitert   man  jedoch   den    Begriff 
der    Fl&chen-R-Ecke   auf  Ebenen    mit   zwei  oder    mehreren 
GrSuzlinien  (durchbrochene  Polygone)  und  auf  gebrochen« 
begrftozte  Ebenen,  so  dürfte  man  vielleicht  reichhaltiges  Material 
finden,  das  noch  wenig  bearbeitet  ist  und  wohl  nicht  ohne  Interesse 
•ein  mOehte.    Kennt  man  eine  in  sich  selbst  zurflck laufende,  sich 
aber  sonst  nicht  achneldende  in  r  Punkten  gebrochene  Linie  ein 
•  infacfae*  Liniea-n-Eck,  so  kann   daj 
UmfangaHoie  eines  einfachen    ebenen 
FlScben-R-Eckü  angesehen  werden,  je  ni 
in  einer  Ebene  liegt  oder  nicht.    Ein  gebr 
aber  nicht  durch  seine  (Jmfangsliois  beetil 
Es    können   vielmehr   von   einem    und    demi 
gnucben  Linien-«. Eck  im  Allgemeinen  so  i 
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polygone  begrStizt  werden,  als  verscbiedene  Arten  mugfiefa  sind, 
das  Linien -it- Eck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  za  zerlegen. 
Diese  Anzahl  ist  offenbar  eine  Function  der  Eckenzahl  und  ihre 
Bestimmung  durfte  wohl  als  ein  nicht  eben  leichtes  Problem  auf- 
gestellt werden. 

Dero  einfachen  FiSchenpolygone  kann  das  von  zwei  einfachen 
Linienpolygonen  begrSnzte  ringförmige  Flichenpolygon  zunächst 
angereiht  werden.  Zu  diesen  Polygonen  kann  u.  a.  auch  der 
Mantel  eines  Prismas  oder  eines  Prismatoids,  und,  in  sofern  sich 
die  ^ine  Gränslinie  auf  einen  Punkt  reducirt,  auch  der  Mantel 
einer  Pyramide  gezählt  werden.  Hier  kann  denn  das  Problem 
aufgestellt  werden: 

Die  Anzahl  aller  möglichen  ringförmigen  Polygone  zu  bestim- 
men, welche  dieselben  beiden  Linienpolygone  von  m-  and  it-Elckeo 
zu  Gränzlinien  haben. 

Ein  analoges  Problem  entspricht  den  mehrfach  begränz- 
ten  (mehrfach  durchbrochenen)  Polygonen.  Polygonen  netz 
kann  eine  aus  mehreren  Flächenpolygonen  zusammengesetzte  ge- 
brochne  Fläche  genannt  werden  und  zwar  geschlossenes  Po- 
lygonennetz, wenn  durch  dasselbe  ein  Theii  des  Raumes  voll- 
ständig eingeschlossen  wird.  Es  ist  also  jede  Oberfläche  eines 
Polyeders  ein  Polygonennetz.  Im  allgemeinen  kann  aber  die 
Oberfläche  eines  Polyeders  auf  verschiedene  Weise  aus  Flächen- 
polygooen  zusammengesetzt  werden.  So  kann  z.  B.  die  Ober- 
fläche eines  Pentagondodekaeders  zunächst  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  zwölf  ebenen  Pentagonen;  man  kann 
sie  aber  auch  zerlegen  in  vier  gebrochene  Polygone,  nämlich  zwei 
ringftirrolge  mit  einer  zehneckigen  und  einer  zweieckigen  Gräns- 
linie und  zwei  einfache  gebrochene  Zehnecke ;  oder:  in  vier  ring- 
förmige Polygone,  deren  innere  Granze  ein  Eckpunkt  und  deren 
äussere  Gränze  ein  Linienneuneck  ist,  oder:  in  sechs  gebrochene 
einfache  Fläcbenzehnecke. 

Ffir  Polygonennetze  lassen  sich  folgende  Probleme  aufstellen: 

.  ]}  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygonennetze  zu  bestimmen» 
deren  einzelne  Polygone  dieselben  Gräiizen  haben. 

2)  Die  Anzahl  aller  mliglichen  Polygonennetze  zu  beslimaieo, 
wekhe  eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtlicb  und  aossdiUess- 
lieh  zu  Ed[punkten  haben,  and  spezieller: 

3)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polyder  zu  bestimmen,  weiche 
eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtlicb  und  ausschliesslich  zu 
Eckpunkten  haben. 
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nur  ein  «eKr  unvollkommener  Ausdruck  ist.  Endlich  erstreckt  sich 
seine  Gültigkeit  auf  Polyeder,  die  nicht  mehr  zu  den  Eul  er 'sehen 
gehören« 

Aber  auch  der  viel  bekanntere  Euler 'sehe  Satz  tritt  in  den 
meisten  Lehrbüchern  in  einer  Weise  auf,  die  wenig  befriedigt. 
Namentlich  erhält  man  nirgend  bestimmten  Aufschluss,  für  welche 
Polyeder  er  gilt>  für  welche  nicht. 

Unter  den  Beweisen  für  diesen  Satz,  weiche  sich  nicht  auf 
den  Descart  es 'sehen  Satz  stützen,  sind  mir  nur  der  des  Her- 
ausgebers dieses  Archivs  und  der,  welchen  Herr  v.  Staudt 
in  seiner  »»Geometrie  der  Lage"  gibt,  als  solche  bekannt, 
welche  so  weit  richtig  sind,  wie  der  Satz  selbst.  Wonn  aber 
z.  B.  Herr  Koppe»  der  den  ersten  der  genannten  Beweise  in  sein 
rühmlichst  bekanntes  Lehrbuch  aurgenoniiuen  hat,  von  den  Po- 
lyedern, für  welche  er  durch  denselben  den  Satz  als  bewiesen 
ansieht,  nur  solche  Polyeder  ausschTiesst,  an  deren  Bec^rSnzung 
auch  mehrfach  begränzte  (durchbrochene)  Polygone  Theil  haben, 
so  behauptet  und  beweist  er  mehr  als  wahr  ist.  Denn  von 
den  übrigen  Polyedern  sind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  als 
einer  gebrochenen  Oberfläche,  die  Hohlkörper,  auszuschliesseu, 
ond  von  den  dann  noch  übrig  bleibenden  gilt  der  Euler 'sehe 
Satz  immer  noch  nicht  für  alle,  sondern  ausschliesslich  für  die- 
jenigen, bei  denen  jeder  Eckpunkt  nur  mit  solchen  Eckpunkten 
durch  Kanten  verbunden  ist,  welche  zugleich  die  säromtÜchen 
Eicken  eines  nur  von  Kanten  und  Diagonalen  der  Seitenflächen 
begrenzten  Polygons  sind.  Die  Polyeder,  weiche  dieser  Bedin- 
gung nicht , entsprechen,  hat  zwar  Herr  Schiöniilch  in  beiner 
„Geometrie  ^%ti  Maasses"  als  „ringförmig  durcbbmch^ie" 
ausgeschlossen,  so  dass  er  nur  solche  Polyeder  als  Euler'sohe 
Polyeder  surfickhehält,  für  welche  der  Buler'sche  Satz  wirk- 
lich gilt.  Der  Beweis  aber,  den  er  dafür  aufsteJIt,  im  Wesent- 
liehen  der  Stein  er 'sehe,  ist  nur  für  convexe  Polyeder  zu  iXssi;; 
uad  es  ist  demnach  zwar  nicht  mehr  behauptet,  als  wahr,  wohl 
aber  mehr,  als  bewiesen  ist.  Auch  erführt  man  nicht,  was  denn 
die  kennzeichnenden  Merkmale  der  Eul  er 'sehen  Polyeder  seien, 
welche  berechtigen,  sie  als  eine  besondere  Klasse  Aeu  andern 
gegenüberzustellen ;  denn  auch  unter  den  „ringförmig  durchbroche- 
nen*' heGnden  sich  s>olche,  welche  „von  einer  einzigen  ziMammen« 
Mngenden  Oberfläche  begrfini^t  werden,  die  auch  nach  Wegnahme 
if  gend  einer  Seitenfläche  noch  eine  «iliuiterbt'echene Ueiltenlsl|pe 
ebener  Vielecke  darstellt." 

Die  vorstehenden  Betrachtungen   veranlassten  mich  darüber 
laehzudenken,  ob  nicht  vieiletcht,  wenn  man  von  einem  anderen 


Standponltto  aasgeht,  etwas  mcAir  Sicherheit  und  Klarheit  in  (lhi> 
sea  Znaamnsnhang  Btvraeh«n  Ecken,  Kanten  und  Fllcben  irebracht 
werden  liDnne.  Die  Resultate  dieses  Nachiienkene  habe  ieli  nm 
1b  den-  Folgenden  BUMmmenf^n teilt,  nni  sie  den  Herren  Math»- 
matiliern  an  geniligM  Beachtnnfc  roraulegen. 

Die  Oberfläche  eines  e-ecki^ien  Polyeders,  dessen  Kanten- 
winke l«ii  mm  e  4« — 8  Kecble  betrfigt,  besteht  entweder  aus  2.(e — ^ 
Dreiecken,  oder  läsal  sich  in  2.(e  — 2}  Ui 
Seiten  sich  auf  der  Oberfläche  selbst  nur 
lyeders  schneiden.  Denn  zerlegt  man  jei 
GfänKflSch«  des  Polyeders .  durch  üiagonfil 
die  Winkelsumnie  aller   dieser    Dreiecke   z 

fcelsunime    de»    Polyeders,    aUu    ^4e— 8  i 

Rechte,  also  die  Zahl  der  Dreiecke  =2.(e-2). 

Kann  man  direct  nachtveiseti ,  dasa  bei  einer  Klasse  Ton  Po> 
lyedern  von  e  Ecken  die  Oberfläche  sich  auf  die  angegebene 
Weis»  in  9.(e-2)  Dreiecke  zerlegen  ISsst.  m  Ist  damit  Riv  die- 
■elhen  aacli  der  t^ti  des  Decearte«  nachgewiesen. 

Die  Dreiecke,  in  vrelche  man  auf  die  angegebene  Weise  die 
OberllSche  eines  Polyeders  zerlegen  kann,  mügen  Gränadreiecke 
heiiisen,  und  ihre  Anzahl  «ei  bezeichnet  durch  D. 

Suchen  wir  nun  zunächst  />  dir  die  Euler'schen  Polyeder 
au  beMtimmen.     Da  der  Gej^riff  der  „Euler'scheii  Polyeder",  mei- 
nes  Wis»enti,    bis  jetzt   durch    keine   andere  Deßnllron  bestimmt 
ist,  als  durch   die,  das«  für  sie  der   EulefVche  Salz  gelle,  so 
stelle  ich   folgende  r)efinilion  auf:     Ein  Fulersches  Polyeder 
ist    ein    solches,    das   von  einer   einzigen,   nur  aus  ein- 
fach begrSnzten  Polygonen  zusamraeiigesetzten  Ober- 
fUcbe  in  der  Weise  begranzt  ist,  das«  alle  Eckpunkte, 
trelche  mit  einem  beliebigen  andern  Eckpunkte  durch 
Kanten    verbunden   sind,  allemal    durch    eine  einzige 
nar   aus    Kanten    und    Diagonalen    bestehende,    nur    in 
ihnen  gebrochene  Linie  verbunden  trerden   können.     Es 
ist  klar,  das9  bei  einem  solchen  Körper  liUe  Kcknunkte:  nelehe 
■>it  einem  und  demselben   andern    Eckpunkte  i 
Itanden  sind,  oder  durch  Gerade  verbunden  werd' 
anf  der  Oberfläche  liegen,  (also  durch  Diagonal 
durch  eine  nur  ans  Kanten   bestehende    gcbr 
bnnden  sind,  nämlich   durch  die  äussere  Umfu 
Dcm  Eckpunkte    zusammentreffenden   Begrünzni 
man   sich   nun   ein    solches   Kantenpotygnn    dui 
Dreiecke   zerlegt,   srt    »ird   dasjenige  Polyeder, 
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Torliegendeo  in  allen  Ecken,  Kanten  ond  FWchen,  aoaaer  .jener 
niil  dem  betrachteten  Rantenpolygone  verbundenen  Ecke  und  den' 
in  deraelben  znaamnientreffenden  Flächen  und  Kanten,  ubereiBf 
stimmt,  statt  der  weggefallenen  Gräna^figuren  aber  jene  Dreiecke 
zur  Begrenzung  hat,  in  welche  man  jenes  Kantenpolygon  zerlegt 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  zwei  Gränzdreiecke  weniger  haben,  wie 
das  Torliegende.  Es  ist  öberdiess  klar,  dass  das  abgeleitete  Po- 
lyeder ebenfalls  ein  Euler'sches  ist.  Leitet  man  nun  von  die- 
sem  auf  dieselbe  Weise  ein  drittes  Polyeder  ab,  welches  also 
zwei  Ecken  und  vier  Gränzdreiecke  weniger  haben  wird,  wie  das 
zuerst  betrachtete,  und  von  diesem  ein  viertes  u.  s.  f.,  so  wird  man 
zuletzt  zu  einem  Tetraeder  gelangen,  welches  nur  noch  vier  Ecken 
and  vier  Gränzdreiecke  hat.  Hatte  mithin  das  anfangs  betrachtete 
Polyeder  e  Ecken,  so  musste  es  {e — 4). 2  Gränzdreiecke  mehr 
als  vier  haben.    Man  hat  somit  fär  ein  Euler'sches  Polyeder: 

Z)  =  2.(e-2) (I) 

Mitbin  nir  die  Winkelsumme:  4.(e  — 2)  Rechte.  Ist  ein  solches 
Polyeder  nur  von  Dreiecken  begränzt,  und  bezeichnen  e,  f^  k 
beziehungsweise  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kauten,  so 
ist  für  dasselbe: 

Z)  =  /'=2.(«-2), (2) 

^=A  =  3.(c-2), (3) 

worans  auch  folgt: 

/•+e  =  ^  +  2 (4) 

Enthält  die  Oberfläche  eines  Enler 'sehen  Polyeders  0,  Dreiecke, 
04  Vierecke,  ....a«  nEcke,  io  bestehen  folgende  Relationen: 

/*=<yi  +  fl4  +  ----  +  ö«* (5) 

Z)  =  Ö3  +  2a4  +  3o5  +  ....  +  (ft— 2)a«  =  2.(e— 2),.   .(6) 

*  =  3(€-.2)-(a4  +  2ö4  +  ....(«-3)ii«),  .   .  .(7)*) 

wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen  /,  k  und  e  genauer  ausge- 
drückt ist,  als  durch  den  leicht  daraus  ableitbaren  Euler 'sehen 
Satz. 


*)  Die    ZabI   der   Kanten   ist  offenbar    gleich   der  aller  Seiten   der 
Grftncdreiecke,   vermindert  nm   die  Zahl  derjenigen,  welche  Diagonalen 

der  Polygone  sind ,  alto  =  -^  —  («<  +  20^  -|- . . . .  +  (« — Z)an)* 
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An  die  Enler'sch«!!  Polyeder  schliesst  sich  eine  sweite  Gruppe 
vmi  Polyedero  an,  Mt  trelcbe  zwar  der  Ealer'scba  Satz  Dictlt 
mehr  gilt,  vrobl  aber  der  de«  Descarles,  und  die  man  deshalb 
ala  Descartes'sche  Polyeder  beseicbnen  kann.  Ea  aind  diese 
nltmlicb  alle  von  einer'  einzigen  UherflScbe  begrSnste  Polyeder, 
die  auch  Hoppell  und  mehrTBch  begr&uzle  (durchbrochene)  Grfloz- 
6guren  haben,  deren  Eckpunltte  aber  ebenralls  nur  mit  solchen 
Eckpunkten  dnrch  Kanten  verbunden  sind,  ff  eiche- durch  eitie  ein- 
zige nur  in  ihnen  gebrochene  Ltoie  verbnodeR  werden  kSnnen. 
deren  eineeine  Strecken  aur  der  Oberfläche  liegen  und  nur  dann 
in  den  Raum  des  Polyeders  selbst  fallen,  iienn  sie  zwei  an  einer 
iuiereo  Gränzlinie  einer  mehrfach  begränzleii  (jränzdgur  liegende 
Eckpunkte  verbinden.  Alle  solche  Polyeder  können  angesehen 
werden  sU  dadurch  entstanden,  dass  man  mehrere  Euler'sche 
Polyeder  on  an  einander  gefügt  habe>  dass  jedesmal  von  ewei  auf 
einander  gelegten  Flächen  die  eine  von  der  Oberfläche  ganz  ver- 
schwunden, und  von  der  andern  ein  durchlirnchener  Therl  ßbrig 
geblieben  sei,  der  nun  /.iir  ßegränzung  des  zu(<amniengesetzten 
Polyeders  gehört.  Ua  auf  diese  Weise  alle  Ecken  und  Kanten 
der  zuiMmmensetzenden  Polyeder  zu  Ecken  und  Kanten  des  zu- 
sammengesetzten werden,  ohne  daHs  neue  Ecken  oder  Kanten 
hinzukommen,  während  dagegen  hei  jeder  neuen  Anfügung  eine 
GräDzfigar  verloren  geht,  »o  ist  klar,  dass  fQr  solche  Polye- 
der der  Euler'sche  Satz  nicht  mehr  Statt  hat. 

Was   nun   die    Kantenwinkelsumme  eihes  solchen  zusammen- 
gesetzten  Polyeders   betrifft,    so  ist   dieselbe  offenbar,  wenn  die 
Zahl  der  Euler'schen  Polyeder  aus  denen  das  Ocscartes'scho 
zusammengesetzt    werden   kann,    :=n  ist,    um  (n  — 1).8    Rechte 
grösser  als  die  Summe  aller  Kantenwinkel  jener  n  Euler'schen 
Polyeder  zusammengennmmen.     Denn    bei  Jeder  AnfQgung  eines 
selchen  Polyeders  werden  statt  der  Winkel  der  dadurch  verdeck- 
ten GränzGgur  deren  Explemenle  (Ergfinzungen  zu  SÖO**)  Kairten- 
winkel    des   zusammengesetzten   Polyeders,    wShrend  sonst  Alles 
unverändert  bleibt.     Die  Summe  der  Kantenwinkel    der  n  Euler- 
schen  Polyeder  ist  aber,  wenn  die  Zahl  sämmtlicher  Ecken  e  ist, 
e.4R.— ff.SR-,   also  die  Kantenwinkelsumme 
sehen  Polyeders  =<-.4  R.-n.8  R. -1- (n-l).8R.: 
Der    De.ocaTte.s'f>chc   Satz  gilt  also  anci 
lyederklnsse  und  ist  daher  deren  Benennung 
sehe  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen   bisher  betrachteten  und    bei  ein 
der  noch  zn  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl 
der  ihrer  Scheitel,  also  der  Eckpunkte  gleich, 
■llieil  XXXVIII. 
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■^#4||,iil  der  an  ihre  Stelle  gesetzten  Dreiecke  der  Polygone  selbst 
IT    £»i^^^leiner  sein  rouss,  als  die  Eckenzahl.     Man  hat  mithin  für 
«r^M^^™^'  durchbrochenes  Polyeder: 

'■*••  Z>=:2.(<?— 2)+4  =  2e (8) 

*-^y^gilr  ein  fumai  darchbrochenes  Polyeder: 


■*  /)  =  2e  +  4.(m— 1) (9) 

(tt  km^^  ^*'"  solches  Polyeder  nur  von  Dreiecken  begränzt,  so  ist: 


/•=2e  +  4.(m--l). (10) 

t  irfer 

*  =  3«  +  6.(m— 1); (11) 


» 


..a.A«  /'+«  =  *-2.(m-l) (12) 

'<<rni«;t  man  in  diesem  Ausdrucke  fit  =  1 ,  so  erhält  man: 

Jii9:a\^:    In  einem  einmal    durchbrochenen  Polyeder,   das 

r  von  Dreiecken  begränzt  ist,  ist  die  Zahl  der  Kan- 

n.  .  1  gleich  der  Summe  der  Flächenzahl  und  derCcken- 

;    Jfl.    Diess  gilt  auch  dann    noch,  wenn  mehrere  Dreiecke  sich 

'       .Vielecken  vereinigen,  also  unter  den  GränzflSchen  einfach  be- 

.  ^io^te  Polygone  jeder  Art  vorkommen. 

hiiet.  1^  Enthält  die  Oberfläche  eines  mroal  durchbrochenen  Polyeders 
vioit  »r  einfach  begränzte  Polygone,  nämlich  a^  Dreiecke,  a^  Vierecke, 
*^ief  l>tt. ,  Qn  ft-Ecke,  so  bestehen  folgende  Relationen: 

od  tm- 

rßieke,.  «3  + fl4  +  flö  +  '--  +  ««=A (13) 

Pojy^  />  =  ii,+2a4  +  3a5  +  ....(ii— 2)ii„=2e  +  4.(m  — 1).    (14) 

!igdet  )fc  =  3e  +  6.(m  — l)-(a4  +  2ii5+3aö+....(n-3)fl„).   (15) 

iw  diesen    Relationen  lässt  sich  endlich    leicht    die  dem  Eu- 
ler sehen  iSatze  entsprechende  Gleichung  (12)  herleiten. 

egebt  Was  die  Polyeder  mit  mehrfacher  ßegränznng  (die  Hohl- 
oefl/K^rper)  betrifft,  so  ist  klar,  dass  für  dieselben  der  Euler*sche 
p/e/;  and  Descartes'sche  Satz  im  Aliii^emeinen  nicht  gelten  können. 
)eD,  »t  aber  z.  B.  von  den  beiden  Oberflächen  eines  Hohlkörpers  die 

äassere  so  beschaffen,  dass  sie  allein  ein  Euler'sches  Polyeder 
ßaä  einsobliesst,  während  die  innere  ein  einfach  durchbrochenes  Po- 
|v    v^^^r  begränzt,  und  aus  einfach  begränzten  Figuren  zusammenge« 

setzt  ist,  so  hat  man  für  das  doppelt  begränzte  Polyeder: 


rar 


* 


23' 
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Der  Euler*6che  Satz  gilt  mithin  auch  für  einige  Hohlkörper. 


Die  Sätze  Aber  die  durchbrochenen  Polyeder  dürften  geeig- 
net sein,  einige  Irrtbümer  zu  berichtigen  und  einige  neue  Sätze 
abzuleiten. 

Als  einen  zu  berichtigenden  Irrthum  finde  ich  ^in  dem  Ta- 
schenbuch fQr  Mathematik,  Physik  etc.  von  Dr.  Rudolf 
Wolf  (Bern  1856,  zweite  Auflage)  folgenden,  einem  Colle- 
gienbefte  Ton  Steiner  entlehnten  Satz  (p.  74.): 

Es  sind  nur  folgende  Polyeder  möglich,  welche  der 
Bc^dingung  genügen,  dass  alle  Flächen  gleich  viel  Sei- 
ten und  alle  Ecken  gleich  viel  Kanten  haben:  Tetrae- 
der, Oktaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  —  Hexae- 
der ans  Vierecken  und  Dodekaeder  aus  Fünfecken. 

In  derselben  Allgemeinheit  ist  dieser  Satz  auch  in  der  „Geo- 
metrie der  Läge'^  von  v.  Staudt  aufgestellt. 

Damit  dieser  Satz  richtig  werde,  muss  statt  „Polyeder^* 
die  engere  Bezeichnung  „Euler'scbe  Polye der*'  stehen.  Denn 
unter  den  einmal  durchbrochenen  Polyedern  sind  noch, 
wenn  man  dieselben  nach  der  Flächenzahl  in  Gruppen  theilt, 
unendlich  viele  Gruppen  von  Polyedern  möglich,  wel- 
che derselben  Bedingung  genögen,  nSmIich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkantigen  Ecken  und  9,  12,  J5,  18. ..3« 
vierseitigen  Gränzflächen.  In  Taf.  IX.  Fig.  J.  *)  ist  Grundriss  und 
Aufriss  eines  dahin  geborigen  Neunflächners  gegeben.  Hat  man 
von  demselben  eine  deutliche  Vorstellung  gewonnen,  so  hat  man 
nur  nötbig,  sich  statt  der  Kantendreiecke  a6c,  aibiCi,  ABC  drei 
Kanten -n  -  Ecke  vorzustellen,  um  das  Bild  eines  3it-Fläcbner8 
dieser  Art  zu  erhalten.  Bringt  man  noch  ein  viertes,  fünftes,... 
...Yiites  Kantenpolygon  von  gleicher  Seitenzahl  mit  drei  solchen 
Polygonen  auf  ähnliche  Weise  in  Verbindung,  so  kann  man  sich 
auch  Polyeder,  von  4it,  5n,....mit  Vierecken  und  eben  so  vielen 
vierkantigen  Ecken  begränzt,  zur  Anschauung  bringen,  oder  we- 
nigstens als  möglich  denken,  welche  ganzzahligen  Werthe  über 
3,  m  und  n  auch  haben  mögen. 

2)  Polyeder  mit  e  sechskantigen   Ecken  und  2e  dreiseitigen 
Gränzflächen,   wo  e=zmn  ist,  und  m  und  n  jeden  ganszahllgen 


*)  l*af.  IX.  wird  tiiil  dem  nächstens  erscheinenden  H.  4.  nachgeliefert. 
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positiven  Werth  ^3  haben  können.     Taf.  IX.  Fig.  2.  stellt  Grund- 
Tias  lind  Aufriss  eines  solchen  Polyeders  mit  ]2  Ecken  dar. 

3)  Polyeder  mit  f  sechsseitigen  Gränzflächen  und  2f  drei- 
kantigen Ecken  9  Wo  f  dieselben  Werthe  haben  kann,  wie  e  bei 
der  vorhergehenden  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  gehöri- 
gen Dodekaeder  erhält  man  z.  B.  eine  Vorstellung ,  wenn  man 
sich  ein  stumpfes  Rhombenhexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
drungen dentct^  dessen  Mittelpunkt  und  Hauptaxe  des  ersteren 
zusammenfallen  uird  dessen  Randkanten  und  Randecken  innerhalb, 
dessen  Scheitel  aber  ausserhalb  des  ersteren  Hexaeders  liegen. 
Der  Theil  des  ersteren  Hexaeders,  welcher  nicht  in  das  zweite 
fällt,  ist  dann  immer  von  12  Sechsecken  begränzt,  wenn  die  Schei- 
telkanten des  inneren  nicht  die  des  äusseren  Hexaeders  schnei- 
den. Aehnlich  kann*  man  aus  einem  Hexaeder  einen  dahin  ge- 
hörigen Neun  flächner  ableiten,  wenn  man  sich  dasselbe  von 
einem  dreiseitigen  Prisma  durchdrungen  denkt. 

Ausser  den  Steinerschen  Tetraedern,  Hexaedern, 
Oktaedern,  Dodekaedern  und  Ikosaedern  Jind  den  eben 
aufgezählten  durchbrochenen  Polyedern  sind  j'edoch 
keine  einfach  begränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
ren, sämmtlicbe  Seitenflächen  gleichviel  Seiten  und 
deren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben*).  Diess  lässt  sich 
leicht  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  nämlich  ein  mfach  durchbrochenes  Polyeder  von  nur 
«irseitigen  Polygonen  begränzt  sei  und  nur  y  kantige  Ecken  faabe» 
mOssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 

/ar  =  2A, (16) 

etf  =  2Jc. (17) 

e  +  /'=ife-(m-l).2 (18) 

Hieraus  folgt  aber: 

»=?^' (19) 


*)  Es  «ei  denn,  dasg  noch  Polyeder .  existiren ,  welche  ia  die  von 
mir  gemachte  Einlheilang  nicht  passen.  Für  solche  gilt  selbstverständ- 
lieh  meine  Behaiiptang  nicht. 
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WO 

^  =  a?y-2(«+y).  (22) 

Da  DUO  kf  ff  e  nothwendtg  ganze  positive  Zahlen  sein  müssen, 
so  bat  man  filr  den  Fall,  dass  ffi>  1  ist: 

und  mitbin  nacb  (19): 

A;^2(iii— l)<2m. 

Diess  ist  aber  offenbar  anmOglicb :  Es  gibt  also  keine  mehr- 
faeh  durchbrochenen  Polyeder  tod  der  Torausgesetz- 
ten  Beschaffenheit 

Setzt  man  m=  1,  so  erhält  man 

^  =  ay-2(a:  +  y)  =  0, (23) 

und  mithin: 

Diese  Werthe  sind  aber  nicht  bloss  scheinbar,  sondern  wirklich 
unbestimmt»  d.  h.  vieldeutig.  Um  die  mCgIlchen  Werthe  von  x 
und  y  in  diesem  Falle  leichter  ermitteln  zu  können,  setzen  wir 

a:  =  3  +  a,    y  =  3  +  /?, 

wo  a  und  ß  nur  positive  Werthe  haben ,  oder  =  0  sein  kunnen, 
da  X  und  y  jedenfalls  ^3  sein  mfissen.  Setzt  man  diese  Werthe 
in  (23)  ein,  so  erhält  man  die  ßedingungsgleichung: 

a  +  /5  +  a/3  =  3 (24) 

Dieser  Gleichung  genfigen  aber  nur  die  folgenden  Werthepaare 
von  der  verlangten  Beschaffenheit: 

«  =  0,    /J  =  3; 
a  =  l.     /5=1; 

a  =  3,     /3=:0. 

Sei  nun  a=0,  i3=3,  also  a;=3,  ^=6;  so  folgt  aus  (16)  und 
(17),  dass  2X:  sowohl  durch  3,  aU  durch  6,  dass  also  k  durch 
3  theilbar  sein  muss.  Setzt  man  nun  A:=39),  so  erhält  man  aus 
(16)  und  (17): 
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Diesen  Bedingungen  entsprechen  die  oben  in  2)  genannten  Po- 
lyeder, (ur  welche  man  mithin  noch  den  Satz  hat,  dass  bei  allen 
zu  ihnen  gehörenden  Polyedern  die  Flächenzahl  das  Doppelte» 
die  Kantenzahl  das  Dreifache  der  Eckenzahl  ist.      ^ 

Sei  ferner  a  =  l,  ß  =  l;  also  x  =  y=zi,  so  folgt  aus  (16) 
und  (17),  dass  k  durch  2  theilbar  sein  muss,  und,  wenn  k^^ltp 
gesetzt  wird:  ^ 

also 

k  =  2e  =  2f.   . 

Man  hat  mithin  ffir  diese  Polyeder,  welche  oben  in  1)  zusam- 
mengestellt wurden: 

Die  Zahl  ihrer  Ecken  ist  der  Flächenzahl  gleich  und  die 
Hälfte  der  Kantenzahl. 

Sei  endlich  a=:3,  /3  =  0,  also  x=zQ,  ^  =  3,  so  folgt  aus 
(16)  und  (17),  dass  k  durch  3  theilbar  sein  muss,  und  wenn  man 
A:  =  39>  setzt: 

f=g>,    e=z2<p. 

Für  diese  oben  als  die  dritte  aufgefiihrte  Polyederklasse  hat 
man  mithin  den  Satz,  dass  die  Zahl  ihrer  Ecken  das  Doppelte, 
Hire  Kanteozahl  aber  das  Dreifache  ihrer  Eckenzahl  ist.  Da 
keine  andern  Werthpaare  för  x  und  y  niuglich  sind,  so  ist  mithin 
unsere  obige  Behauptung  erwiesen. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  bei  den  drei  betrach- 
teten Polyederklassen  der  Grösse  (p  jeder  Werth  von  der  Form 

<p  =  ffitt 

beigelegt  werden  kann,  wo  sowohl  m,  als  n  ganze  positive  Zah- 
len sind,  welche  =3  oder  >3,  aber  nicht  <  3  sein  können.  Doch 
lässt  sich  hieför  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger*'  Beweis  führen. 

Aus  unserer  Betrachtung  geht  auch  hervor,  dass  der,  so  viel 
mir  bekannt,  bis  jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahier  ver- 
storbenen Professor  Adam  Müller  in  einer  sonst  nicht  gerade 
rühmenswertben  Broschüre  „zur  Pol yedrometrie'' .angezwei- 
felte Satz :  „es  sei  kein  Polyeder  müglich,  das  nur  von  Sechsecken 
begräQzi  wäre'S  durchaus  falsch  ist. 
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Die  allgemeine  Gleichung  der  Minimumsflächen. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  fVeiler^ 

Lehrer  der  Mathematik   aa   der   höheren  ßurgersrhule  zu    Mannhei 


Die  Bestimmung  der  Fläche,  deren  Inhalt  zwischen  gegebe- 
nen Grenzen  ein  Minimum  ist,  fuhrt  bekanntlich  auf  die  partielle 
Differentialgleichung 

worin  abkürzend 

^—        ^—        ^—  rf*i  d^z  _ 

dx'-^'    dy^^'    dx^^^'    dxdy-^''    ^""* 

gesetzt  ist  Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  mit  zwei 
willkührlichen  Funktionen  ist  schon  von  Monge  und  später  von 
Legendre  in  einer  anderen  Form  gegeben  worden.  Die  Coor- 
dinaten  sind  aber  dadurch  jedesmal  imaginär  ausgedrückt,  so  dass 
man  auch  den  willkührlichen  Funktionen  imaginäre  Form'en  beizu- 
legen hat»  um  zu  reellen  Coordinatenwerthen  zu  gelangen.  Eine 
derartige  Umwandlung  des  Willkührlichen,  %vas  in  dem  allgemei- 
nen Integral  vorkommt,  scheint  für  ein  allzuschwieriges  Unterneh- 
men angesehen  zu  sein,  da  man  nicht  Anstand  nimmt,  zu  der 
partiellen  Differentialgleichung  zurückzukehren,  um  daraus  beson- 
dere Integralformen  in  reeller  Gestalt  zu  gewinnen.  Es  hat  sich 
bei  mir  die  Ueberzeugung  festgestellt,  dass  das  allgemeine  Inte* 
gral  einer  Differentialgleichung,  wenn  es  in  geschlossener  Form 
aufgestellt  ist,  als  das  Endziel  der  Arbeit  betrachtet  werden  darf, 
welche  der  Integration  zugewiesen  ist;  und  nur  schwer  kann  ich 
mich  dazu  entscbliessen,  diesen  Vortheil  aufzugeben,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  die  Eigenschaften  des  Integrals  zu  untersuchen. 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  desshaib  für  gerathener, 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen  Differen- 
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tialgleichung  zu  versocben.  Es  hat  sich  herausgestellt,  das«  man 
drei  reelle  Coordinatenwerthe  daraus  ableiten  kann,  ohne  die  All- 
gemeinheit zu  beeinträchtigen.  Um  dies  zu  zeigen,  erlaube  Ich. 
mir,  auf  das  Integrationnverfahren  zurfickzukoromen,  welches  ich 
in  dieser  Zeitschrift  (Tbl.  XXXIII.  S.  316.)  eingeschlagen  habe.  Dies 
Verfahren  besteht  darin,  d&ss  man  die  allgemeinen  Werthe  der 
ersten  Differentialquotienten  Zx  und  Zy  darstellt,  um  alsdann  die 
▼ollständige  Differentialgleichung 

dz  =  Zyd^  +  zxdx 

zu  integriren.  Die  partielle  Differentialgleichung  ist  dort  ange- 
schrieben in  der  Form: 

Zur  Berechnung  der  Werthe  Zx  und  Zy  aber  sind  die  beiden  Glei- 
chungen 

<">     -«<^^-^.&=''.<'^- »-.£>•, 

aufgestellt,    worin   abkürzend 

gesetzt  ist.  Damit  dieselben  sich  vereinfachen,  hat  man  an  die 
Stelle  von  zx  und  Zy  als  neue  Veränderliche  die  beiden  Funktio- 
nen eingeführt,  welche  sich  durch  die  Integration  der  Gleichungen 

(I  +  Zy*)dZx  -  (I,r»±  V^.  VHV+^)d2y  =  0 

ergeben.     Ich  schreibe  die  beiden  Integrale  hier  in  der  Form: 

Zs  +  S/l+Zy^  +  Zs* 

^y~— =  c, 

wo  c  die  willkührliche  Beständige  ist.  Man  gebrauche  also  die 
neuen  Veränderlichen: 

.       =  a  und  j       =  P» 
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Daraus  findet  man: 


und  die  Elimination  von  zx  und  Xy  gibt  die  einfacheren  Gleichungen : 


und 

Man    eliminire    nun    ^    zwischen    (b)    und    (c),    und  es  entsteht 
JD=0»     Daraus  folgt: 

(1)  ^=<P(«)  +  V'(«. 

wo  9  und  tf;  willkührliche  Funktionen  sind.  Man  hat  damit  aber 
eine  der  beiden  endlichen  Gleichungen  aufgefunden,- wodurch  die 
allgemeinen  Werthe  zs  und  Zy  bestimmt  sind.  Um  die  andere 
Gleichung  darzustellen,  bilde  man  aus  (b)  und  (c)  die  vollständige 
Differentialgleichung : 

-         1— a«   dar,     .  l-j8«   dx  ,^ 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1)  erhält  man  daraus: 

(2)  y=f^^9'(^)da+J'~^nß)dß^ 

Es  ist  nun  zwar  unmöglich,  aus  der  allgemeinen  Form  der  Glei» 
chungen  (1)  und  (2)  die  Werthe  Zs  und  Zy  als  Funktionen  von  « 
und  5f  zu  entwickeln;  allein  die  Integration  der  vollständigen  Dif- 
ferentialgleichung 

dzzizzydy  ■{■  zxdx 

lässt  sich  dennoch  für  alle  Fälle  ausfähren ,  indem  man  auch  z  als 
Funktion  von  a  und  ß  betrachtet.    Man  schreibt  desshalb: 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (l)  und  (2)  hat  man  auch: 
Nun  findet  man  aber: 


(3)  T7= =y*^^ '''(«)''«-/'  ^f  ''''(«rf/j. 
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und  desshalb  die  vollständige  Differentialgleichung: 

dz  1  +  a*    ,.  .  ,        ^  +  <^.//ÄN^Ä 

y~  =  -2—  9  («)^-  —^j-^'mdß. 

Durch  die  Integration  erhält  man: 

Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Hinimomsflächen  als  Funktion 
der  drei  Coordinaten  x,  y,  z  darzustellen,  wird  man  die  Differen- 
tialquotienten zx  und  Zy  zwischen  den  Gleichungen  (1)^  (2),  (3) 
eliroinireo.  Die  Elimination  von  Zx  und  Zy  föllt  aber  zusammen 
mit  der  Elimination  von  a  und  ß.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Minimumsflächen  ist  demnach  ausgedrückt  durch  das  System: 

1.  z=zq>(a)  +  ^(ß), 

2.  y  =y  ^'^ip'(«M«  ^J'^f^'iß)  dß, 

3.  -zV~l=f^fq>\^)dfi-f  ^f^S'\ß)dß. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten ,  wie  man  die  in  dem 
System  vorkommenden  willkübrÜchen  Grössen  umzuwandeln  habe, 
damit  drei  reelle  Coordinaten werthe  vorliegen.  Es  ist  leicht,  dies 
zu  bewerkstelligen.    Man  setze: 

^(ß)==0(ß)^\r^.W(ß), 
wo  O  und  ^  reelle  Funktionen  sind.     Ferner  setze  man: 

Die  drei  Coordinaten  sind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  a  und 
b  ausgedrückt.  Nachdem  man  diese  Substitutionen  gemacht  hat, 
kann  man  die  beiden  Gleichungen  2.  und  3.  auch  ersetzen  durch 
die  einzige  einfachere: 

Denn  wenn  alle  Glieder  dieser  Gleichung  auf  die  eine  Seite  ge- 
bracht sind,  so  werden  sowohl  der  gemeinsame  Faktor  von  V — I, 
als  auch  die  übrigen  Glieder  der  Gleichung  für  sich  gleich  Null 
za  setzen  sein. 


1 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herra  Gustav  Skrivan,  Direktor  der  öffeiftl.  Oberrealschale  a.  d. 

Bauernmärkte  au  Wien. 

Wenn  p  eine  Stanirozahl  und 

ist 5  wobei  a,  b,  c,....^  Stammfaktoren  zu  {p  —  1)  bedeuten»  und 
bezeichnen  nti,  nt^,  mj, ....  ma  alle  diejenigen  zu  {p — 1)  prinien 
Zahlen,  die  <(p  —  ])  sind:  wie  viel  Binomien  zur  Suinine  t  las- 
sen sich  aus  den  m  bilden,  wenn  i  aus  keinen  anderen  Primfak- 
toren  zusammengesetzt  ist  als  wie  {p — 1). 


Von  Herrn  Üoctor  O.  Böklen   in   Sulz   im  Königreich   Wurtemberg« 

1)  Man  ziehe  durch  einen  Punkt  M  einer  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Normale,  welche  die  grosse  Axe  in  iV  und 
die  Verlängerung  der  kleinen  Axe  in  N'  schneidet,  so  ist  die  Grosse 

y/  MN.MJS' 

gleich  dem,  dem  Halbmesser  OM  konjugirten  Seroidiaroeter  (oder 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

2)  Man  trage  auf  der  Normale  eines  Punkts  einer  Ellipse  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Punkts,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stucke  auf  den 
Umföngen  zweier  Kreise,  welche  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  mit 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  Differenz  und 
gleich  der  Summe  der  Halbaxen  der  Ellipse. 
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3)  Das  Produkt  zweier  Brennstrahlen  (der  von  eineiii  Punkte 
der  Ellipse  nach  den  Brennpunkten  gezogenen  Linien)  ist  gleieh 
dem  Quadrat  des  konjugirten  Halbmessers  des  betreffenden  Punkts. 

4)  Das  Produkt  aus  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe  und  dem 
Krümmungshalbmesser  eines  Punkts  der  Ellipse  ist  gleich  dem 
Cubus  des  konjugirten  Halbmessers  dieses  Punkts. 

5)  Zieht  man  an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  einer  Ellipse 
die  Tangenten,  wf'<!he  die  Tangente  eines  Punkts  M  derselben 
in  L  und  L'  schneiae.i,  so  ist  di^  Grösse 

sfüLTMü 

gleich  dem  konjugirten  Halbmesser  Ton  M. 

6)  Das  Produkt  derjenigen  zwei  Abschnitte  auf  d/^r  Tangente 
eines  Punkts  der  Ellipse,  welche  zwischen  diesem  Punkt  und  den 
Durchschnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  sind, 
ist  gleich  dem  Quadrat  des  konjugirten  Semidiameters  des  Punkts. 

7)  Die  Punkte  h  und  L',  die  beiden  Brennpunkte  und  die  in 
2)  genannten  Punkte  liegen  auf  Einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Durchschnitt  von  der  Tangente  des  Punkts  M  mit  der  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  ist. 

8)  Das  Produkt  aus  dem  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Ellipse 
von  der  Normale  eines  Punkts  derselben  und  dem  zwischen  den 
Verlängerungen  der  Axen  enthaltenen  Stück  der  Tangente  die- 
ses Punkts  ist  gleich  der  Differenz   der  Quadrate   der  Halbaxen. 

Die  Tangente  eines  Punkts  ilf  der  Ellipse  werde  von  den  Ver- 
längerungen der  grossen  und  kllBinen  Axe  in  T  und  V  geschnit- 
ten, und  P  sei  der  Fusspunkt  des  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tan- 
gente gefönten  Perpendikels,  so  ist 

9)  üf 7^ . P7  gleich  dem  Quadrat  der  {grossen  Halbaxe, 
MT.PT  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe. 

O  sei  der  Mittelpunkt  und  iV,  ZV'  die  Durchschnitte  der  Normale 
mit  den  Axen  (wie  oben),  so  ist 

10)  OP.MN  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe, 
OP.MN'  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Halbaxe. 

11)  Das  Verhältiiiss  MPtiMN'  ist  also  konstant. 

12)  Die  Projektion  der  Linie  MN  auf  einen  Brennstrahl  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe ,  dividirt  durch  die  grosse 
Halbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  Geraden  jVN'  auf  einen  Brennstrnhl 
ist  gleieh  der  grossen  Halbaxe. 


4i 


glcM^«  Unk  bH  4cr 


fir 


14)  Der  Abstand  s^B«r  Ncranle  voa  Mittelpunkte  4er 
bt  gletdi  der  Differenz  der  HaAaxe«  Mf  Elüpüe. 

15)  Dieser   Abstand    ist   f^ro^s^r    als  deijeei^ 
irf^nd  eines  andern  Ponkfes  der  Elfipse. 

16)  Das  zwischen  den  Axen  enthaltene  Stack 
ist  gleich  der  Summe  der  Halbaxen. 

17)  Dieses  Stuck   ist   grosser  als    bei  irgend 
Punkt  der  EHip^se. 

18)  Der  zvriscfaen  diesem  Punkte  und  der  V 
kleinen  Axe  enthaltene  Abschnitt  der  Tangente  ist  |sM<b  i» 
grossen  Halbaxe  der  Ellipse ;  der  andere  Abschnitt  der  Taagtuii, 
weldier  zwischen  dem  genannten  Punkte  und  der  Verls u"we 
der  grossen  Axe  enthalten  ist»   ist  gleich  der  kleinen  Hnlbaxr. 


19)  Zieht  man  roro  Mittelpunkte  aaf  die  Tangente  des 
ein  Perpendikel,  so  wird  dadurch  das  z«%ischen  den  VerlSngenB»- 
gen  der  Axen  enthaltene  Stock  der  Tangente  in  zwei  Abschnitte 
getheilt,  gleich  der  grossen  and  kleinen  Halbaxe. 

20)  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  des  diesem  Pomkte  ent- 
sprechenden Krflmmungskreises  Parallelen  mit  den  Axen,  sn  bt 
das  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene  Stiick  der  Tangente 
des  Punkts  gleich  der  Summe  der  Halbaxen«  Der  Punkt  s^A^ 
thellt  dieses  StOck  seiner  Tangente  in  zwei  Abschnitte,  gleich 
der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

21)  Der  Halbmesser  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Ikrani- 
mungskreises  9  die  Entfernung  seiner  Tangente  vom  Mittelponkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse ,  welcher  dem  nach  dieseai 
Punkte  gezogenen  Halbmesser  konjugirt  ist,  sind  einander  gleich. 

Bestimmt  man  auf  dem  Umfange  des  Quadranten  der  Ellipse 
zwei  (zusammengehörige)  Punkte  so,  dass  das  Produkt  der  ibneo 
entsprechenden  Krflmmungskreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  ist«  so  ergeben  sich  ftir  diese  Punktenpaare  nach* 
stehende  Eigenschaften : 

22)  Die  Abstände  ihrer  Normalen  vom  Mittelpunkte  sind  ein* 
ander  gleich. 

23)  Diejenigen  Abschnitte  ihrer  Tangenten,  welche  zwischeo 
den  Verlängerungen  der  Axen  liegen,  sind  auch  einander  gleicfc« 
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24)  Zieht  man  diireh  den  Einen  Punkt  Parallelen  mit  den 
"^MiCen,  80  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerungen  der 
*^***  ixen  enthaltene  Stück  der  Tangente  des  andern  Punkts  in  drei 
if  ^^^Vbschpitte  getheilt^  wovon  die  zwei  äussern  beziehlich  gleich  den 
r ;       lalbaxen  der  Ellipse  sind. 

25)  Dasjenige  Stück  der  Tangente  des  Einen  Punkts,  wel- 
"^^""^  dies  zwischen  demselben  und  der  Verlängerung  einer  Axe  liegt, 

ist  gleich  dem  Stück  der  Tangente  des  andern  Punkts,   welches 
.•^  ^wischen  dem  vom  Mittelpunkt  darauf  gefüllten  Perpendikel  und 
der  Verlängerung  der  andern  Axe  enthalten  ist. 

26)  Das  Produkt  der  Abstände  des  Mittelpunkts  von  den  Tan- 
genten zweier  solchen  Punkte  ist  konstant  und  gleich  dem  Pro- 
dokte  der  Halbaxen. 

^fffc         27)  Das   Produkt   derjenigen    zwei   Halbmesser    der  Ellipse, 
^  ^*  welche  den   nach   diesen  Punkten   gezogenen  Halbmessern  konju- 
^^  girt   sind,    ist   konstant   und   ebenfalls   gleich    dem   Produkte  der 
^  '"  Halbaxen. 

-m "  28)  Das  Produkt    derjenigen  Abschnitte    der   Tangenten   von 

.'^  .  zwei  solchen  Punkten,  welche  zwischen  ihnen  und  den  Verlänge- 

\r  rungen  der  kleinen  (grossen)  Axe  liegen,  ist  konstant  und  gleich 

^  ^>  dem  Quadrat  der  grossen  (kleinen)  Halbaxe. 

29)  Das  Produkt  derjenigen  Abschnitte  der  Tangenten  von 
f^  zwei  solchen  Punkten,  welche  zwischen  den  vom  Mittelpunkt  der 
.^      Ellipse   darauf  gezogenen  Senkrechten  und    den    Verlängerungen 

der  kleinen   (grossen)   Axe  liegen,    ist   konstant  und  gleich   dem 

Quadrat  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe. 

tt  30)  Das  Produkt  der  Abschnitte    von    den    Normalen   zweier 

solchen  Punkte,  welche  zwischen  denselben  und  der  grossen  (Ver- 
längerung der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  ist  konstant  und 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe,  dividirt 
dnrch  die  grosse  (kleine)  Halbaxe. 

Eine  Gerade  ist  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss 
getheilt,  wenn  sich  der  kleine  Abschnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhält,  wie  dieser  zur  ganzen  Linie.  Bei  den  Alten  hiess  diese 
Theilung  „der  goldene  Schnitt. '*  Theilt  man  sämmtliche  Ordina- 
ten  eines  Kreises  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss,  so 
dass,  wenn  z.  B.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mn  die  Ordinate 
und  M  der  Theilpunkt,  die  Proportion  stattfindet: 

Mn  imM^=  mM :  mn , 

so  liegen  die  Theilpunkte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
Eigenschaften  bat^  von  denen  einige  hier  angeführt  sind: 
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31)  Die  Differenz  der  beiden  Halbaxen  ist  gleich  der  Seite 
des  dem  grossen  Axenkreis  (dessen  Durchmesser  die  grosse  Axe 
der  Ellipse  ist)  einb^sehriebenen  Zehnecks. 

32)  Die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen 
Fünfecks  ist  so  gross  als  die  halbe  Seite  des  diesem  Kreis  um- 
schriebenen Fünfecks  und  die  Seite  des  dem  kleinen  Axenkreis 
(dessen  Durchmesser  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ist)  einbeschrie- 
benen Zebnecks  zusammen. 

33)  Der  Punkt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse,  dessen  Kröm- 
mungskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat»  besitzt  folgende 
Eigenthfimlichkeiten : 

a.  Der  Halbmesser  seines  Kriimmungskreises»  der  Abstand 
seiner  Tangente  sowohl,  als  auch  seiner  Normale  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse ,  welcher  dem  nach  diesem  Punkt 
gezogenen  konjugirt  ist,  sind  unter  einander  gleich  und  so  gross 
als  die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zehnecks. 

b.  Die  Tangente  dieses  Punkts  bildet  mit  den  (Verlängerun- 
gen der)  beiden  Axen  der  Ellipse  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Catheten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  gros- 
sen Axenkreis  einbeschriebenen  Fünfecks  und  gleich  der  halben 
Seite  des  diesem  Kreise  umbeschriebenen  Fünfecks  sind. 

c.  Dasjenige  Stück  der  Normale  dieses  Punkts,  iveiches 
zwischen  demselben  und  dem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Axe 
liegt,  ist  gleich  der  Seite  des  dem  kleinen  Axenkreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  ist)  einbeschriebenen  Zehnecks. 

d.  Die  Normale  dieses  Punkts  bildet  mit  den  Axen  (oder 
ihren  Verlängerungen)  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Cathe- 
ten beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis 
einbeschriebenen  Fünfecks  und  gleich  der  halben  Seite  des  die- 
sem Kreis  umschriebenen  Fünfecks  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hypotenuse  sind  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipse. 

e.  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Krüm- 
mungskreises  liegt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse;  wir  nennen  ihn  E. 

34)  Der  Punkt  E  der  Ellipse  hat  folgende  Eigenschaften: 

a.  Der  nach  ihn\  gezogene  Halbmesser  der  Ellipse  ist  gleich 
der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen /Zehnecks. 

b.  Er  theilt  dasjenige  Stück  seiner  Tangente,  welches  zwi- 
schen den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  ist,  in  >wei  Theile, 

^ovon  der  Eine  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  ein- 
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bescbrieb^oen  Quadrats  iat,  w8hrend  der  Andere  gleich  der  Seite 
des  dem  IcleiDen  Axenkreise  ein  beschriebenen  Quadrats  ist. 

c.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  verlSngerten  Axen  der  Ellipse 
ein  Dreieck,  dessen  kleine  Cathete  gleich  der  Seite  des  dem 
kleinen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Zehnecks  ist. 

d.  Das  rechtwinkliche  Dreieck,  welches  die  Tangente  dieses 
Punkts  mit  den  Terlängerten  Axen  bildet,  ist  kongruent  dem  Drei- 
eck, welches  die  Normale  desselben  mit  den  Axen  bildet. 

35)  Die  Tangente  des  in  33)  genannten  Punkts  (dessen  KrOro- 
ronngskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat)  schneide  die  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  in  T  und  diejenigen  zwei  Tangenten 
der  Ellipse,  welche  dieselbe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Axe 
berühren,  in  L  und  L' ,  so  ist  TL=z  TL'  =:  der  Seite  des  dem 
grossen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Fiinfecks.  Beschreibt  man 
von  T  als  Mittelpunkt  mit  dieser  Linie  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
so  geht  derselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte,  durch  £,  und 
schneidet  die  Verifingerung  der  kleinen  Axe  in  demselben  Punkte 
mit  der  Tangente  von  £• 


M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Der  eigentliche  Erfinder  des  sogenannten  Voller- 
sehen  Satzes.    M.  s.  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Nr.  XXVII.  S.  449. 

Durch  einen  verehrten  mathematischen  Collegen,  dessen  Wahr- 
heitsliebe ausser  allem  Zweifel  ist,  bin  ich  unter  dem  31.  lülirz  1862 
in  Kenntniss  gesetzt  worden,  dass  der  im  Archiv.  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XXVII.  S.  449.  zuerst  publicirte  und  dann  auf  verschiedene 
Arten  bewiesene  sogenannte  Vn  II  er 'sehe  Satz  von  Herrn  MO- 
bius  in  Leipzig  gefunden  worden,  und  durch  eine  V^erkettung 
besonderer  Umstände  zur  Kenntniss  des  nun  bereits  verstorbenen 
Völler  gelangt  ist.  Wenn  dieser  Letztere  sich  auch  jetzt  nicht 
mehr  verantworten  kann,  so  nehme  ich  doch  nicht  den  geringsten 
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Anstand,  die  mir  gemachte  Mittheilong  nach  dem  beatimmt  gegen 
mich  auageaprochenen  Waoaehe  za  veröffentlichen ,  da  deren  Rieb* 
tigkeit  durch  mehrere  in  jeder  Beziehung  wahrheitsliebende  und 
buchst  achtbare  Mathematiker  verbürgt  werden  kanui  die  auch 
über  die  Art  und  Weise,  wie  Völler  zu  der  Kenntniss  dee 
Satzes  gelangt  ist,  vollständig  Auskunft  zu  geben  im  Stande  sind 
und  mir  zu  geben  die  Gfite  gehabt  haben.  Namen  zu  nennen  ist 
so  lange  unnöthig»  als  nicht  sonstige  Reclamatiene«  eingehen ,  ona 
60  mehr,  weil  Mob  ins  bei  seiner  grossen,  allgemein  bekanntes 
Bescheidenheit,  —  der  jedesmaligen  Begleiterin  grossen  wissen- 
schaftlichen  Verdienstes,  —  es  verschmäht  hat,  selbst  einen  Schritt 
zu  thun,  um  sich  den  Besitz  des  Satzes,  der  also  von  jetzt  an 
nicht  mehr  der  Voll  er 'sehe,  sondern  der  Mubius'scbe  Satz 
heissen  wird,  zu  sichern.  Mir  hat  es  besondere  Freude  gemacht. 
Vorstehendes  im  Interesse  eines  der  verdientesten*  ^putschen  Mathe- 
matiker hier  veröffentlichen  zu  können. 

Greifswald  den  2.  Mal  1862.  Grnnert. 


Von   dem   Heraasgeber. 

Ich  habe  frOher  mehrmals,  auch  in  diesem  Archive,  daranf 
hingewiesen,  dass  die  Bezeichnung  sin*^  statt  sinip*  u.  s.  w.  eine 
gauz  verfehlte,  ja  selbst  schädliche  sei,  und  den  Wunsch, aus- 
gesprochen, dass  man  sich  derselben  ganz  enthalten  möge.  Es 
scheint  nicht,  dass  meine  Worte  Beachtung  gefunden  haben. 
Deshalb  freu't  es  mich  um  so  mehr,  dass  Gauss  in  einem  Briefe 
an  Schumacher*)  den  meinigen  ganz  ähnliche  Ansichten  aus» 
spricht;  und  da  vielleicht  die  W*orte  dieses  grossen  Mathemati- 
kers mehr  fruchten  als  die  meinigen,  so  theile  ich  dieselben  nach- 
stehend mit.  Unter  dem  23.  September  18f39  schreibt  Gaa ss 
an  Schumacher: 

„Aehnliches  gilt  von  der  Schreibart  sin '9.  Ich  finde  diese 
Schreibart  aller  Analogie  zuwider,  da  die  Analogie  sonst  ein  an 
die  Spitze  gesetztes  ^  als  eine  Abkfirzong  fflr  doppeltes  Schrei- 
ben des  nächst  vorhergebenden  erfordert**),  also  sin*^=sin(sin^). 
Die  Schreibart  sin  ^9  wird  allerdings  von  angesehenen  Namen  ge- 

*)  M.  s.  den  korzlich  erschienenen  drillen  Band  de«  Briefwech- 
•  els  zwischen  C.  F.  Gauta  nnd  H.  C.  Sehomacher.  Heraas- 
gegeben  von  C.  A.  F.  Peler«.    Altena  1861.    S.  292. 

**)  Ich  aelbal  habe  fr  aber  schon  oft  genag  an  JJ^^zJ^y^  Bdyn^d^p, 
n.  ••  w.  erinnert.  O. 
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braachl,  wie  Laplace  und  Poissod  *),  und  «ist  an  sich  gut  ge- 
meint, nemlich  einer  falschen  Interpretation  vorzubeugen,  damit 
man  das,  vras  (sin 9)*  sein  soll,  nicht  als  ein  B\xi{tp)*  verstehe, 
wenn  man  sin  q>^  schlechthin  schreibt.  Aber  unter  1000  Fällen  kommt 
die  letztere  Bedeutung  nicht  Einmal  vor,  es  kann  gewiss  ein  Miss- 
verstfindniss  nie  eintreten,  und  wo  ein  solches  denkbar  wSre,  ist 
es  weit  besser,  durch  eine  Parenthese  (wie  oben)  vorzubeugen, 
nls  eine  durchaus  nnaJogiseb  unrichtige  Schreibart  anzu- 
wenden. Ich  erinnere  mich,  dass  Her  sc  hei  sich  auch  einmal 
nachdrficklich  gegen  die  Schreibart  sin ^9  erklärt  hat.  Bessel, 
der,  wie  mir  scheint,  auf  correctes  Formelnschreiben  etwas  hält, 
schreibt  meines  Wisseos  nie  so.** 

Mochten  doch  diese  Worte  des  grussten  deutschen  Mathe- 
matikers dazu  dienen,  dass  die,  welche  auf  diesen  letzteren  Namen 
aoeh  Anspruch  zu  machen  Recht  zu  haben  glauben»  sich  die  in 
Rede  stehende  ganz  unnütze  und  Oberflflssige,  ja,  wie  Ich  frfiher 
deutlich  dargelegt  zu  haben  glaube,  selbst  schädliche  Nachäfferei 
der  Franzosen,  —  bei  aller  Achtung  vor  denselben  als  Meister  in 
unserer  Wissenschaft,  —  endlich  abgewohnten.  Die  Sache  ist 
gar  nicht  so  unwichtig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblick  zu  sein 
scheint,  und,  was  den  Unterricht  auf  der  Schule  betrifft,  so  wäre 
sehr  zu  wünschen,  dass  besonders  hier  auf  irgend  eine  Weise 
eine  Uebereinstimmung  herbeigeführt  und  die  Schreibart  sin  ^9 
ganz  abgeschafft  würde. 


Beweis  des  berühmten  Ausdrucks  von  Wallis  fKr  «. 

Von  dem  Uerausf^eber. 

Als  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  bestimmten  Integrale 
mag  sich  der  folgende  Beweis  des  von  Wallis  gegebenen  Aus- 
drucks für  fc  empfahlen. 

Nehmen  wir  den  Bogen  x  zwischen  0  und  \it,  so  ist 


sbijTs  V  J  —  cosa**, 
und  folglich 


n 


j      sina;djB=  /      80;  V^l— cosof*- 


o  « 

Nun  ist  aber : 


*)  In  Fraakreich  allgvuieiii.  O. 
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K 


j  sinjrdo:^ — cosx,   also      /       8inj;da?=l* 

o 

Ferner  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,  desseQ  Anwendung 
hier  verstattet  ist*),  wenn  wir  die  Binomial-Coefficienten  auf  be- 
kannte Weise  bezeichnen: 

V^l— cosa:«=  1— (4)i  cosa:»+  (i)sC0SA:*— (i)8C08ar^-|-..^, 
also  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 


o 

n 


/      3j:V^I— cosar* 


=y   *ajr-(4)i  f   cosÄ*8a:+(i)«  j     co«a?«8jr-(4)s  f   cosx^x 

0  0  0  o 

Nach  einer  bekannten  Reductionsforroel  ist  aber: 

y^           -  ^        sin a: cos a:«"-^   .  2«— 1    P  ^  .^ 

cosa;**ö;r  = ^ +     g^      /   ^oBX^-^dx» 

und  folglich : 


n 


/•             ^        2it  — 1    /*« 
cosj:*"8j:  =  — rt /      cosa;*"-*3a:. 


o  0 


also  durch  successive  Anwendung  dieser  Formel: 


n  n 


/a  2«  — 1   P^ 

cos  x^  dx    =  — 2 —  /      CO»  o:*«-*  3a:, 


o  ^o 


/»      *  2n— 3    /** 

cosa'**-*8a?  =  .2~3rt   /      cosar^-*3j?. 


o  o 

n  n 

2n— 5   P^ 


/%  2n— 5   /*» 

cosä**"*Sj::=^32  /     cosa:**""*8a:, 

O  0 

u.  s.  w. 

Ä  jr  ^      w  n_ 

co8X^Bx=^il      cobx^Xp  I      coBx^x=z^  I      8x; 


O  (I 


*)  M.  «.  ArchiT.  Thl.  Uli.  S.  80i.  B.  1.  «od  a  IL  8. 
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folglich,    wenn   man  auf  beiden  Seiten  nmltiplicirt  und  aufbebt, 
was  sich  aufheben  liest,   weil 


r-=i 


V 


ist: 


/•  -i^n        1.3.5. 7....(2jt- 

coBx^dx=       2.4.6.d....2n 


1.3.5. 7....(2jt—l)   ft 

2 

o 

Führt  man  nun  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von 


r    8a:V"l— cosjr« 


/ 


o 
ein,  eo  ergidit  sieb: 

n 

%  . 

3a:Y  1— coej;* 

"0 

«.,      .,.    .     /,v    1-3     ,,v    1-3-5  .  /ix    1  3.6.7  . 

Nun  ist  aber: 

l-(i)i.*=l-M  =  o. 

s 

'^     ir\    1-3.S      i.3.3.S        1.3    1.3.5 
I— (*)i.4  +  (*)«-2.4— (*)»-2.4.6~2.2.4.4~2.4.6*2.4.6 

1.3.3.5^.        1         1.3.3.5.8.7  ' 

—2.2.4.4^* '■«.6'~2.2. 4.4. 6.«' 

1.3.3.5.5.7       1.3.5     1.3.5.7 
""2.2.4.4.6.6     3.4.6.8*2.4.6.8 

1.3.3.5.5.7  1        1.3.3.5.5.7.7.9, 

""2. 2.4.4.6. 6^*""8.8)"^  2.2.4.4.6,6.8.8' 

wo  nun  schon  erhellet,  wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann, 
die  Art  der  Anwendung  der  bekannten  Sernoulli' sehen  Schluss- 
weise auch  Ar  sich  klar  ist 
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Sefeeti  wir  oon 

s — I —(«1 .4+ w«. 2^4— Wi- 271:0 + w«  äXO  ~ 


•••• 


und 

&  =  l-(*)i  .4  +  (t)..^— •"  +  ^-  ^>*-  ^^>*-    2.4.ttl..2ife     ' 
SO  ist  nach  dem  Vorhergeheoden : 

„       1.3.3.6 
^  =  2,2.4.4' 

^       1.3. 3. 5. 5. 7 
*»~  2.2.4.4.6.6* 

_i.3.3.S.5.7.7.tf 
**— 8.2.4.4.6.6.8.8* 


a.  s.  w. 


also: 


1.3.3.S.6.7....(2it— 0(2*— l)(2iH-l) 
*-       2.2.4.4.6.6....  (2A— 2). 2A.2Ä       * 

and  Folglich: 

1.3.3.8.6.7....  (2*— l)(2A~l)<a*-f  1) 
Ä—Lim      2.2.4.4.6.6....(2A— 2).2*.2it 

flir  ein  lo's  Unendllehe  wachsende«  k. 
Daher  Ist  nach  dem  Obigen : 

/«         _ _     »        1.3.3.S.S.7....(2t-l)(2*-l)(2iH-l) 
a«  V  l-cosa:«=sjLim 2.2.4.4.Ö.Ö...(2/fc^2).2ifc.2A ' 

o 

und  folglich,  weil 

O  0 

ond  das  erste  dieser  beidea  Integrale  die  Ebhelt  Ist: 


-_«j.    1. 3.3.6.8.7....  (afc--l)(2it-.l)(m.l) 
*~S  l-üB       3.2.4.4.«.6....  (U-SD.24.8A       * 


also: 


r 
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2-*''™l,3.3-6,ö.7^.,(2A-l)(2A-.l)(24+l)' 
Immer  unter  der  Voraaeaetzang^  dass  k  Wb  Unendliche  wScket. 

Seilt  man: 

2.2.i.4.d.6^..(ik'-2).U.2k 
"— 1.3.3.6.6.7.^.  (2A-l)(2A-.|)(a*+ 1)' 

aluo 

8.2.4.4.6.6  ...2Jfe.(2*  +  g)(aH- 2)     , 

^'+*"I.3.3.ö.6.7....(2A  +  l)(2*+l)(2A  +  3)' 

80  iat: 

(2A  +  2)(2^  +  2) 

"+*-C2*+l)(2*  +  3)^* 
aber: 

(2*+2)(2*+2)  =  |(2*  +  l)  +  in(2A  +  3)-l|, 

und  fblglioh: 

(2*+2)(2*+2)=(2A  +  I)(2A  +  3)  +  l, 

aleo 

(2*+2)(2Ä+2)>(2*  +  I)(2*  +  3), 

daher  immer 

0o  daee  alao»  wenn  k  in'a  Unendliche  wiehat,  eich  Immer  #\  im 
Wachsen  der  Gränse  s-  nähert. 

WeH 

(2^+l)(2*  +  3)-H^ 

^^^^    (2Ä+l)(2*+3)     " 
bt,  eo  Ist: 

PH.i-P*=^2ifc+l)(2A+S)' 
und  der  Unterachled  Pk-^i — Pk  nimmt  also  aehr  schnell  ab,  weil 
Mh  niemals  grOsser  als  ^  ist 

(Ein  anderer  Beweis  nächstenf.) 


Anfrage  und  Aufforderang. 

Von  Hern  Professor  Dr.  Wittstein  in  HannoTor. 
Die  Erindung  des  Stereoskops  bietet  für  den  Unterricht  in 
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der  Stereometrie  und  descrlptiveD  Geometrie  ein  so  schStebares 
HOlfsmittel,  dass  dasselbe  heutiges  Tages  nirgends  mehr  fehlen 
sollte.  Nicht  nur  ersetzt  es  in  fielen  Fällen  eine  Modellsamm- 
lung,  sondern  für  gewisse  Fälle,  insbesondere  ßir  Linear- Con* 
stmctionen,  leistet  es  noch  ein  Erhebliches  mehr.  Ich  selbst  habe 
mir  eine  kleine  Gruppe  stereoskopischer  Zeichnungen  fOr  den 
genannten  Zweck  theiis  selbst  angefertigt »  theils  unter  meiner 
Leitung  anfertigen  lassen  und  davon  die  besten  Erfolge  gehabt. 
Da  aber  die  Hersteilong  solcher  Zeichnungen  sehr  zeitraubend 
ist,  so  erlaube  ich  ndir  hierdurch  die  Anfrage: 

Ob  vielleicht  schon  irgendwo  Sammlungen  stereoskopi- 
scher Zeichnungen  ffir  SteteomeMe  ond  descriptlve  Geo- 
metrie käuflich  zu  haben  sind? 

Ich  zweifele  nicht  daran ,  dass  der  Herr  Herausgeber  des 
Archivs  jeder  Mittheilung  hierfiber,  bei  dem  allgemeinen  Interesse, 
welches  die  Sache  ohne,  Zweifel  hat,  gern  einen  Raum  vergön- 
nen wird  *). 

Sollten  solche  käufliche  Sammlungen  noch  nicht  ezistiren, 
wie  ich  fast  befürchte,  so  mOchte  ich  die  Aufforderung  an  alle 
Diejenigen,  welche  dazu  geneigt  sind,  hinzufügen,  eine  solche 
Sammlung  der  Oeffentlichkeit  nicht  vorzuenthalten.  Sie  werden 
sich  dadurch  gewiss  von  vielen  Seiten  Dank  erwerben.  Die 
Zeichnungen  missen  natarlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per- 
spective entworfen  werden,  ^ach  meinen  Erfahrungen  nehme  ich 
die  Distanz  der  beiden.  Augenpunkte  zu  60  Millimeter,  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  durch  ein  Quadrat  von  gleichfalls  60  Mm* 
Seite  eingerahmt  wird.  Der  Abstand  des  Auges  vom  Tableau 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angenommen  werden.  Die  parallactische 
Verschiebung  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  betragen, 
so  dass  die  gleichlautenden  Punkte  der  beiden  Grundrisse  und 
Aufrisse  höchstens  55  Mm.  von  einander  entfernt  sind.  Doch 
will  ich  durch  diese  Andeutungen  anderweitigen,  vielleicht  besse* 
ren  Erfahrungen  nicht  vorgreifen. 


*)  Verstehe  «ich  ?oii  selbst.  G. 


l 


Grüne ft:  Relai,  zwischen  den  Seiten  w.  Diagon Jedes  Vierecks.  373 


Ueber  die  zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines 
jeden  Vierecks  Statt  findende  Relation. 


Von 

dem   Herausgeber. 


Indem  vieles  Schune  enthaltenden  Cambridge  and  Dublin 
mathematical  Journal  stiess  ich  neolich  in  einer  älteren  Num- 
mer (No.  XVI.  May  1848.  p.  150.)  zufällig  auf  eine  ganz  kurze 
beiläufige  Notiz  über  eine  von  Herrn  Salnion  herrGhrende  Ab- 
leitung der  zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines  jeden  Vier- 
ecks Statt  findenden  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orts, 
wo  dieselbe  sich  findet.  Dadurch  wurde  ich  zu  den  folgenden 
Betrachtungen  und  Rechnungen  veranlasst,  welche  ich  hier  mit- 
theile^  weil  ich  den  Gegenstand  für  bemerkenswerth  und  —  wenn 
auch  allerdings  schon  bekannt  —  doch  weitere  Bekanntwerdung 
im  Interesse  des  Unterrichts  verdienend  halte,  wobei  es  sich  von 
selbst  versteht,  dass  das  Verdienst  der  Erfindung  ganz  Herrn 
Salmon  gebührt. 

In  etwas  allgemeinerer  Auffassung  als  die  blosse  Betrachtung 
eines  Vierecks  zulässt,  wollen  wir  uns  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC  denken,  und  die  Seiten  BC,  CA,  AB  desselben  wie  ge- 
wohnlich respective  durch  a,  0,  c  bezeichnen.  Tritt  nun  zu  den 
drei  Punkten  A,  B,  C  ein  beliebiger  vierter  Punkt  D  hinzu,  so 
sollen  dessen  Entfernungen  DA,  DB,  DC  von  den  Punkten  A^ 
Bt  C  respective  durch  a,  ß,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
Figur  AB  CD  als  ein  Viereck  aufgefasst,  so  sind  a,  c,  a,  y  die 
Seiten  und  b,  ß  die  Diagonalen.  Die  Winkel  ADB ,  BDC, 
CDA  in  den  eben  so  bezeichneten  Dreiecken  sollen  respective 
durch  X,  y,  z  bezeichnet  werden. 

rueil  XXXVIII.  25 
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Nach  einem  allgenein  bekaDoten  Satze  findet  Awucfcca  isn 
beliebigen  Winkeln  oder  Bogen  x,  ^^  z  immer  die 


1  —  coa«* — coajf*  —  co82*-|*2<!08^cosjfcoez 
-^4ain*(;r  +  y  +  i)ain*(— jP  +  y  +  x)ain|(a:-y+x)siB4{x-|-5-2) 

8tatt;  Im  vorliegenden  Falle  ist  aber   offenbar   immer  eine  der 
tilelohungen 

erfdllt,  aleo  nach  der  vorstehenden  allgemeinen  Relation: 

1— coaop*— coay'— C08x*+2co8xco8ycosr  =  0. 

Well  nun  nach  einer  bekannten  Grundformei   der  ebenen  Trigo- 
nometrie 

^*^""         iaß         •      "^^'«^^ W^~'     ^^^'=         2ytt 

lat»  80  erhält  man  aus  dem  Vorhergehenden  anmittelbar  die  fol- 
gende Kelatlon: 

,    ((»•f|»*-c*L*    «9*-i-y*-qy    (y+g'-fty 

•"         4««|J*  4j3«y«  4y*a« 

+  4««/3V* 

oder: 


welche  aloh  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  iSsst. 

Mittelst  leichter  Rechnung  leitet  man  aus  dieser  Gleichung 
die  folgende  ab: 

-  (y«+a«)«/P  +  2(y«+«»)/J«A«— /5«&* 

-  (a«  +  /}•)  V  +  2(a«  +  /J«)y«c*  --  y^C* 

-(/5*+y«)(y*+a«)c« 
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Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  übersieht: 

und 
also: 

+  (^ +y*)(y* +«*)(«« +  /^)^  ^ 

Ferner  ist»  wie  man  eben  so  leicht  sogleich  findet: 

2(yH  «*)P*  -  («* + iJ^KiJH  y«)  =  (15«- y«)(««  - /3«) , 

2(a«  +  ^)y«-.  (ß«  +  y«)(y«  +  a»)  =  (y*  -  «a)(^« - y«). 
Endlich  ist  offenbar: 

—  a««*— /J«6*-y«c* 

+  («•  +  /3*)ö*A*  +  (/3*  +  y«)6V  +  (y«  +  a«)c*a« 
=     a«a«(— a*+6«  +  c*) 

+  y*c«(«*+**— c«). 
Also  bat  man  die  folgende  Relation: 

Lässt  man  den  Punkt  D  mit  dem  Punkte  C  zusammenfallen, 
so  ist  0  =  69  ß  =  a,  y  =  0;  und  die  vorstehende  Gleichung  re- 
dncirt  sich  auf  die  Identität  0=0,  wie  man  leicht  findet. 

Ist  D  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  beschrie- 
benen Kreises,  so  ist,  wenn  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises 
durch  r  bezeichnen,  im  Obigen  a=: ß=zy=^r  zu  setzen,  wodurch 
man  die  Gleichung 

(2a«6«+26«c«+2c»o*— a«  -  6*-e*)r»— a«A«c«  =  0, 

26» 
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also 

abc 


V  2a«6«  +  26«c«  +  2c«aa— a* — 6* — c* 

oder  nach  einer  bekannteo  Zerlegung: 

abc 

\f(a  +  6  +  €)(-  a  +  A"+ c)(a— 6  '\-c){a'\'  b—c) ' 


wie  anderweitig  genugsam  bekannt  ist,  erhält. 

Wenn  AB  CD  ein  Paraiielogramm  ist,  so  ist: 

BC=a,     CA  —  by    AB  =  c; 

DA=za  =  a,    DB  =  ß,    DC=y=:c; 

und  aus  der  obigen  allgemeinen   Gleichung  ergiebt  sich  also  in 
diesem  Falle  die  Gleichung: 

+  a*(-aa  +  6«+  y2)  +/3262(aa  — A«+y*)  +y*(a«+6«— y«)  |  =  0. 

Der  TOD  b  unabhängige  Theil  in  dieser  Gleichung  ist: 

(«*  -  /3«)(y*— ««)««  +  (y»— ««)(/?«— y^)y^ 
+  c4(y2_««)  -y^(y«—  a«) 

=  (y*— «*)t/3*(y*— «*)-2(y*- o*)  1 
Der  von  b  abhängige  Theil  ist,  wie  man  leicht  6ndet: 

Also  ist  die  Summe  beider  Theile: 

(y2-a«)«j|3«-2(y»  +  a«)| 

und  folglich: 

I  (y«— ««)«— i3«6«|  t  /S«  +  6«  -  2(y«  +  «*)  I  =  0 , 
welche  Gleichung  man  auch  unter  der  Form 
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oder  unter  der  Form 

schreiben  kann. 

Bezeichnen  wir  den  von  den  beiden  Diagonalen  des  Parai- 
Iel(^amni8  eingeschlossenen  Winkel,  welcher  der  Seite  a  gegen- 
Aber  liegt,  durch  q>;  so  ist  nach  einer  bekannten  trigonometrischen 
Formel : 

'^^'^  = Ä""^'     -cosg)= ^ ; 


also: 


oder 


Wäre  nun 


also: 


i(6*+/5*)-(a«+c«)  =  0 


2(a»+c*)  =  6«  +  |5«. 


(a«-.c«)«=&«/J«, 


2(a«— c«)=±26/?, 
so  wäre  durch  Addition  und  Snbtraction: 

oder 

und  es  würde  folglich  offenbar  immer  eine  der  beiden  Gleichungen 

m 

Statt  Coden,  welches  dem  Satze  wiederspricbt,  dass  die  Summe 
zweier  Seiten  eines  Dreiecks  immer  grösser  als  die  dritte  Seite 
ist.    Also  kann  nicht 

(a«— c«)«  =  A«/J«    oder    (a«  -  c«)«  -  A«/3«  =  0 

sein,  und  aus  der  Gleichung 

t(a«-c2)— A2i?«U62  +  /3«—2(a«  + c«)|  =0 

folgt  also: 

Äa.(.jj«-.2(a«  +  c«)=0    oder    6«  + /3«  =  2(a«  +  c«) , 

worin  der  bekannte  Satz  ausgesprochen  ist,  dass  die  Summe  der 


n* 


1 
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Quadrate  der  vier  Seiten  eines  ParallelogramniB  der  Samme  der 
Quadrate  seiner  beiden  Diagonalen  gleich  ist 

Naturlich  müssen  sich  auch  die  bekannten  Relationen  zwi- 
schen den  Seiten  und  Diagonalen  eines  in  äen  Kreis  beschrie- 
benen Vierecks  aus  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ableiten 
lassen»  was  ich  jedoch  der  Kurze  wegen  jetzt  nicht  weiter  nnter- 
suchen,  sondern  dem  Leser  zu  ermitteln  fiberlassen  will.  Indess 
will  ich  beiläufig  bemerken,  dass  diese  Rehitiooen  mittelst  der 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  ungemein  leicht  auf  folgende 
Art  erhalten  werden  kennen.  Wenn  nämlich  das  Viereck  ABCD 
in  einen  Kreis  beschrieben  ist»  so  Ist 

j1ABC+  ^ADB=\W,    j^BAD  +  j^BCD^^lSO^; 

also,  wenn  wir  die  Winkel  des  Vierecks  der  Kfirze  wegeo  bloss 
durch  dessen  Ecken,  an  denen  sie  liegen,  bezeichnen: 

cosjB-t-cosZ>=:0,    cosA-i-coaC^r^O; 

folglich  nach  einer  bekannten  Grandformel  der  ebenen  Trigono- 
metrie: 

oder: 

ay(a*  +  c«— /}•) -I- «c(a* -h  y*— 15«)  =  0; 
und  hieraus: 

(aa  +  cy)(ay  +  ea)  =:  6*(ac-f  cry), 
(oo -I- cy)(ac -I- «y)  SS  |5*(ay + c«) ; 

woraus    durch  Multiplication   nnd   Division,    wenn  man   aufhebt, 
was  sich  aufheben  lässt,  die  beiden  Gleichungen: 

^  '^  '^       ac  +  ay      ßHay-t-ea) 

oder 

also  die  beiden  bekannten  Glelcbnogeo: 
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■  ILA      ay^ca     b 

erbalten  werden,  eine  Darstellung»  die  sieb,  wie  es  mir  scbeint, 
darcb  ibre  Leicbtigkeit  empfieblt»  und  bei*ni  Unterrichte  zweck- 
mSssig  als  Oebungs«  Aufgabe  benatzt  werden  kann. 


Ueber  Genauigkeit  der  Functionen    bedingter  Beob- 
achtungen. 

(Fünfter  Nachtrag  zur  Ausgleichungsrecbnung)  *). 

Von 
Herrn  Geheimen  Hofrath  Professor  Dr..  Geriing 

in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  zurücktritt^  dass  ich  selbst  noch  eine 
zweite  verbesserte  Auflage  meines  Bucbes  fiber  Ausgleicbungs- 
recbnnng  zu  besorgen  haben  wOrde,  um  so  lebhafter  tritt  mir  die 
Pflicht  entgegen,  die  Verbesserongen ,  deren  das  Buch  bedarf, 
zur  Benutzung  för  meine  Nachfolger  zu  sammeln,  uad  die  wesent- 
lichsten derselben  in  Nachträgen  zu  veröffentlichen. 

Der  letzte  dieser  Nachträge  berichtigte  nur  einen  Vortrags- 


*)  Die  frälieren  Nnchtrigc  finden  sich  in  diesem  Archiv  Theil  VI. 
S.UI  nnd  S.375,  eo  wie  Theil  X\V.  S.219.  Aach  gehört  hierher  el- 
nigennaasseo  eine  mehr  polemieche  MiUheiliing  in  Schlömilch  und 
Witstehels  ZeiUchrift  111.  S.327. 
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fehler,  Qber  welchen  ich,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  wenn  man 
über  seine  eignen  ßücher  liest,  Jahre  lang  wegdoclrt  hatte,  ehe 
mir  die  Miss  Verständnisse,  za  welchen  die  Worte  des  Buches 
einen  Leser  führen  konnten,  Tollständig  klar  wurden. 

Ein  ähnlicher  Fall  findet  sich  nun  im  §.74.,  wo  bei  einem 
Leser  allerdings  leicht  das  Missverständniss  entstehen  kann, 
dessen  Andeutung  ich  dem  Herrn  Professor  Baur  in  Stuttgart 
verdanke,  als  sei  S.  227.   noch  von   den  nach  §.59.  berechoeten 

V  der   wirklichen   Beobachtungen  die  Rede,  statt 'dass  hier  die 

V  der  fingirten  Beobachtungen  gemeint  sind,  welche  zu  den 
mittleren  Fehlern  geboren. 

Nachdem  ich  nun  während  meiner  letzten  Vorlesung  auch 
noch  aufmerksam  darauf  geworden  bin,  dass  sich  durch  eine  Um- 
stellung der  Sätze  auf  S.  227.  und  S.  228.  der  Vortrag  bedeutend 
übersichtlicher  machen  lässt,  glaube  ich  folgende  verbesserte  Re- 
daction  der  betreffenden  Stelle  geben  zu  müssen. 

Zuerst  ist  S.  225.  Z.  15  v.  o.  zwischen  die  beiden  Sätze : 
„....zu  einem  Minimum  machen'*  und:  „Um  also  von  dem  mitt- 
leren.,..'^ ein  neuer  Satz  einzuschalten,  welcher  lautet: 

Wir  müssen  uns  hierbei  aber  auch  noch  erinnern,  dass 
wir,  um  zu  dem  Begriff  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen, 
nach  §.  15.,  16.,  45.  und  6L  eine  zweite  Reihe  von  gleich 
vielen  Beobachtungen  fingiren  mussten,  welche  mit  den  wirk- 
lich beobachteten  o  gleiche  Genauigkeit  hätten  und  eben 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  abwichen. 
Diese  fingirten  Beobachtungen  mussten  dann  auch  neue 
tr,  kt  V  und  \tv\  geben,  welche  durch  dieselben  Bedingun- 
gen und  Gleichungen  unter  sich  und  mit  ihren  Beobachtun- 
gen verbunden  wären,  durch  welche  die  bisher  betrachteten 
und  endlich  in  Zahlen  dargestellten  w,  k,  v  und  [ov]  mit 
den  wirklich  angestellten  Beobachtungen  verbunden  sind. 

Sodann  bleibt  der  Text  des  Buchs  unverändert  bis  zu  der 
dritten  Zeile  von  unten  auf  S.  22t>.  Von  hier  an  aber  geht  es 
nach  den  Gleichungen  Nr. 50.  folgendermaassen  fort: 

Offenbar  sind  dieser  Gleichungen  eben  so  viel  als  O. 
In  ihnen  ist  aber  für  alle  diejenigen  O,  welche  in  (16)  und 
(17)  nicht  vorkommen,  /=:0  zu  setzen. 

•  Nun    kommt  es  also  nur  noch  darauf  an,  die  r  gehörig 
7M  bestimmen. 

Dazu    wissen     wir  aber,  dass    auch    für  das    jetzt    zu 
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betrachtende  System  flngirter  Beobaebtungen,  welches  die 
mittleren  Fehler  und  seine  neuen  w,  ky  v  und  [rt>]  mit  sich 
bringt,  nur  solche  dO  zulässig  sind,  welche  specialisirt  und 
und  also  den  —  r  der  fingirten  Beobachtungen  gleich  ge- 
setzt, das  [rv]  fOr  alle  zu  einem  Minimum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  wieder  zu  differentiiren,  indem  wir  du  als 
constant  betrachten^  und  erhalten  so,  wenn  wir  die  Diffe- 
rential-Gleichung auch  gleich  specialisiren ,  indem  wir 
—  dd  O  =  dv  setzen : 

(22)       0  =  L,  drj  +  L^Av^  +  Lgdva  +  L^Av^-k^. . . . 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  unserer  im  §.  59.  er- 
füllten, und  auch  bei  den  fingirten  Beobachtungen  als  erflBlIt 
zu  denkenden,  Gleichung 

(14)         0  =  t?idi?i  +  t?2^ra  +  v^Av^  +  v^Av^  + . .  • . , 

so  bemerken  wir  die  wichtige  Eigenschaft  der  X,  dass  sie 
den  V  der  fingirten  Beobachtungen  proportional  werden 
müssen.    Setzen  wir  also 

Xi=«.ti;      Xft  =  5.%?      i3  =  «.»3    U.S.W. 

und  sub^tituiren  für  diese  v  ihre  Werthe  aus  den  auch  jetzt 
als  erliillt  gedachten  Gleichungen  Nr.  44.,  so  erhalten  wir 
zunächst 

L,  =  Ä .  («1  Ati  +  6i  A:«  +  Ci  ^3  +  ....) , 
L^  =  s,{ajci  Y b^k^  +  c^k^  +  ...•), 

Lj  =:  1.(08^1  +63^2  +  ^8*8+    •••)• 

Multipliciren  wir  sodann  in  diesen  Gleichungen  der  Reihe 
nach  jedes  L  erst  mit  dem  in  ihm  vorkommenden  a  und 
addiren,  so  erhalten  wir 

[aL\  =  s{{a(i\kx  +  [ab}k^  {  [ac\k^  +  ....) 

und  eben  so  nach  Multiplication  mit  den  b,  c  u.  s.  w. 

[bL]  =  s .  ([ab]k^  +  [bb]k^  +  [bc]ks  +....), 

[cL]  =  s .  ([ac]ki  +  [bv]k^  +  [ccjk^  +•...)> 

d.  h.  weil  die  w  auch  für  die  fingirten  Beobachtungen  als 
durch  die  Ausgleichung  verschwunden  gedacht  werden  müs- 
sen, vermöge  Nr.  45. 
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(23)      0  =  [aJL],    0  =  [6i],    0=:[ci],  u.8. w. 

Zu  denselben  Gleichungen  wären  wir  aber  auch  gelangt 
wenn  wir  aus  den  Gleichungen  Nr.  50.  auf  die  oft  angefiShrte 
Weise  für  [LL]  ein  Minimum  gesucht  hfitten.  indem  wir, 
ohne  weiter  an  die  fingirten  Beobachtungen  und  deren  Zu- 
behör zu  denken,  die  r  festgestellt  hätten  mittelst  der  Glei- 
chungen 


C-^)=»^  (^)=»=  (^)=«'- 


8.  W. 


Diese  Eigenschaft  unserer  L,  vermOge  deren  die  Fest- 
stellung der  r  so  zu   geschehen  hat,   dass   [LL]^:^-p  ein 

Minimum  wird,  enthält  nun  einen  wichtigen  Lehrsatz,  wel- 
chen wir,  ehe  wir  weiter  gehen,  hier  doch  erst  deutlich 
aussprechen  wollen.    Es  Ist  kein  anderer  als: 

Die  Ausgleichung  der  bedingten  Beobachtungen  bewirkt, 
dass  auch  die  Genauigkeit  aller  mit  ihrer  Hfilfe  zu  be- 
rechnenden Grossen  so  gross  als  möglich  wird. 

Substituiren  wir  nun  zuletzt  also  in  (23)  die  Werthe  der  L 
aus  Nr.  50.,  so  erhalten  wir  endlich  zur  numerischen  Bestim- 
mung der  r  die  Gleichungen : 

Von  hier  an  geht  es  nun  mit  Nr.  51.  fort  wie  im  Buche  S.  228. 

Vorstehende  verbesserte  Redaction  des  $.74.  erfordert  nun 
consequenter  Weise  auch  Im  folgenden  §.77.  einige  Zusätze  und 
Abänderungen,  welche  von  8.238.  hinter  den  Gleichungen  (22) 
anfangend,  folgeudermaassen  anzubringen  sind: 

Diese  erhalten  wir  hier  noch  fortwährend.  Dort  aber 
yergÜchen  wir  sie  mit  (14),  weil  dort,  auch  fSr  die  fingirten 
Beobachtungen  und  ihre  neuen  to,  k  und  r,  das  [oü]  eia 
Minimum  war.  Hier  aber  mössen  wir,  weil  nicht  mehr  [rr] 
sondern  [pvv]  durch  unsere  in  §.70.  gemachten  Arbeiten 
zu  einem  Minimum  gemacht  ist,  und  wir  nur  unter  dieser 
Bedingung  unsere  o-i-v  fOr  die  O  setzen  durften,  dies  Alle« 
auch  ganz  eben  so  auf  die  fingirten  Beobachtungen  und  die 
neuen  davon  abhängigen  Werthe  übertragen  werden  muss, 
sie  nicht  mehr  mit  (14),  sondern  mit  der  in  §.  70.  erfüllten , 
und  auch  flir  die  fingirten  Beobachtungen  als  erftlllt  zu  den- 
kenden, Gleichung 
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(16)  0=:/»|9idP|4-/isMt^4-ptMt^-l-**- 

vergleichen. 

Dies  zeigt  uns  nun,  dass  die  L  den  pv^  also  die  LL 

den  ppvv  und  die  —     den   pw    proportional    werden 
müssen. 

Dieselbe  Scblussfolgernng,  die  uns  §.  74.  durch  die  Glei- 
chungen Nr.  44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleichungen  (23)  führte» 
führt  uns  also  jetzt  durch  die  Gleichungen  Nr.  47.  und  Nr.  48. 
zu  den  Gleichungen: 

aL 


•=[t]' 


u.  s.  w. 

Wir  erkennen   nun   ebenso  wie  oben  §.74.,  dass  auch 

—  I  ein  lUinimum  wird,  der  obige  wichtige  Lehrsatz 

also  auch  hier  gilt 

Von   hier  an  kann  es  sodann  im  Text  weiter  gehen  wie  im 
Buche  S.239.  mit  „Setzen  wir...." 
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Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen. 


Von 


Herrn  A.  Niegemaun^ 

Oberlehrer  an   iloiii    kathol.  Gymnasium   an   der  Apostelkirche   in  Co  In. 


Mehrere  Jahre  später^  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetzen 
der  Theilbarkeit  der  Zahlen  etwas  näher  beschäftigt  hatte  (s.  Ent- 
wickelung  und  Begründung  neuer  Gesetze  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen,  nebst  Aufstellung  von  Ta- 
feln Ober  die  Gesetze  des  Fortschreitens  der  zusam- 
mengesetzten Zahlen  vom  Gymnasiallehrer  A.  Niege- 
mann.  Programm  des  katholischen  Gymnasiums  in  Coln. 
1848.)  wurde  ich  aufmerksam  auf  die  folgenden,  im  4.  T heile 
p.  332.  des  Archivs  von  Herrn  Professor  Pross  in  Stuttgart 
ausgesprochenen  Sätze : 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  lOn  -|-  a  theilbar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  nfachen  der  letzten  Ziffer  und  dem 
afachen  der  übrigen  Ziffern  durch  ]Ofi-|-a  theilbar  ist;  sie  ist  durch 
lOn — a  theilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  nfachen  der  letzten 
Ziffer  und  dem  ofachen  der  übrigen  Ziffern'  durch  lOn  —  a  theil- 
bar  ist.  (In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  belieliiige  Zahl  von 
0  an  und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9). 

Weil  beide  Sätze  eine  genauere  Beziehung  haben  zu  meiner 
früheren  Arbeit,  unterzog  ich  sie  einer  näheren  Betrachtung,  nnd 
fand,  dass  sie  einerseits  die  Allgemeinheit  nicht  haben,  in  wel- 
cher sie  ausgesprochen  sind  und  man  ihnen  andererseits  eine  gros- 
sere Allgemeinheit  geben  kann.  Dass  sie  nicht  allgemein  richtig 
sind,  zeigt  z.  B.  die  Zahl  329(M,  welche  nach  denselben  durch 
24  =  2.10  +  4  theilbar  sein  müsste,  weil  3296x4  —  2x4 
=  13184—8=13176  durch  24  theilbar  ist,  während  sie  durch  24 
dividirt  den  Rest  12  gibt.  Andere  Beispiele,  wo  der  Satz  nicht 
zutrifft,  liessen  sich  leicht  mehrere  finden. 
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Wenn  aac5  seit  Aafstellung  der  Sätze  mehrere  Jahre  Ter- 
flossen  sind^  so  scheint  es  doch  nicht  anzweckmässig,  darauf 
zorückzokommen ,  weil  sie  bisher  noch  keine  nähere  Erörterung 
gefunden  haben. 

In  wie  weit  dieselben  beschränkt  werden  müssen,  findet  man, 
wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  übergeht,  und  bedarf  es 
zu  diesem  Zwecke  der  Betrachtung  nur  eines  derselben. 

Es  ist,  wie  die  Ausführung  der  Operationen  leicht  ergibt: 
aiV=  (^^^^.  a—ninV  10  +  (lOn  +  a)  iH. 

Da  nun  (lOit  +  a)  ilf  durch  lOn -f  a  theilbar  ist,  so  ist  auch  alf 
durch  JOn-l-a  theilbar,  wenn  — ^ — .a—nilf  dadurch  theilbar  ist, 

und  folglich  auch  2V,  wenn  dazu  noch  lOn  -f  o  zu  a  und  10  rela- 
tive Primzahl  ist.  Wenn  aber  lOn-fa  zu  a  relative  Primzahl  ist, 
80  kann  a  weder  die  Ziffer  2,  noch  5  sein,  und  ist  daher  lOn-fo 
ftr  sich  schon  zu  10  Primzahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
Ziffer  der  Zahl  iV,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der  Form 
lOn  -{-  a  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  itfachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  afachen  der  uhrigen  Ziffern  durch 
lOn-f-a  theilbar  und  lOn -f  a  zu  a  Primzahl  ist 

In  der  Umkehrung  heisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  iV  durch  eine  andere  von  der  Form  lOn-f  a 
theilbar  und  a  nicht  =0  ist,  so  ist  auch  der  Unterschied 
des  nfachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afachen  der  übri- 
gen Ziffern  durch  lOif  -f  o,  theilbar. 

Beweis.    Denn  wollte  man  annehmen,  iV  wäre  durch  10n-f<> 
ja     jut 

theilbar,  aber  — jtj — a — nM  nicht,  wo  M  die  letzte  Ziffer  be- 
deutet, 60  hätte  man: 

-^^a--n;if=(I0fi  +  fl)2  +  y;    iV=(10ii  +  a)ar 

und  y  nicht  durch  lOn  -f  o  theilbar, 
folglich : 

aiV—  auf— lOiiilf  =  lOOOn  +  d)z  +  lOy, 
a(10n  +  a)a:— il!l(10«  +  a)  =  10(10w  +  a)2  +  10y; 

roithio  wäre  lOy  durch  lOn-f  a  theilbar. 
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Sollte  es  luuglich  «ein^  dieser  Gleichong  za  genügen,  ohne 
dass  y  durch  lOn-f  a  theilbar  wäre,  dann  müsste  lOn-f  a  einen 
Faktor  haben,  der  in  y  nicht  vorkäme,  folglich  müsste  dieser  in 
10  vorkommen  und  lOn-f-o  die  Form  2p  oder  5p  haben. 

Nimmt  man  an:  lOit -(- a  =  *2p ,  so  muss  a  durch  2  theilbar 
sein,  mithin  die  Form  2s  haben^  und  weil  2V^  durch  10ii4-a  =  %» 
theilbar  ist,  muss  auch  die  letzte  Ziffer  M  die  Form  2r  haben. 
Folglich  hat  man: 

2«.2/?ar  — 2.r.2;i  =  I0.2p2  +  %, 
2psx  —  2pr  =  lOpz  +  Öy ; 

mithin  ist  6y  durch  2p  und  folglich  y  durch  2p  theili>ar,  wenn 
nicht  p  den  Faktor  5  enthält.  Folglich  lässt  sich  kein  durch 
lOn-f  <>  nicht  theilbares  y  flnden,  welches  der  Gleichung  Genüge 
leistet,  wenn  nicht  gerade  p  den  Faktor  5  enthält,  also  2p:=10ii 
+  a^=:10t  ist.  Dasselbe  findet  man  offenbar,  wenn  man  lOn-f-o 
=  5p  setzt. 

Allgemeiner  ausgesprochen  heisst  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der 
Form  10^71 -fa  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  nfachen 
der  m  letzten  Ziffern  und  des  afachen  der  übrigen  Zif- 
fern durch  lO^n-fa  theilbar  und  lO^n  +  a  zu  a  Prim- 
zahl ist. 

Beweis.    Es  ist: 

Ist  nun  10"it-(-a  zu  a  Primzahl,  so  ist  a  weder  die  Ziffer  2  noch 

5,  folglich  10"*9i-f  a  zu  10  und  10^  Primzahl.    Da  nun  lO^n  +  a 

Faktor  ist  von  (lO^n-f  ii)ilf  und  zu  10^  relative  Primzahl,  so  ist 

lO^n  +  a  auch  Faktor  von  aN  oder,   da  lO^n-f-o  zu  a  Primzahl 

TV—  Äf 
ist,  von  N,  wenn  es  Faktor  ist  von       .^    a—nM;  woraus  sich 

die  Richtigkeit  des  Satzes  ergibt,  wenn  man  mit  M  die  m  Jets- 
ten  Ziffern  der  Zahl  N  bezeichnet  Auch  dieser  Satz  lässt  sich 
in  ähnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

In  der  eben  ausgesprochenen  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgemeinheit,  aber  wenig  praktische  Anwendbarkeit,  die 
man  aber  dadurch  erlangt,  dass  man  0=1  setzt  und  lO^n-fl  in 
Faktoren  zerlegt  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  (d)  Fak- 
tor von  lO^n  + 1   und  theilbar  in  die  Differenz  des  nfachen  der 
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m  letzten  Ziffern  und  der  übrigen  Ziffern  einer  Zahl,  so  ist  aoch 
diese  Zahl  selbst  durch  d  theilbar;  und  nennt  man  dieZabl,  wo- 
mit man  die  m  letzten  Ziffern  einer  Zahl  JV  roultipliciren  rouss, 
um  aus  der  Theilbarkeit  der  Summe  oder  Differenz  dieses  Pro- 
duktes und  der  übrigen  Ziffern  durch  eine  Zahl  d  auf  die  Theil* 
barkeit  der  Zahl  durch  d  zu  schliessen,  den  positiven  oder  nega- 
tiven Theilungs- Koeffizient  des  mten  Grades  für  den  Theiler  dy 
so  ist  in  unserm  Fall  n  der  negative  Theilungs -Koeffizient  des 
mten  Grades  för  den  Theiler  d. 

So  lässt  sich  nun  ein  interessanter  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  positiven  und  negativen  Theilungs -Koeffizien- 
ten desselben  Grades  und  Theilers»  zwischen  den  verschiedenen 
Theilungs -Koeffizienten  verschiedener  Grade  und  desselben  Thei- 
lers  und  zwischen  den  verschiedenen  Theilungs -Koeffizienten  des- 
selben Grades  und  der  Theiler,  die  sich  um  10  unterscheiden, 
nachweisen.  Es  ergibt  sich  eine  Menge  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen fQr  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  die  Primzahlen. 
Eine  Zahl  ist  z.  B.  durch  7  theilbar  oder  nicht,  je  nacbdem  der 
unterschied  das  (2+7p)-,  (3-f7/>).,  (1+7;»)-,  (5  +  7;i)-,  (4+7p)-, 
(6-f  7p)-,  (2+7p)-....fache  der  1,  2,  3.  4,  5,  6,  7  letzten  Ziffern 
und  der  übrigen  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  p  kann  jede  Zahl 
bedeuten.  Dieser  Zusammenhang  und  die  Art  und  Weise,  wie 
man  die  verschiedenen  Theilungs -Koeffizienten  findet,  ist  in  der 
oben  angeführten  Schrift  nachgewiesen. 

Wenn  nun  auch  die  dort  entwickelten  S^tze  keinen  besondern 
praktischen  Nutzen  bieten,  so  kann  man  doch  dadurch  das  Re* 
gelmässige  des  Fortschreitens  der  zusammengesetzten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Theilungs -Koeffizienten  darstellen,  wenn  man  die 
unendliche  Anzahl  der  Zahlen  in  unendliche  Gruppen  theilt,  in- 
dem in  jeder  dieser  Gruppen  die  Zahlen  nach  verschiedenen  Ge- 
setzen fortschreiten. 

Nimmt  man  als  Einginge  einer  Tafel  die  Faktoren  einer  Zahl, 
and  setzt  da,  wo  diese  EingSnge  zusammen  treffen,  den  betref- 
fenden negativen  Theilungs -Koeffizienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verschiedenen  Tafeln, 
worin  das  Fortsehreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  darstellen, 
wenn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  Ziffer  anhfingt.  Fol- 
gende drei  Tafeln  enthalten  z.  B.  alle  auf  1  ausgehenden  zusam- 
mengesetzten Zahlen  mit  Ausschluss  aller  Primzahlen,  und  mit 
ihren  Faktoren,  wenn  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  1  ange- 
hängt wird.  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
abwärts  in  einfacher  arithmetischer  Reihe  fort. 
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59 

53 
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69 

62 
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•269 
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Die  erste  und  dritte  Tafel  brauchen  nur  bis  zu  Diagonalen 
fortgesetzt  zu  werden  ^  dagegen  muss  die  zweite  nach  beiden 
Richtungen,  nach  rechts  und  abwärts,  immer  weiter  geführt  wer- 
den, um  alle  auf  1  ausgehenden  zusammengesetzten  Zahlen  sn 
erhalten.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  zusammengesetzten 
Zahlen,  die  auf  9  ausgehen,  in  drei  Tafeln,  und  die  auf  3  und  7 
ausgehen,  in  je  zwei  Tafeln  zusammenstellen. 

Wollte  man  die  negativen  Theilungs-KoefGzienten  des  zweiten 
Grades  für  die  Aufstellung  aller  zusammengesetzten  Zahlen  be- 
nutzen, so  wOrde  man  zwar  viel  einfachere  Zahlen  in  den  Tafebi 
selbst  erhalten ,  indem  jede  derselben  zwei  Ziffern  weniger  hat, 
als  die  betreffende  zusammengesetzte  Zahl,  dagegen  aber  würde 
sich  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen,  und  die  Zahlen  in 
den  Tafeln  würden  nach  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  Ord- 
nung fortschreiten. 
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Das  System  der  Dreilinien-Coordinaten  in  allgemeiner 

analytischer  Kntwickelung. 

Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

Unter  den  vielen  verscbiedesenCoordinaten-Syetemen^  weiche 
man  in  neuerer  Zeit  bei  geonietriscben  Untersuchungen  in  Anwen- 
dung gebracht  hat,  scheint  mir  das  sogenannte  System  der  Drei- 
linien-Coordinaten eine  besondere  Beachtung  su  verdienen.  Die 
diesem  Systeme  bis  jetzt  zu  Tbeil  gewordene  Behandlung  dürfte 
aber  namentlich  in  ROcksicht  auf  völlige  Allgemeinheit  der  ana- 
lytischen Untersuchung  überhaupt ,  so  wie  ganz  besonders  in  Be- 
zug auf  das  Positive  und  Negative  der  betreffenden  Coordinaten, 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  lassen,  weshalb  ich  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  ganz  allgemeine  analytische  Behandlung^ 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  das  Positive  und  Negative  der 
Dreilinien-Coordinaten,  zu  geben  versuchen  werde.  Wemi  ich 
dabei  von  einigen  an  sich  bekannten  allgemeinen  Betrachtungen 
über  die  gerade  Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene  ausgehe,  so 
geschieht  dies  nur  grosserer  DeutKcbkeit  wegen,  und  um  alles 
sam  Verstftndniss  der  späteren  Entwicketungen  Erforderliche  an 
diesem  Orte  beisammen  zu  haben;  dabei  hfitte  ich  mich  für  den 
nächsten  Zweck  allerdings  auf  die  gerade  Linie  in  der  Ebene  he- 
eehränken  können,  habe  jedoch  späterer  Untersuchungen  wegen, 
die  den  vorliegenden  sich  vielleicht  anscUiessen  werden,  die 
Betrachtung  sogleich  auf  den  Raum  Oberhaupt  ausgedehnt^  was 
Dieht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt 

Theii  XXXVIII.  26 
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§.  2. 

In  einer  beliebigen  geraden  Linie  im  Räume  denke  man  sieh, 
ein  rechtwinkliges  Coordinaten-Systeni  der  xyi  zu  Grunde  legend, 
einen  Punkt  {abc)  beliebig  angenommen,  und  bezeichne  die  von 
der  einen  der  beiden  von  dem  Punkte  {abc)  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten  hin  ausgehenden  Richtungen  dieser  geraden  Linie  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^  y,  z  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  n,  ß,  y;  dann  sind  die 
von  der  anderen  der  beidenjn  Rerfc  «fehenden  Richtungen  unse- 
rer geraden  Linie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^y^  z 
eingeschlossenen,  180^  nicht  (Übersteigenden  Winkel ,  180^ — «e, 
180^-/5,  180** — y.  Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (abc)  als 
Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der  xyz  paralleles  Coordina- 
ten- System  der  Xiyxz^,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  eines 
ganz  beliebigen  Punktes  in  unserer  geraden  Linie  in  diesen  bei- 
den Systemen  respective  durch  or,  y^  i  und  ^i»  yi»  Z|;  dessen 
Entfernung  von  dem  Punkte  (abc)  aber  durch  r;  so  ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

Xx  =  rcosa,    ^i  =  rcoBß,    ii  =  rcosy 
oder 

X,  =r cos (1800- a),   yi=^rcoB(lW^-ß),   2,=f  cos(l80«- y); 

also: 

Xi^=rcosa,    yi^rtoaßf    Zi=rcos)r 
oder 

Xi-= — rcoscr,    ^i  =  — rcosj3,    Zi  =  — rcosy; 

jenacbdem  der  in  der  Geraden  angenommene,  an  sich  ganz  be- 
liebige Punkt  in  der  ersten  oder  zweiten  der  beiden  vorher  nfiber 
bezeichneten  Richtungen  dieser  Geraden,  wekhe  wir  im  Folgen« 
den  in  der  KOrze  .  nur  die  erste  und  zweite  Richtung  nennen 
wolien,  liegt.    Also  ist; 

Xi  =  ±rcoaa,    yi  =±»"€08^,    ii=ircosy; 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt,  jenacbdem  der  Punkt  rn  der  ersten  oder  zweiten  Richtung 
der  Geraden  liegt.  Betrachten  irir  v<>n  nun  an  aber  die  Entfer- 
nung r  nicht  wie  bisher  bloss  absolut  oder  als  positiv,  sondern 
als  positiv  oder  negativ,  jenacbdem  der  Punkt  in  der  er«rten  oder 
zweiten  Richtung  der  Geraden,  nSnilich  in  der  durch  die  Winket 
a,  ß,  Y  bestimmten  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung liegt;  so  können  wh  offenbar  in  vGlIiger  Allgemeinheit: 
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1)  .    .    .    ar|=:rcos«,    yi=^Teo9ß,    Zi^rcos/ 

setzen.  Nach  der  Lebre  von  der  Venrandlang  der  Coordinaten 
ist  aber  in  vulli|;er  Allgemeinheit: 

also  nach  I): 

2)  .    .  af=za+rcosa,    if^^ö-t-rcoBßp    2=c4-rco«7 
oder: 

3)  .    .  «— a=rco8a,    y— 6c=rco8/J,    2— c=rco§)r. 

Aas  diesen  Gleichungen  folgt: 

(x — a)cos]3  =  rcosacos^,    (y — A)cosira5  rcosacos/J; 
(y— 6)cos}f  c=rcos/}eos7,    (x  -»c)co8/}  =  rco8^cos7; 

(z  —  c)cosa  =  rcosycosa,    (ar  —  a)cosy  =rcos)rcosa; 

« 

also: 

1(^ — a)  cos  /J  =  (y  —  A)  cos  a, 
(y  — A)  cosy  =  (z — e)eo8ß, 
V    (z  —  c)  cosa  ==  (jp— a)cosy; 

durch  weiche  Gleichungen,  von  denen  natürlich  eine  jede  eine 
unmittelliare  Folgerung  aus  den  beiden  anderen  ist,  unsere  Ge- 
rade im  Räume  ganz  im  Allgemeinen  charakterisirt  wird,  weil  ja 
der  Punkt  (oryz)  jeden  gans  bcriiebigen  Punkt  dieser  Geraden 
repräsentirt. 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  X|yi  und 
bezeichnet  die  als  absolut  aufgefasste  Projection  durch  ri,  so  Ist 
nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze  offenbar: 

n^  =  ^i*  +  »i*   «nd   »^  =  r|*  +  zi*; 
also: 

r*  =  ari*  +  yi*+zi*, 

folglich  nach  I): 

r*  =:  r*  (cos  a* + cos /J* + cos  )^) , 

vrofaos  sidi  die  bekannte  wichtige  Gleichung: ' 

6) cosa*  +  cos/J*  +  cosy*=sl 

ergiebl« 
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Maltiplicirt  man  die  Gleichungen  3)  nach  der  Reihe  mit  cos  er, 
eosß,  eosy  and  addirt  sie  dann  su  einander,  so  erhält  man  nach 
5)  auf  der  Stelle : 

6)  .    .    r=:(^  — a)co8a  +  (y — 6)co8p  +  (s  — c)co8y. 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  3)  und  addirt  sie  dann  zn  ein- 
ander, so  erhält  man  nach  5): 

7)  .    .    .    .    r«=(a:-a)«  +  (^-A)«+(2^c)«, 
also: 

8)  .    .    .    r  =  i:  V^(j:— a)«+  (y-6)«  +  (i-c)«, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen   nimmt,   jenachdeni  r 
positiv  oder  negativ  i^t. 

Von  dem  Anfange  der  xyz  mOgen  jetzt  zwei  Gerade  aus- 
gehen, welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  a:,  ^,  z 
die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  Oq,  ßQ,  yo  und  «i»  /^,  yi 
einschliessen.  In  diesen  beiden  Geraden  nehmen  wir  zwei  be- 
liebige Punkte  an,  deren  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  x^ 
wir  durch  Xq,  y^^  Zq  und  Xi,  yi,  2|,  und  deren  absolut  genom- 
menen Entfernungen  von  dem  Anfange  der  xyz  wir  durch  r^»  und 
Vi  bezeichnen;    dann  ist  völlig  allgemein: 

Xo  =  roC08fXof    yo  =  »'oCosjSo»    ^  =  roCosyo; 
Xi  =  Vi  cos  «1 ,    yi  =  Vi  cos  ßi,    2i  =  Vi  cos  Yi» 

Bezeichnet  nun  JE^i  die  Entfernung  der  beiden  io  Rede  stehen- 
den Punkte  von  einander,  so  ist  nach  7): 

oder 

£oi'=(V+yo*  +  Xo«)  +  (*iHyi*+2|«)-2(ar^^,+y^V,+2o*i); 
aber  nach  5): 

*o*  +  .Vo*  +  »0*  =  »"o*  (cos  «0*  +  cosßo*+  cos  yo*)  =  ^o*. 

^i*  +yi*+  «1*  =  r,*(cosai*-f  cos/}|«-|-  cosyi*)  =5  rj« 
und  ausserdem: 

^0^1  +yoyi  +  Vi  ^rori(cosinocos«i  -f  ces/?oCOs/3|  +co8yo^^nh 
also: 
£^01*  =  ^0*  +  »^i*— ärofi  (cos  Uq  coa^ai  -f-cos  A>co8/3i  +coByoCOByi). 
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Bezeichnet  aber  TFot  den  von  unseren  beiden  Geraden  einge- 
8chlos6enen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel;  so  ist  nach  den 
Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

^01* =ro*+  n«— 2ror,  cos  IFoi » 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  ver- 
gleicht ,   offenbar : 

9)  .  .  cosIFoi  =  co8o^cos«| -l-cos/JoC^^A  4-cosyoC08y|. 

Stehen  die  beiden  Ge|raden  auf  einander  senkrecht,  so  ist 
H^^,  =  900,  cos  »Fol  =  0,  also : 

10)      .      .   COSOoCOStfi  -f  COS/?oCOS]3|-f  cos/o^^o^*)^!  ^=0. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (tfvto)  im  Räume  legen  wir  jetzt 
eine  auf  unserer  bisher  immer  betrachteten,  durch  die  Gleichun- 
gen 4)  charakterisirten  Geraden  senkreckt  stehende  Gerade  und 
bezeichnen  die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  dieser  Ge- 
raden mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x,  y^  i  einge- 
schlossenen, ISO^  nicht  Qbersteigenden  Winkel  durch  d,  co,  q; 
so  haben  nach  4)  di«^  Gleichungen  dieser  Geraden  die  Form: 

i{x — u)  cos  (0  =:  (jf — »)  cos  ö, 
(jf  —  t)cosc5=:(2  — to)cosa), 
(2  — fo)cosd  =:(jr— tt)cos5; 

und  nach  5)  und  10)  Ist: 

12)  ...    .      cos  6*  +  cos  ufl  +  cos  5*  =  1 
und 

13)  .    .      cosacos(9 -f  cosjScosfio -|- cosycosc5:=0. 

Weil  wegen  der  Gleichung  12)  einer  der  drei  Cosinus  cosd, 
cosoo,  cosQ  bestimmt  nicht  verschwindet,  so  wollen  wir  anneh* 
men,  dass  etwa  cosd  dieser  nicht  verschwindende  Cosinus  sei ;  mit 
HinzufOgung  der  folgenden  ersten  identischen  Gleichung  ist  nach  11) : 

{x — tf)cosacos6  =  {x — u)  cosacosd, 
(^— ti)cos/5co8a)=  (y  —  t?)  cos^cosö, 
{x  —  tt)cosyco85  =  (2  —  to)cosycosd; 

also  durch  Addition: 

(x  —  ff)  (cos  a  cos  0  +  cos  ß  cos  cd  -(-  cos  y  cos  q) 
=  1(4:  — ii)cosa+(y — e)cos/5  +  (2— io)cosy)cosdj 
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daher : 


V 


t(u-*a)cos/} — (r  — 6>€08a(^ 
17)    .    .    P=    Y    +l(»— *)co8y— («p— c)co»/5|« 

+ 1  (tc  —  c)  CO««— (li  —  a)cosy  I*. 


LSsst  man  die  Winkel  6,  o>,  o  dem  Theile  dea  Perpendikela 
entsprechen,  welcher  ron  dem  gegebenen  Pankte  (tioso)  nach  dem 
Punkte  (n^),  nämlich  nach  der  gegebenen  Geraden  hin  gerichtet 
ist,  60  ist  allgemein: 

jr  — ii  =  Pcosö,    t)  — «stPcosod,    f — fo=Pco80; 

also: 

X  —  u  I) — t  _      J — w 

cos  B  =     p   f    cos  od  =    p- »    cos  ü  =     p    ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

18) 

_       (fl  — ti)  —  \{a — ti)cos«+ (Ä  — t?)cosP+ (c— io)co8ylcosa 
cosB  =s  — -ß f 

(b — r)  —  \{a  —  u)cosiff-f  (6 — »)cos/5  +  (c  — fo)cosyJcos/J 
cos  CD  = p 9 

«      (c — w)  —  t(« — M)cosa+(6  — t?)cos/J  +  (c — ti»)cosylcosy. 
eostt  =  — : p — ^ » 

wo  man  för  P  seinen  Ausdruck  aus  dem  Vorhergehenden  einzu- 
fahren hat. 


$.  3. 

Wenn  die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Gerade  ^anz  In  dar 
Ebene  der  xy  liegt,  so  ist  y  =  90^,  co8y  =  0,  ferner  c  =  0  und 
allgemein  z^aO;  also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  letzten  der 
Gleichungen  §.  2.  4)  identische  Gleichungen ,  und  unsere  Gerade 
irird  also  durch  die  eine  Gleichung 

1) {x — a)cos/}=s(y  —  6)cosft 

charakterisirt,  wo  nach  $.  2. 6) 

2) cosa«  +  cos/J*=l 

ist. 

Nach  §.  2.  W)  ist  in  ditsem  PaNe:  • 


At  ail§emtin»r  ama^l/tciier  Sntmlcktltint. 

X  —  u^\(a—v)efmß  —  ib — ti)ci>Bii|eo8^, 
?-t.=t(K— a)cosiS-(B— *)c08olc08o 


j   X— ti=     t(o— w)co«|S— (6-r)co8B!co8j3, 
•    n — »=  — |(a— t()co6ß — (&— ejcnsnicos«; 
also  nach  2) : 

4)  .     .     .     .  PzsKfl— »i)«:oB|S  — (A— c)coBi«l«, 
Tolglieh : 

5)  .    .    .    .  P=±t(a— •i)eo8^-(6— <i)coB«!, 

wenn  man  das  obere  oder  nntere  Zeiche»  oinimt,  jenavhdem  die 
Grr.8Be 

(o — ii)co»jJ  — (4— »)co8o 

povltiv  oder  negativ  iat. 

Ffir  onsere  fnlgenden  Untersttchangen  ist  es  aber  von  der 
grilsBlen  Hedvetung,  dasn  wir  nna  von  dem  doppellen  Vorseicbep 
in  dem  Ausdrucke  von  P  berreien,  tiae  natflrlich  nar  dadurch  er- 
mSglichl  werden  kann,  dass  wir  das  Perpendikel  P  nicht  mehr 
wie  bisher  bloss  als  absolut  oder  pofitiv  auiraseen,  sondern  das- 
selbe selbst  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Voraussetzungen 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß  bestimmten  Richtung 
unserer  (jeraden  in  der  Ebene  der  xg,  auf  welche  von  dem  Punkte 
(vr)  aus  das  Perpendikel  gefällt  worden  ist,  bin  eine  Kraft  wir- 
kend denken,  und  wollen  jederzeit  das  Perpendikel  P  als  positiv 
oder  als  neputiv  betrachten,  jennchdeni  diese  Kraft  die  Ebene 
der  xy  um  den  Punkt  (vc),  als  einen  festen  Drehpunkt  gedacht, 
nach- der  Richtung,  naeh  welcher  man  sich  bewegen  mass,  um 
von  dem  positiven  Thetle  der  Aie  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel (xg)  hindurch  su  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, oder  nach  der  entgegengesetcten  Richtung  bin  su  drehen 
strebt. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwand 
T~u,  t) — e  die  Coordinaten  des  Fn88|i 
ImIs  in  einem  ilurch  den  Punkt  (t 
priniliven  Systeme  der  xjf  parallel 
steroe.  In  Fig.  1.  und  Fig.  2.  sind  d 
geacicbnete    horiaontde     and     vertika 
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vwexie  Axe  des  durch  den  Punkt  (tio)  als  An&ng  gelegten,  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems ;  durch  die 
Pfeile  werden  die  positiven  Theile  der  beiden  Axen  bezeichnet; 
die  Obrigen  nicht  punktirten  Linien  sind  die  Richtungen  der  Krall, 
die  wir  uns  vorher  gedacht  haben,  in  den  verschiedenen  mögli- 
chen Fällen,  und  die  Seiten,  nach  denen  diese  Kraft  wirkt,  wer- 
den wiederum  durch  Pfeile  an  diesen  Linien  bezeichnet.  In  dem 
in  Fig.  L  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  gemachten  Fest- 
setzungen P  positiv;  ferner  ist,  wie  auf  der  Stelle  aus  der  Figur 
erhellet,  beziehungsweise: 


jr— M 

t^— r 

cos  ff 

cosjS 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv ; 

also  ist  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(a  — tt)co8/J  —  (6 — v)  cos  ff 
positiv,  und  folglich  nach  5); 

P=  (fl  — w)  cos  ß  —  (6  —  r)  cos  a. 

In  dem  in  Fig.  2.  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  gemach- 
ten Festsetzungen  P  negativ;  ferner  ist,  wie  auf  der  Stelle  aus 
der  Figur  erhellet,  beziehungsweise: 

r— M 

positiv 
negativ 
negativ 
positiv 

j^lso  ist  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(fl — «)cos/5 — (6— »)co8a 
negativ,  und  folglich  nach  5)  wiederum: 

P=(fl  — ti)cos|3 — (6— e)cos«. 

Nach  der  wegen  des  Zeichens  von  P  oben  gegebenen  Bestim- 
mung ist  also  in  völliger  Allgemeinheit: 

6)    ...    *    Pt=(a  — u)cos/J  — <6-r)co*«. 


t^— » 

cosor 

cos^ 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ ; 
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«oter  welcher  Form  dieser  Aosdrack  dee  Perpendtkele  für  alle 
rnieere  freiteren  UntersuclMiDgen  vob  der  grOseten  Wicbtigkeit  ist. 


§.  4. 

In  der  Ebene^  aaf  welche  sich  alle  unsere  folgenden  Betrach- 
tungen beziehen 9  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  O  an,  den 
vrir  der  KOrze  wegen  den  Pol  nennen  wollen.  Dnrch  dieven  Punkt 
9\n  Anfang  "denken  wir  uns  zwei  beliebige  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  erlegt,  welche  wir  die  or^Axe  und  die  .v^Aze 
nennen  werden;  jeder  dieser  beiden  Geraden  wird  wie  gewOhn* 
lieh  ein  positiver  und  efn  negativer  Theil  beigelegt.  Nun  nehmen 
wir,  immer  in  der  Ebene,  auf  welche  sich  alle  unsere  Betrach- 
tungen beziehen,  was  fernerhin  nicht  mehr  besonders  bemerkt 
werden  soll,  drei  feste  gerade  Liaien  an,  d\e  wir  die  Azen  nen- 
nen werden;  die  erste,  zweite  und  dritte  dieser  Axen  mBgen 
respective  durch  die  in  Bezug  auf  die  jr-Axe  und  f/-Axe  durch 

die  Coordinaten  Oot  ^o»  ^i »  ^i  *  ^2»  ^  bestimmten  Punkte  gehen; 
jeder  dieser  drei  Axen  legen  wir,  wie'  jeder  geraden  Linie  ubeiw 
haupt,  zwei  Richtungen  bei,  die  wir  fiir  jede  der  drei  Axen  deren 
positive  und  negative  Richtung  nennen  werden,  und  bezeichnen 
die  von  den  drei  positiven  Richtungen  mit  den  positiven  Theilen 
der  :r-Axe  und  der  ^-Axe  eingeschlossenen,  ISO^  nicht  fiberstei- 
genden U^inkel  durch  ci^^  ß^;  O],  ßi;  O],  /^g.  Von  dem  Pol  den- 
ken wir  uns  auf  die  drei  Axen  Perpendikel  gefällt,  welche  wir, 
mit  Rucksiebt  auf  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Bestimmungen,  gehurig  als  positiv  und  negativ  betrachten,  und 
respective  durch  Q^,  ^|,  Q^  bezeichnen  ,  wo  wir  dann  nach  §.3.  6) 
die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Formeln  haben : 

(  ©o  =  tto^oftßo  —  6oC«S«0» 

i) ^Qi=a|Cosj?i — 6|Cosa|, 

,  cos  ß^  —  62  ^^^  <^* 

Ffillen  wir  aber  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  unserer  Ebene, 
dessen  Coordinaten  in  Besug  auf  die  x-Axe  und  jf-Axe  durch 
Xf  ff  bezeichnet  werden  mügen,  abf  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Perpendikel  mit  Röcksicht  auf  die  nach 
de'u  vorhergehenden  Paragraphen  ihnen  zukommenden  Zeichen 
iurch  Pi,,  Pi  9  p^;  so  ist  nach  $.3.6)  in   völliger  Allgemeinheit: 

Po  =  (<»o— a?)  cos  ßo  —  (Ao— y)  cos  s^, 
2)    .    .    .  {  pi  =  (a|— «)cosj3, —  (A]  —  y)cosor|, 

Pa  =  (««  —  *)  CO«  Ai—  (^— y)cosa,. 
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oder 

oder 

90  =  3600-00,    g>o  =  W>  +  /Jo; 
oder 

g>o=3e00-«o.    9o=480o--/^o; 
also  offenbar  ganz  allgemein 

ond  eben  00  ganz  allgemein: 

cos  (pi  =  cos  0| ,    sin  tpi  =  cos  ^| 

ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen  in  vlilliger  Ailgeroeioheit : 

^  t  coswqj  =:eosaQC08ai+coBßoCosßi,  , 

6)    .    .    .  l 

^   Siotl^    =C08tt||C0S^I — COS^COSffi. 

Haben  Wi^  und  to^o  11^  Bezug  auf  die  zireite  und  dritte  Axe 
und  in  Bezug  auf  die  dritte  und  erste  Axe  ganz  ähnliche  Bedeu- 
tung wie  tooi  io  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Axe;  so  ist  nach  3): 

/  COS1O1S  =  cos  Ol  cos  a^  -f  cos  ßt  cos  ß^, 
«  sint0|2  =cos€r|COs/9ls — cos/JiCosoj; 
und 

.  costr2o  =  co6af  coscTo  '^  cos^j|Cos/?o« 

^)     •     •     •    {     •  -  a  a 

'   sin  t020  =  cos  €t^  cos  Po  —  <^0S  Pj|COS  Oo> 

Hieraus  findet  man  leicht: 

t 
cos  tO|s  cos  to^  =     cos  Oo  cos  01  cos  <%*  -f  cos  o^  cos  ßi  cos  Of  cos  ß^ 

•f  cos  ^0  <^O0 1^1  cos  /^s*  -f  cos  ß^  cos  cTj  cos  oj  cos  /9^  , 

sint0|28in  t02o=: — cos  Oo  cos  «i  cos  /?2^-f  cosoocos^j  cos  1%  cos /9^ 

^  cos  ^0  cos  ßi  cos  oj*  -f  cos  ^0  cos  ff|  cos  a^  cos  ß^ 
und 

sin  t0|2  cos  10(0=     Cosorocosaicoscexcos/S^— coso^eos^icos«^* 

— cosA>cos/?|Cosaj|C08/?a-f  cos/^ocosfficos/)^^, 

co8tO|«sint0^^ — coso^cosfficosi^cos^s— co8iroC08/}|Cos/^* 

-f  COS/}oC08^t^<>'^CO*Al'f  COSjSoCOSOi  COSOji*; 
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al8o,   weil 

ist: 

cos  1012  C08 1020  —  ^10  t^lB  ^^^  ^HOr^        ^^^ efoCOS DTi  -f  COS  ^q  COS  ^j  , 

6intO|2C08t02o  4*  cosiO|2Siotr2o=  — (cosoqC08/3|  — co8A)Cosorj}; 
folglich  nach  3): 

costooi  =  cos  (to^  4-10^},    siDu^i:^— sio(tDjt  -f  «Oto)* 
Daher  ist  Oberhaupt: 

!C0S  Wol  =  cos  (lP|2  +  fCtj^), 
C08f0|2  =:  cos  (1020  +  ^l)» 
COSttl^  =^  cos  (tfloi  +  Wij) 

und: 

Isio  fOoi  = — «ifl  (tois  +  «'fo) » 
sin  t0|2== — sin  (t02o  +  tOoi)> 
sin  to^  =?  —  sin  (tooi  -|-  tci^). 

Well 

cos  (tt?oi  +  ^Ä  +  «^20)  =  COStOol  cos  (»la+t»«)  -^  «ta  «001  •«»> (•0ll+»2ü>» 

sin  (t0oi  + 10,2  +  I02o)  =  ^"n  Woi  cos  (wi^+toqo)  +  cos  tooi  «ioCf^ia-Ho^) 
ist;   so  ist  nach  6)  und  7): 

cos(i0o,  +t»,2+w^«o)=co»<<^oi  +  sin  Woi*» 

sin(f0oi  +  t0i»  +  t02o)=®*ntt^oi  costOoi  —  cosiOoislniPoi ; 

also: 

.   cös  (i0oi  +  fr,.j  +  i02o)  =  1» 

'  «i"(Wüi+t0,2  +  to»o)  =  O; 
welche  Formeln  irie  die  frCheren  ganz  all|;eniein  gültig  sind. 

Die  drei  Perpendikel  Po>  fi>  P^  ^'"^  nicht  unabhängig  ron 
einander,  sondern  es  findet  zwischen  denselben  eine  Gleichung 
Statt,  welche  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann.  Die 
drei  Gleicbuugen  2)  bringt  mau  sogleich  auf  die  folgende  Form: 

Po"- (ffoCosjJo — 4o<^o»ßo)==yco««^— ^cosft), 

Pt  "^  i^t  COsft  — &!  COStfi)  sjf  COSffi  — :rco8]3^ , 

p^  —  (a^eosß^  —  b%eoaet^=:ycoaa^ — :rcos/}^; 
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nach  1)  abo  auf  die  Form : 

Ifi6— öo  =  yco8aö— xcos/^, 
Pj  —  5,  =  jf  cos  0}  —  X  €08 /3|  , 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

sin  tO|  a  =  cos  ff|  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  a^ ,  ' 

sinto^o  =  cosorj|Cos/?o — cnsß^eosoQ, 
smwoi  ^zcosaQeoBßi—eQBßQComai 

und  addirt  sie  dann  za  einander,  so  erhfilt  man  die  Gleicbimg: 

10) 

(po— öo)8infüia  +  (pi--5i)8inwao+(;^  — St)8in«7oi  =0 
oder: 

11) 

Po  sin  14^1 2 -fpi  sin  10(0  -f  Ps^in  i^oi  =  OosiniOis  -|-  ^i  9\nfc^+  OssintOoi- 

Sind  Po'pPif  Pt  ^1®  einem  beliebigen  anderen  Punkte  ent- 
sprechenden Perpendikel 9  so  ist  eben  so: 

also  durch  Subtraction: 

12) 

(Po— Po')»«D«^i  +  (Pi— ft')wnti?,o+  (pi-ptOßtntCöi  =0. 

Wenn  man  aus  je  zweien  der  Gleichungen  9)  zuerst  iy,  dann 
X  eliminirt»  so  erhält  man  : 

IX  sin  tooi  =  (po — So)  c<>*  «i  —  (Pi  —  öi )  cos  a^ , 
j:sintO|S  =  (pi  —  €5|)cosas — (Pi— c5j|)cosa|y 

,  X8inf090=(p^— c3s)cosao— (po— 6So)coso2 

und: 

Jy8intCoi  =  (po— So)co8ft— (pi  — f5i)cos/Jo, 
^  sin  «7„  =3  (pi  —  Q| )  008 /?t — (pi  —  Ss)  cos  A , 

y  sin  toso  =  (Pt  —  Sft)  cos  j^o  —  <po  —  üo)  cos  Ai- 

Durch  je  zwei  der  Grössen  p^,  pi,  p^  mrd  also  die  Lage 
des  Punktes  (xff)  vollkommen  bestimmt,  aber  offenbar  nur  dann, 
wenn 


in  aUgemeHter  av^ptiseker  ErUwtckehmg.  405 

sintooi»    sincf^fy    olnw^Q 

nicht  verscbwindeD,  wenn  also  die  drei  angenommenen  Axen  sich 
gegenseitig  schneiden ,  was  wir  demnach  im  Folgenden  stets  voraas- 
•etzen  werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  der  in  Folge  der 
Gleichung  11)  constanten  Grosse 

Po^in  i0|2 + Pi  sintiTso -^  A^intPoi 

aqfsachen.  Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Durchschnitts- 
punkte der  Isten  und  2ten9  2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  Aze 
respective  durch  A^i,  Ai^^  A^^  und  den  Flächeninhalt  des 
von  den  drei  Axen  begränzten  Dreiecks  Joi^^it-^so  durch  A,  Jeder 
der  drei  Axen  wird  nach  dem  Obigen  eine  positive  und  eine  ne- 
gative Richtung  beigelegt.  Die  drei  Seiten  ^^it>  A^^A^^ 
A^A^i  des  Dreiecks  AqiAi^A^  wollen  wir  als  positiv  oder  ne- 
gativ betrachten,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  Aqi,  Ai^,  A^o 
aus  sich  nach  den  positiven  oder  negativen  Richtungen  der  Axen« 
in  denen  diese  Seiten  liegen «  hin  erstrecken,  und  mit  Rücksicht 
hierauf  respective  durch  ij,  s«,  So  bezeichnen.    Weil  die  Grösse 

Po  sin  iPis  +  Pi  sin  to^  +  p^  sin  Wqi 

■ 

constant  ist«  bo  wird  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  ver- 
stattet sein«  dieselbe  auf  einen  bestimmten  Punkt  zu  beziehen, 
wozu  wir  den  Punkt  Aqi  wählen  wollen,  fiBr  welchen  ^0  =  0, 
Pi=0,  und  also  der  Werth  der  obigen  GrSsse  p^siniooi  ist, 
welchen  wir  daher  von  jetzt  an  nur  in's  Auge  fassen  werden. 
Aus  der  gewiss  sogleich  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig.  8», 
wo. «2  negativ  und  p^  positiv  ist,  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in 
allen  Fällen 

2ii=:— %p^,    2z/=— Jof|Sinwoi; 

also 

42l*  =  S6fi<s/issinfroi, 

und  folglich 

ist  Aus  der  eben  so  durch  sich  selbst  verständlichen 
wo  %  negativ  und  p^  negativ  ist,  erhellet  auf  der  Stelle, 
allen  Fällen 

2A  =  «s/it,    2A  =:  SqSi  sinwoi ' 
also 

Theil  XXXVIU. 
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und  folglich 


ist.    Daher  ist  ganz  allgemein: 

/la  sin  tcoi  = --— - » 
und  daher»  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

15) .        J  =  —— 

»ohH 

setzen»  auch: 

16)  .    .    .  f>o8iniO|s-f  p|Sinfi^-|-pt8intOoi  =  «/> 
und  natürlich  auch: 

17)  •    .    .  Oo8inwi2-|- c^i8ini«2o  + cSs9introi  =  «/. 

.  Wenn  die  drei  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ist 
fär  diesen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  p^^zO,  pi=0, 
/j^=0,   also: 

und  folglich y  da  überhaupt  die  QrOgse 

Pq  sin  Wi^ri-  pi  sin  to^  +  p%  sin  troi 
constant  ist,  ganz  allgemein: 

18)  .    .    .  poaintJOi2  +  Pi8inWfQ  +  p^Bintooi  =  0. 

Die  drei  Perpendikel  Pq,  pi,  pf^  betrachtet  man  als  eine  Art 
neuer  Coordinaten  des  Punktes  (a:if),  und  hat  dieselben,  weil  sie 
sich  auf  ein  System  dreier  sich  schneidender  Axen  bezieben, 
Dreiiinien- Coordinaten  genannt. 


Hauptsächlich  müssen  wir  jetzt  zeigen,   dass  die  Gleichung 
einer  jeden  geraden  Linie  auf  die  Form 

1) Lpo  +  Mpi+Np2r=0 

gebracht  werden    kann,    wo    L,  M,  Pi   constante    Gr5ssen    be- 
zetehnen. 
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In  Bezug  auf  das  Goordmatensytem  daf  xff  bat  bekanotfioti 
die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  die  Form: 

2) 2<y  — Äir+C=0. 

Weil  nun  nach  §.  4.  9) 

Po  7=.So  +  2fCosao— xco8/3^>, 
P\  =  ©1  +ycosai  —  a:co8/3|, 

ist,  60  wird  die  Gletobong  1),  wenn  man  dieae  Grossen  in  die- 
selbe einföhrt: 

+  Lqo  +  ^ö|  +  JVSa  ) 

und  Tergleicht  man  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  2),  so 
erhfilt  man  zur  Bestimmung  der  Grossen  L,  M,  N  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

Lcosoq  -f  M C08  Ol  +  Pi C08  a^=:  A , 

Lcos^o  +  ^cos/9|  +2Vcos/?a==^, 

Xöo  +  Moi  +  A'ö,  =  C. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

€$s cos ^1 — c3|  cos ß%,    (dl  cos  a^—  Q^ cos  Ui ,    cos  a|  cos  jS^— cos  ßi  coso^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man,  weil 

.     COS0to(Oj|CO9^  — C3|^C0Sj3a) 
-l"  cos /?o  (^1  <^0S  <^ — Ö^sCOStfi) 

+  ^0(cos€tiCOBß^~'eo»ßicosa^  * 
^      Oo(co8«iCQs/3s— cos^ieosos) 

-|-  ^1  (cos  02  cos  /?o  —  cos  ß^  cos  CKq) 

-|- c5^(co8  cr^  cos  j?|  —  cos  j?o  cos  «1 ) 

=     Oo  siu  ^1  -l-  ^1  sin  tTso  +  ^s  6*1  n  Wqi 
ist : 

i/(c5oS>n^«  H-  c^isintTso  4-  cd^sintroi) 

=  A  (q^cob ßi  —  öl  cos ß^  +  -B(ö,  cos ^2 —  öscosci^)  +  CsioiOif. 
Multiplicirt  man  die  drei  obigen. Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
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m 

ond  addirt  ale  daoD  zo  einander,  eo  erhilt  man,  wrfl 

co8ai(SoC08/3s — Oseos/?o) 

•f  cos /}|  (Si  CO«  Ci^  —  So  C08  fl^ 

-f  cS|(coac%coo/9^ — eoa/XsCoso^) 

^     So(eo8a|Coo/9^ — eos/}iCoa«%) 

•f  iS|  (cdac^eoe  A>-7Coa/)^coaa^) 

=     cSoOinwis-f  Qiointsto-f  cSssinto^ 
M: 

iir(ä^ain«it  +  S|  «(»«te  +  StMBWtot) 

MiMpHeirt  man  die  drei  obigen  Gleidraagen  nach  der  Reihe 

SiCoaA»— -iSoOoej^,    Goeöeai^SiOoeoö*  co8o^coii/}|~coe/)^ei 

nnd  addirt  eie  dann  in  einander,  eo  erhUt  man,  weil 

♦ 

COeO^dSi  C08  A>  —  €5oC08/}i) 
•f  C08  ß%  (Oo  C08  01  —  ^i  COS  O^) 
-{-Q^icOBOo^Osßx  —  C08/9^COSff|) 

=  Ofi(eo9ittYefMß% — co8/3|  coao^) 
-f  0|  (coeoft  co8/3o-~  cos  ^t^oso^) 
•f  Sa(co8fl^  eos/?i  —  cos  A>  cos  ai) 

=     cSo8ini0|a+<5i  sinto^-f  S^isintf^oi 
ist: 

iV^(c5o8int0|«  +  Qisintoso  +  c^tsiniooi) 

=  il(OiCos/3o — €5oCOs/^)-f  ^(c^ecoacri  —  cSiCoso^)  +  Csin«^. 

Also  ist: 

3) 

-.      il(5aCosP|— 5|CosPt)  4-  BjldieoBa^ — 5aC0Stt|)  +  Csianj 

^     i<(5ocos/ga  — Oacosfti)  +  ig(QaC08a^— Opcosiit^  +  Csiatq 

cSq  sin  «Oia-f^i  810^20  4-^18101001 

^     A  (5i  cos  Po  — '  Sq cos  ft )  -t- iB(5o  cos  «t  —  5|  cos  o^)  +  Csio«^ 

"^  So8infOii-f  cSi6iQi0^+S,ein«(v>i 
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e  Ponneln  liefern,  wenn  nur  oiebt 

c5o  sin t9|9  -f  c5]  sin  «0^  -f  Of  ein  tooi  =s 4) 
^    .    n  also  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einem  Punkte  scbnel- 


L}>  fOr  £»  -tf »  N  immer  endliche  vOllig  bestimmte  Werthe, 
■*'^"^ii»al80  zugleich  erhellet,  dass  wir  im  Folgenden  vorauszn- 
S^»jL^.^  ^epSthigt  sind,   dass  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einem 
schneiden,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll. 

n  kann  die  Ausdrücke  für  L,  M,  N  auch  auf  folgende  Art 
en:  > 

4) 

(5g  cos  ft  —  S|  coa  /Jj)  —  B  (S>  co«  aj  —  S]  cos  a^  +  Ceiptrn 
<dosiQt9|f  +  (dl  sin  1920  "f  ^sintPoi 

^(Spcos/^— QaCosPo)  — ,l?(5ocosai  — gacosoö)  +  Csinto^Q 

^0  sin iO|f  -f  ^1  sin  w^q  -f-  ^  sfn w^i  ' 

^^Jbpiai<(5^cosfe  — Opcosft)  — iB(5jC0Sfl^  —  SoCos«|)  +  Csiotcöu 

c5oSint9|2-f  ^isiniOfo+^tsintOoi 

.^^        auch  aaf  folgende  Art: 

G)i  (ficoscfg  —  i^cosp^ —  i3^(Bcos€ti  — Acosßi)  +  ^sintot^ 

Oosint0|2-f  (^isintOsQ-l'^ssintOoi  ' 

S^C^COS  Oq  —  JcOSjgo)' —  Qo(gc08gg  —  i^COg/^)  +  CsHItC^ 

~  Oo8<n^d'fSisin«0^-('e$2sintooi 

_So(iBcosg|  —  Acosßi)  —  Qi  (BcoaoQ  —  Acosßo)  +  Csintopi 
^^      ""  cSoSintO|s-f  c5isint(^4-i02sinfOoi 


Sind  a;^,  A;^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen, 

der  gegebenen  Geraden  liegenden  Punktes,   und   bezeichnen 

"*    i>  ßx  ^^®  '^  ^'^''^  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  der 

*%^'<i^den  Richtungen  dieser  Geraden,  die  wir  wie  gewöhnlich  ihre 

fotitive  Richtung  nennen  wollen,  mit  den  positiven  Thellen  der 

i^-Axe  und  der  y-Axe  einschliesst,  so  ist  nach  $.  3. 1)  die  Glei- 

Anng  der  Geraden: 

^ —  (^  — a;i)cos|?;^  r=  (y — A;^)cosa;i 

^^,oder 

fCOBa^ — arcos/3;^  +  (a;^cos/3;i— '6;^C0Sa;i)  =  0, 

L5  nad  man  kann  also  im  Obigen 
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il=^COSa;^,      B^:Z^Ußj^^      C=axCOBßj^ — 6;^COSC;i 

setzen.    AUo  ist: 

^cosoo  — ileos/^o  =  eosa^coBßi — Cftsßocosmj^, 

ß  COS  Ol  —  A  cos  ^1  :=  cos  tti  cos  ßj^  —  cos  ßi  cos  a^» 

Scoso^ — ilcos/^=coso^cos/S;i — cos/S^cosaJi^. 

Beaseichoen  wir  das  von  dem  Pol  aaf  die  gegebene  Gerade 
geftllte,  n&ch  den  froher  gegebenen  Bestlmmangen  gebSrig  als 
positiv  oder  aÜs  negativ  betrachtete  Perpendikel  durch  O;^;  so  ist 
nach  §.  3.  6) : 

und  bezeichnen  wir  die  von  der  po^tiven  Richtung  der  gegebe- 
nen Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  drei  Axen  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  indem  wir  diese 
Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachten ,  jenachdem  man  sich» 
um  von  den  positiven  Richtungen  der  Axen  an  durch  diese  Wii^ 
kel  hindurch  zu  der  positiven  Richtung  der  gegebenen  Geraden  au 
gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Richtung 
bewegen  muss^  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (jry) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen, 
durch  Wqxp  ^ix*  ^2A>   *^  ^^^  ^^^^  §-"^3),  4),  5): 

sin  Wqx  =  cos  «0  cos  ß^  — ^^cos  /?o  ^o*  ^x » 
sin  14^1;^  =s  cos  ai  cos  ßx  —  cos  ^|  cos  ax , 
sinif^  ^^icoso^cos/Sjl  —  cos/S^cosa;^; 
also  nach  dem  Obigen: 

Acoso^  —  2lcos/^=:sint0o;^y 

B  cos  ffi  —  A  cos  ßi  =:  sin  to^x » 

f  cos  02  —  ilcos/?a  =  sinto^. 

Hiernach  hat  man  also  nach  5)  für  die  Grossen  L,  My  di  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdrucke: 

/    -.  _  Q|  sintoaA  —  cS^sintPiA  -f  (dxsiawit 
""  Oosin  fi?ij  +  ö|  sin  to^  +  QssintToi  ' 

^   *  *  *     *       ■~öosiniri2  +  öiSinir2o -l-öaslnwoi ' 

^     Sq  sin  tcix  —  g>i  sin  wpx  +  Sa  sin  Wpi , 

"'  ^0  ^'^^  ^12  +  ^1 8>n  w^  +  Q%  sin  tooi ' 
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oder  nach  §.  4. 17) : 

x,=_ _ _ . 

i  •/ 

wo  J  seina  ans  §.  4  bekannte  Bedeptong  hat 
Zwischen- den  Winkeln 

«oA>    toiXf    «otA   ond  iooi»    «c'it»    «o» 

finden  gewisse  Relationen  Statte  zu  denen  man  leicht  aof  folgende 
Art  gelangt.    Nach  §.  4.  3),  4),  5)  ist  Bfimllch : 

cos  tooA  =  cos  o^  cos  «A  4-  eos  ßo  cos  ßx , 
cos  «TIA  =  cos  ff]  cos  ax  4-  cos  ßi  cos  /?A  > 
cos  t02X  =  cos  «2  cos  ax  H'  cos  /}f  cos  ßx 

und,  wie  wir  schon  vorher  bemerkten: 

sin  toox  =  cos  «0  cos  ßx  —  cos  /?o  cos  ax , 

sin  toiA  =  cos  01  cos  ßx  —  cos  ßi  cos  aA » 

sin  toaA  =  cos  o^  cos  ßx  —  cos  ß^  cos  ax ; 
also : 

cos  wox  cos  «nA  3=     cos  o^  cos  ffi  cos  ff A^  -f  cos  ^0  cos  ffi  cos  ffA  cos  ßx 

-|-  cos  /?o  cos  ßx  cos  ßi?  -f  cos  0(1  cos  j3|  cos  ffA  cos  ßx  f 

sin  ii>oA  ein  toiA  :=     cos  «q  cos  ff|  cos  /?A^  —  cos  ßo  cos  ff|  cos oa  cos  ßx 

+  cos  ßo cos  j^i  cos  ff a'  —  cos  ffo  cos  ßi  cos  ffA C08|?A ; ' 

folglich  offenbar: 

cos  (wox — tt^iA)  =  cos  o^  cos  «1  +  cos  ßo  cos  ßi  , 
also: 

cos  (toox  —  wiA)  =  cos  u?oi ; 
ferner  ist: 

sin  «ooA  cos  toiA  =     cos  Aq  cos  ff|  cos  ffA  cos  ßx — cos  ßo  cos  «i  cos  ffA* 

—  cos  ßo  cos  ft  cos  ffA  cos  ßx  +  cos  ffo  cos  ßi  cos  /?A*, 

cos  tooA  sin  loiA  =     cos  o^  cos  ff|  cos  ffA  cos  ßx  +  cos  ßo  cos  ff|  cos^a* 

—  cos  ^0  cos /?!  cos  ff  A  cos /Sa  —  cos  «^  €08 /^  cos  ^*  j^  r,- 


412  Gruneri:    Bat  System  der  DreiÜHien'Coordinaten 

folglich  offenbar: 

filnftooA — w\))is^oos^e^eoBßi  -^co^ß^cosoi, 
also: 

siD  («XU — tciA)  =  sin  Wqi  . 

Daher  Ist  überhaupt: 

.  cos  (WQX — uw) = COS  Wqx  ,     sin  («hU— wu)  =  sin  ioqi  » 

8)     j.  cos(ti7iA— ti'sA)=coscPis>    »in(«U— •WA)=?8intou, 

^  cos(toaA — ti?oA)  =  cosfi^,     sin(totA — tooA)=8into^; 

wo  nach  §.  4.  6),  7)  ein  jedes  dieser  drei  Systeme  zweier  Relatio- 
nen eine  Folge  aus  den  beiden  anderen  Systemen  ist 

Wenn  man  die  Grössen  L,  M^  N  als  gegeben  annimmt,  so 
kann  man  daraus  die  Grossen  c5a  and  tooA,  tou»  toiA  finden,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Nach  7)  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

LJ — c5Asint0]«=O|Sint(>2A  —  Jd^sxntoxx^ 
MJ —  o  A  sin  w^  =  öa  sin  tooA — cSo  sin  frsA » 
2Vi/  —  OAsinwoi  =  Oosin  toiA —  öi  sintooA ; 

welche»  nach  der  Reihe  mit  Oq»  ^i>  ^a  multiplicirt  und  dann  zu 
einander  addirt»  sogleich  zu  der  Gleichung 

Iföo  +  ^5i  +  iV^öj— ÖA  =  0 
fShren,  woraus  sich 
9) ÖA  =  iSo  +  ilf  ©i  +  iV^Oi 

ergiebt 

Femer  ist  nach  dem  Obigen: 

il=Zc0SOQ-|-ilfc08O|  -f  ^OOSfl^» 

B  =  Lco8ß0  -f  ^cos^i  -f  iVcos/S» 


und 


also: 


il=:cosa;i,    Bszcosß^; 


cos  0;^  =  Leos  Oq  +  Meos  Oi  -f  iVcos  a^ , 
cos  ß^=L  cos  /?o  +  ^cos  j?|  +  Neos  p^ ; 

woraus  ^ich  sehr  leicht: 


W) 


und: 


H) 


•         •         • 


also  aach: 


in  ati§em€Hitr  atudsfUseker  Entwickelang* 

COSiO0A^=  Xr  -f  ^COSIOoi  4"  iV^COStOjo» 
C08fOlA  =  Xc08U?oi  4-  ^  +  2V^COS10|9, 

C08  toaA  =  Lcosto^  -f  iVcostOig  -|-  ^ 

8iotfHU  =  Jlf  sin  1001  — iVsintc^» 
8tDt0iA  =  i^sintoi« — L  sin  tooi » 
sin  wtx  =  I^  sin  to^ — Jlf  sin  toi^ ; 

iüf  sin  tCfti  —  iVsin  toap 
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12)  .  . 


tangfoo;i= 
tangtoiA= 


taBgto»A  = 


'i  +  Jfcosiooi  +  iVcosio^' 
iVsin  tot^ — L  sin  topt 

ü  cos  »01  4*  -V  -f  iVcos  i«i« ' 
ü  sin  togo  —  ^sin  tO]  2 

liCOStC^  +  ^COSiO|9  -f  iV 


ergiebt. 


§.6. 


Wir  wollen  jetzt  die  Gleiehung  einer  Geraden  suchen,  welche 
durch  swei  gegebene  Punkte  geht. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  (poPiP%) 
und  (po'pi''p%^$  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  durch 

so  haben  wir   zur  Bestimmung  von  L,  M,  N  die  beiden  Glei- 
chungen : 

Ipo'  +  ^Pi' +  iVjP.' =  0, 
Lpo' +  Mp^"  +  Np^"  =  0; 

aus  denen  sich,    wenn  Cr  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,    die 
folgenden  Ausdrücke  ergeben : 

i  =  G(;»iW-P2>i'0. 

I^=^G(p^'po''-po'pt''h 

N^G{po'pi'-pi'po')\ 
also  ist 

(Pi'Pk''-Pt'Pi'')Po  +  (Pt'Po''-PoW)Pt  +  (Po'Pi''-Pi'Po'')Pt  =  0 
die  gesuchte  Gleichung. 


1 
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«.7. 

Wenn  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  jetzt  ü,  M^  N  drei 
beliebige,  nicht  zugleich  verschwindende  constante  GriisseD  be- 
zeichnen, die  Grosse  ;eio  sich  stetig  Terändern  lasset^  und  filr  jeden 
Werth  von  po  die  Grossen  pi  und  p^  so  bestimmen,  dass  den 
beiden  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

Lpo+]lipi+Np^=zO, 

j9o  sin  1012  +  PiSiniTso  +  ftsintcoi  =  J 

genügt  wird;  so  erhalten  wir  offenbar  eine  stetige  Folge  von 
Punkten,  die  in  einer  gewissen  Curve  liegen  werden,  welche  wir 
nun  nSher  discutiren  wollen« 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  dieser  Curve  zwei  beliebige 
Punkte  (poPiP%)  und  {po"Pi'p%)  •»*  deren  Coordinräten  also 
den  Gleichungen 

ipo'  +  ^^l'+^P«'  =  o, 

PqSXXiwi^  +  p/sintC2o  +  ft'sintroi  =  J\ 

^o"  +  Mpi"  +  Np^"  =  0, 
Pq"  sin  iTis  -f  Pi  *'«in  1020  +  P%"  «^"  «^oi  =  «^ 

genügen,  und  lege  durch  diese  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie, 
welche  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

(pt'Pt'-p^'Pi'')Po+(PtPo''-PoP2^Pi  +  (PoPi''-Pi'Po'')p%=0, 
wo  natflriich  immer 

Po  8int0|t  +  pi  sin  w.^^  +  Pt  sin  tr^  =  •/ 
ist,  charakterisirt  wird. 

Ist  nun  (Pa/^i  ^s)  ein  anderer  ganz  beliebiger  Punkt  In  unse- 
rer zu  discutirenden  obigen  Curve,  so  ist: 

XPo+ilfPi+iVP.=0, 
Posintf^ia  +  Pi  sintoso  +  PÄßinwöi  =•/; 

und  wir  haben  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Lpo'  +  Mp^'  +  Np^'^O. 
Lpo''+Mpi"+Np^''^0, 
iPo+AfPi+iVP.^O. 
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Mullipliciren  nir  diese  At*\  Gleicbnogeq  nach  der  Reibe  zuerst  mit 

Pi''P%-'P*P\'    f'iPi  —  P*Pi' >    Px'Pt   —P%'Pi'\ 
dann  mit 

P«'Pu  — Po"/*«.     P%pr,' —  i*«P%  ,    PtPo'  -Po'p*'; 
endlich  mit 

Po' Pi  —  Pi' Po.     PoPi'  —  PiPo.    Po'Ri"— Pi'Po"; 
und  addiien  si«  in  jedem  Falle  zu  einandeT,   so  erbaHen   itir  die 
folgenden  Gleicfaungen ; 

i^Kp.'p«"-ft'pi")pD  +  (p«>o''-Po'Pi")'*i  +  {|'o'pi"-pi>")/*«l 
=  0. 

*l  (Pi'p>"-KPi")/'o+(p.'Po"-Po'p«")Pi  +  (po'Pi'-Pi'Po")  Pt  t 
=  0. 

^l(pi'A*-P«'Pi'')^o+(Pa'Po"-^o'Pi")''i+(Po>i*-Pi';^")'*>l 
=  0; 

also,   veil  L,  M,  JT  nicht  zugleich  vemchwinder ; 
(pi'pt'-P*'Pi')P<>+iPtPö"~Po'Pi')Pi+(poPi"-pi'P<,'')P*  =  0. 
wo  nach  dem  Obigen  zugleich 

P„8intr|)  +  /'iSintOfo  +  P^a\nv>oi=J 
ist. 

Vergleicht  man  Dan  diese  Gleichungen  mit  den  nbif;en  Glei- 
chnngen  ffir  die  durch  die  Punkte  (po'pi'pt')  und  (Po'Pi'Ps") 
gelegte  gerade  Linie,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  (#*oP,  P^  in 
dieser  geraden  Linie  liegt,  und  da  der  Punkt  (PoP,P^  jeden 
Pankt  der  zu  discnürenden  Curve  reprSsenlirti-so  istdiese  Curve, 
welche  ans  den  Gleichungen 

(  Lpo  +  lHpi+IVpi=0, 

'   ;jo*'"«'ia  +  Pi''i'nrM+Pi"in»ui  =  J 

conHtruirl  wird,  jederzeit  selbst  eine  Gerade. 
FOr  diese  Gerade  w-ollen 

$.  5.  für  die  dort  betrachtete  C 

wurden,  jetzt   durch   £,  10,  X 

alle  dort  gebrauchten  Bezeicbn 

Gleichungen  I)  charakterisirte  ' 

wir  nach  j).  5.  tQr  diese  Gerad« 


1 


2) ) 
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Aus  den  beiden  Gleichungen: 
folgt : 

(iviT  -  LH)po = (im— ivaopi , 
{iM'-MfDp^  =  {m  —  iXirh* 

(ÜW- Nin)p^=z  {IM  -  Mi) Po. 

Weil  die  drei  Axen  sieb  nicbt  in  einem  Punkte  sehneiden  dOr- 
fen,  so  können  po»Pi»  P%  nie  zugleich  verschwinden»  ond  da 
immer  eine  der  drei  Axen  notbwendig  von  unserer  Geraden  ge- 
schnitten werden  muss,  so  wollen  wir  annehmen ,  dass  dies  die 
erste  Aze  sei.  Dann  kennen  wir  po==0  setzen  und  erhalten  da* 
her  aus  den  drei  obigen  Gleichungen  die  beiden  folgenden: 

(^IfM  — 2V|tt)pi=0,    (ilfM-2Vni)ft  =  0; 

also,   weil,  da  ;e'o=0  gesetzt  worden  ist,  pi  und  p%  nicht  sn- 
gleich  verschwinden  können: 

und  folglich  nach  dem  Obigen  fSr  jedes  po  • 

(/W-iai)po=0,    (LW-.A«);^=:0; 

also,  weil  p^  nicht  allgemein  verschwindet,  da  die  erste  Axe  von 
der  Geraden  geschnitten  wird: 

80  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

Da  eine  der  drei  GrGssen  L,  ilf,  N  jedenfalls  nicht  verschwin- 
det,  so  wollen  wir  etwa  annehmen,  dass  dies  die  Grösse  L  sei,  und 

t=GL 

setzen ;  dann  ist  wegen  der  obigen  Gleichungen : 

also,  weil  L  nicht  verschwindet: 
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's 

llI_Gilf=0,    GN—'»  =  0', 
so  dat»  wir  also  die  drei  folgenden  Gleicbungen  haben : 

i  =  GL,    m=GlU.    V=GI!T. 
Nach§.S.  10),11)  ist  nun: 

co8u;U=£co««roi +W +»C08ir,«, 

und 

6iniiH)A  =  Wsinwoi  —  Äsinwjo» 
sin  wi  A = M  sin  Wi  t  —  fi  «w"*  «^01  > 
sin  W2X  =  fis«n  w«o  —  W  sin  Wi% ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

costcoX  =  G(i  +  if  coswoi  +  NCOBW^), 
cosiwA=  G(Lcostroi  +  ilf  +  iV^cosw,,), 
cosiwA=  G(Lco»ic»  +  ilf  costc,.  +  2V) 

und: 

sintfH)A  =  G(*sintrüi  —Nsinw^), 
sinffnA=  G(iVsintC|«— i«intOoi). 
sin  trtA  =  G  (L  sin  w^o  —  *8"»»  «^i«)' 

Weil  nun  offenbar 

(L+  JH  cosicoi  +  Ncoswto)*  +  (ilf  sioti^i  — 2Vsinto,o)* 
_X^  +  j|f«+2V*+2Lilfcos«roi+2it^^co8(tPao+i«oi)+2MiCosto^ 

=  i«  +  üf  «+2V«+21Jfcos«roi  +'^*^«^»«^«  +  ^iVLcosw» 

und 

co8iiH);i*  +  sin  wo;.*  =  1 

ist;  so  ist  offenbar: 

3) 

G = ±  (L* + *• + ^*  +2Lilf  cos  woi  +2AriVco8  wx^+^l'  cos  i»to)""*^ 
und  folglich  nach  dem  Obigen : 
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4) 

costooA  =  ±  y  j[^!L|. yn HiVH2I^ Af costooi +2 i»/^co8t^,,+2iVLco8t^^/ 

LcosfToi  +  iÄ^  +  iVcoswu  ^^^ 

co8fPU  =  i: 


V^i«+^/HiVH2Lilfco8Woi+2iWiVco8tr,a+2iVLco«ic». 

cos  tciA = ±  y^  j;s^.]||q^/f  qi^^Qi^^,^;;^^ 

und : 

5) 

M&\\\  tcpi  — iVsintoao 

siniroA  =  +  V  LHiVHiV*+2Lilfco8troi+2iffiVco8w,.+2iVico«io./ 

iVsintri^  —  Xsintroi 
sin  ti^U  =  ± 


V^LH  ^M  iVH2Lilf  costroi+2ilf2VcosfCi,+2iVLcosto,/ 
X  sin  11^20  —  ^sintTia 

also: 

^sintgpi  — iVsinto^o 
tangtooA  =  x+ jn  cos  11^01+ ^cos";^ ' 

.  iVsintr,2  —  isintToi 

6)  .  .  .      <j  tangtoiA  =  j^^^^^^^  +irHMVi5^2  • 

XsintOjo  "*  ^sin«C|2 
tang  WA  =  ico8t02o+)Ifco8tOi,  +  ]y* 

Nach  §.  5.  9)  ist : 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

5a=  G(^«o  +  ^ö,  +  iVö«), 
und  folglich  nach  3): 

7) 

__  Ltop-f  ilf5|  +iV5g 

"^  "^  *  VL« + ^2 + iV« + 2LSr  cos  fTpi + 2^i\rcos  tr7i + 2^Zcosi^  * 


Das    Erscheinen   der   doppelten   Vorzeichen   in  aHen  diesen 
Formeln  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache,  weil  jede  der  beiden 
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und 


ist: 


A  =  L'co8ciV)-f  Jf'cosai-f  iVcosc%, 


—  (JLco8/Jo+^co8/J|+iVcos/J^(L'co8a^+ilf'co8«i+iV'co8aa)  ' 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  hringt: 

(LM'  —  ML')  (cos  oo  cos  ft  —  cos  ß^  cos  «i)  > 
-\-{MN'  —NM')  {CO»  ui  cos/},— cos /?i  cos<%)^  =0. 
■{■{NL*  —  liV')(co8fl^cos/3p  — cos/J»coscJ 

Also  ist  nach  den  aus  §•  4.  bekannten  Formeln 

(LÄf'— ilfL')sintroi+(ilfiV'~iVÄ')ßintCi«+(iVJL'--LiV')sinw,^==0 
die  gesQchte  Kedingungsgleicbntig. 

r 

Es  sei  iPoPiP^')  *>■>  gegebener  Ponkt,  durch  ivekhen  eine 
mit  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten    Geraden   parallele    Gerade   gelegt   werden    soll. 
Beseichnen  wir  die  Gleichung  dieser  gesuchten  Geraden  durch 

L'po^M'fH^J!Pf^  =  Q. 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  L'^  M' »  W  offenbar  die  bei- 
den Gleichungen: 

L'po'  +  M'p.'^N'tH'^O, 

(LM'-^ML')B\nwoi+(M^—J!fJ^>^^^^+iNL''-LN')Binw^=0 

oder: 

L'po'  +  M'p,'  +  ]S'p^'  =  0. 

(üfsintooi — Nainw^)L' 
-f  (iV^sintOi,  — JLäintToi)^'  }  =0. 
-f  (jLsinto^ — MBlntoi^N' 
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Also  ist,  n-enn  G'  einen  geniaaen  Factor  bezeichnet: 
L'  =:G'ipi'(Ziflln(Cjn  —  ÄBinwn)  — ^»'(iVsinwij  — t  «iowoi)!. 
JW'  =  G'ip«'(^einMoi  —  A^sinwan)— po'CI'Bin«»«.  — Ws'D«',,)!, 
iV=Ctpo'(A*'"'''n  —  X-sinicoi) — Pi'(Wnintcni— JVainwjn)!; 
oder: 

jlf'  =  G'|JW(po'"'>«'ia+Pi'''i"'«'t(i+/»2'*'''««ni) 

—  (Lpo'  -)-  J*pi '  +  Tipt')  sin  wj„  i. 
iV  =  G'lff(P(.'siniH!|,+pi'einiPjo+p2'sinwo,) 

-  (tpö'+JI'/'i'  +  JVjOs'nwoii; 
oder: 

t'  =  G'\LJ  ~(Lp^'  -i  Mpf'  -\ Npi')»\nv>,^\, 
la'  =  G'\MJ~{Lp„'  +  jtfp,'  +  iVp,')Rinw«i>l. 
iV'  =  C'lJVJ  — (tpo'  +  Wpi'  +  ApaOe'nwoil; 
and  die  gesachte  Gleichung;  iot  Tolglich  ; 

\LJ  —  (tpo'  + Wp|'+iVpa')8int(j,j!pn   i 
+  iAr/-(£p„'  +  jtfp,'  +  Apj')»'m«'*ol;»i  [=0, 

oder,  (feil  auch 

poSinw„  +  p,  sinip^  +  PaBiiiWoi  =  J 
ist: 

I^  +  *p,  ^  Apa  -  (tp/  +  «p, '  +  Ap,')  =  0 , 
oder: 

L{po-pJ)  +  «(p.  -p,')  +  iV(pa-pa')  =0. 

§.  10. 

Uni  den  Dnrchscbnitti>piinkt  der  beiden  durch  die  i 

Lpo  +  *Pi  4  Apa  =  0 ,     L'po  +  M'p,  +  iVp»  : 

cbaraltterieirten  Geraden  zu  finden,  nnllen  wir  d)<>sen  Du 
pankt  durch  (poPi  Pa)  beieichnen ;  dnim  haben  wir  : 
mnng  der  Conrdinafen  p».  p, ,  p,  die  drei  Tolgenden  G 
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PoSinwi^+PiBinWfo+Ptsmwoi  =  •/; 

wo  bekaantiicb 

J^^Q  sin  Wi2  -f  €5|  sin  w^  -f  ^a  sin  u^oi 

ist.    Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt,  wenn  G  einen  ge- 
wissen Factor  bezeichnet: 

Pi  =  G(NL'  -LN'), 
p^^^GiLM'-MVy, 

also,  wenn  uian  diese  Ausdrucke  in  die  dritte  Gleichung  einfuhrt: 

C^_ i 

^~(L  W'-MV)  sin  tTo,  +(i»/iV'— iVyWO  si  n  «?„ + (AL' —LA')  sin  to»,' 

und  foiglicb  nach  dem  Vorhergehenden: 

(JiA^— JViffQy 

''^""(iilf'-ilfLOsintroi  +(i»fiV'— iV^')  sin  Wi,+^?L'— LiV)  sin  10,0' 

(iVL'— LA')  J  _ 

''»""(Lilf'-il/L')8introi  +(MiV'-iV^')8^na>|,  +  (iVL'— LA')»>nfr^' 

{LM''^ML')J 

Wenn  der  gemeinschaftliche  Nenner  verschwindet  und  nach 
§•  8.  also  die  beiden  gegebenen  Geraden  einander  parallel  sind, 
so  führen  die  vorhergehenden  Ausdrücke  auf  das  Symbol  des 
Unendlichen. 

§.  II. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  Efitfernung  E  der  beiden  ge- 
gebenen Punkte  (poPi*Pt)  «n<^  iPt!'Pi'p%')  von  einander  be* 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
dieser  beiden  Punkte  durch  x' ^  y'  und  x" ^  y" ,  seist  bekanntlich: 

Po'  =  (öo— ^Ocos/Jq  — (^o— yOcosoo» 
pi' = (ci  —  x')  cos  ft — (*!  —  y')  cos  tti , 

p,' =  (a,  -  ar')  CO8 /3, — (6, — yO  cos  c% 
und 
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Po"  ~  («0  — V)coBj3o— (*a— y')co80o, 
p,"  =  (ai  —  j;")coaA — (6, — y^Jcoav,, 
p,"  =  {a,— x")co8jS,— (*,— jOcoB*^; 
also: 

p„'— p„"  =  {ar"— j:')co8ft,  — (p"— y')coBBb. 
Pi'-pi"=(^-ar')co8j3,  -  (y"-»')  coa«», 
ft'  — P»'=  (a^— iJf')coB(S,  — {y*— y)coa«,; 
und  rolglich: 

(K-Po")* 
=:(:t'-a^»co8A,«+(,'-y")«CMV-2(ar'-^)(s'-j")co«ttoC09|So, 

(Pi'-Pi')* 
=  (;c'— j!')*co«ft  •+<»'— y'j^co»«,"- 2(0:'-«")  (y'-y")  cos  ff,  co#|S„ 

(ft'-p.*)' 
sCx"— a;0*«<»(3»"+(y'— y")'co8«."-2(*'-'*")<y'-y')«)»'>i<:o»|3i. 

Mnlliplicirt  man  diese  Gldchnngeo  nach  der  Reihe  mit: 
coaa,  ccisa|(ccis«|CDa^i — coh^i  cosog)^  cosiiiGoaafSintOia, 
coi>atGosao(coscC|Co8^o  —  cos^cos«^)  ^  coBc^coBffo8'''*''M' 
coSBpCoeff,  (co8a^ca8|J, — coe^^cosai)  =  ca8(^^C08cti  ainwo, 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man: 

( p«' —  7>o' )*  coa  ffi  cos  ffg  sin  fOia 
+  (pi'— Pi'')"coBOaC08«„8in«i^ 
+  (Pj'— P»')*coBo^coa«,ein«^, 
i       cosft 

=  {x'-3^)*   \    +COBft 

(  +C08A 

Mnltiplicirt  man  dsRegen  die 
R«he  mit; 

Gos|3icaa^(co8B|COB|Sf — cos 
coa  jS,  cos  |!o  (coa  o,  CM  Ai  —  CM 
co8^cos^,(cosooCobA— cos 
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und  addirt  sie  dann  zu  einander,   so  erhält  man: 

+  (Pi'—;>i'')*cos/jjcos/5o8intc2o 
+  (p^  — P»")*  cos  ^0  cos  ßi  üin  to^i 

iCOS  «0*  cos  ßi  cos  /?2  81  n  tO|  £ 
+  cos  «,  *  cos  jJj  cos /3q  an  tojo 
+  cos  cf2*cos  ßo  cos  ft  sin  troi 

Sehr  leicht  erhellet  aber,  dass 

cos  ß^coB  Ol  cos  o«  (cos  Ui  cos  /^^  —  cos  ^1  cos  <4) 

+  cos  ßi  *COS  1X2  cos  «0  (cos  O2  cos  ^0  —  cos  /?2  cos  CKo) 

•f  cos  ß^  cos  Oq  cos  Ol  (cos  Oq  cos  /9|  —  cos  ßQ  cos  «1 ) 
=     cos  fXo^cos  ßi  cos  ^2  (cos  «1  cos  ßq^  —  cos  ^1  cos  02) 

-|-  cos  «1  ^  cos  ^2  cos  /?o  (cos  02  COS  ß^  —  COS  ßq  cos  Oq) 
•f  cos  «2^  cos  ^0  cos  ^1  (cos  O^  cos  /9|  —  cos  ß^  cos  0| )  f 

also  auch,    «^enn  man   diese  beiden   gleichen  Cürussen    durch    1$ 
bezeichnet : 

jS  =  cos  Oq*  cos  ßi  cos  ^2  si  n  ^1 2 
-{■  cos  O|^cos  /92  cos  ß^  sin  1020 
4-  cos  1x2*  cos  ßQ  cos  /9|  sin  Wqi 
=  cos  j?o*  cos  0|  cos  02  sin  tri 2 
+  cos  ^1 '  cos  02  cos  «0  sin  «020 
+  cos  /?2*cos  Oo  cos  Ol  sin  tooi 

ist,  und  dass  man  daher  nach  dem  Obigen  setzen  kann : 

{x*  —•  x")^  S  =     (Pq  — Po")*  cos  Ol  cos  02  sin  a>,  2 

+  {pi  — pi  '')*cos  02  cos  «0  sinfC2o 
+  {p%  --p2")*cos  Oo  cos  «,  sin  Woi , 

(y'«y')«5=:     (po'-Po'')*cosftcos/J28inwi2 

+  (Pi'— Pl'')*COS/32COS/Jo8intC20 

+  (P«'— iPt")*cos/3oCOsft  sincToi ; 
also  offenbar  durch  Addition: 

£•«=  (po'— ;>o'')*«'n«^i»costr,2  +  (Pi' — PiV«inw2oCost02o 

+  (;>*'— P«'')*«8n  «'Ol  costToi 
oder 
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Nun  ist  aber 

S=     cosao*(co8t()|s  — cosBi  C08(i(}8inW|B 
-(•cos(i|*(cos«>y) — GuR(4Coac^)aiDiOtu 
-f  G09(i^'(coflUoi — cosaQC08a|)sintru, 
=  co8ao*sini(i||('osir||-|-co8(r,*8in»]KCa8t(^4co8c>^*8iDiet)|C(»tetii 

—  C08(EoC08cr|  cos «t|(C08C^, sin I0,,-|-C08 0,810 U)^-|-G081%8iD »Ol), 

S=     GO*A>'(cos<C|9 — G08|S,  co8jSt)*inie,a 

-t-C08(!,*(C08U9i, — COS|^CO8jS;))8mi090 

+  coB  /Jt"  (co8  »dl  —  ccw  ft,  eo8  ft )  sId  »o, 
=:GO8|^*8iDio,,C08ui,a-f  coB^,*Biau>(oca8u^-fcoB|Si*8intOo,  coBtoo, 

-co»(J(,coBjS,co8)S,(co8Ä,sliiw,,+co»ftsinw^fcosj3,8inw„,)j 
also,    IT  eil 

cnB(to8int0|a-|-  coB(i|SiDWto  +  cnBOjSiDWoi  ^0, 
co8^o''"*i''is'f'  co8i9,  »inioio  -f  coBjägBintcoi  =:0 
ist: 

2.S=C08(«„*8in3t(i|s-f  coaai'sinSwga  -f  coBo^^BinZiPoi  > 
25  =,  ccw^„*sin 2io,,  +  cos ft 'sinSw»  +  cos ^«sin 2wo, ; 

unil   folglich  durch  Addition: 

iS  •=  8in2uioi  -f  8in2to,s  ^  sinStOio- 

Also  ist  oach  dvm  Obigen: 

j«-«(Po'-;^'')'"i"2ic,.4(p.'-pi'')«»in2«^-Kp,'-p,')«8ip2wv>i 
8in2woi +  s'"2w|, +  "'"'>"- 

Fflr  jede  drei  Winkel  x,  y,  i  ist  beb 
«in:E  f-  ^iny -faini 
=  8in(«  +  y+i)  +  48ini(x  l-y)siiili 
also; 

8in2wni  -f  sinSto,,  f  sin 
=  Bin2{woi4u),,(-ioi(,)  t-48in(feni  |-w<,t)8iD( 
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aber 

sin2(troi  +  Wi«  + tojo)  =  28in(troi  +  Wi^-\rW^)coB{p>ox  +  to«  +  «Oio)» 
und  folglich  nach  §.  4.  8) : 

also: 

sin  2troi  '^  ^^^  ^^^\%  ~t-  sin2tO£Q 
=  4sin  (tToi  H-<<^i2)sin(«'i2  + t<'2o)^>n  («»lo  +  «»oi)» 
und  daher  nach  §.  4.  7) : 

8in2tOoi  -f  sin2tois  +  sin  2fOso  =  —  48iniOoi  Bintoissinte^o. 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

j^_^     (Po^~Po^0^gin2fCi,+(/?i^~y/)»sin2fp^4^(p,---;ia^)«sin2t^ 

2  sin  tToi  si  n  fO|  ^  sin  to^ 

oder: 

j     sintooisinioso  siotoissintooi  sinto^sintf^i^    ( 

Denken  w\x  uns  um  den  Pol,  der  natilrlicb  jeder  beliebige 
Punkt  sein  kann,  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreis  beschrie- 
ben, so  ist  die  Gleichung  dieses  Kreises: 

^2  ,  (Po  — ^o)*co»«>i«  ,  (Pi  ~c5|)^costi>yt      (;ag~Q2)»costOoi  _  ^ 
sintToisintoso  sintoi^sintroi  sinfr^osint^is 


§.  12. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  die  Punkte  (po'Pi'P%) 
und  {po"Pi'p^)  ni'i^  einander  verbindenden  Geraden  seien  p^,  p^^  p^ 
Um  diese  Coordinaten  zu  finden,  wollen  wir  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  (Po'Pi'p^)  ""^  ^Po" Pi" P^)  durch  x\  ff 
und  X** ,  y"  bezeichnen.    Dann  ist  nach'§.  4.  13),  14): 


ar's 
x'b 
x'i 

.V'« 


n«^oi=(Po'— <^o)^osai  — (pi'  — üi)co8cro, 
nt0|2  =  (pi' — 65|)coso^— (ps'  —  €5s)coso, , 

n  tojo = (Pt' — ö«)  cos  oo  —  (po' —  öo)  cos  c% ; 


nwoi  =(Po'— öü)co8ft  —  (pi' 
n«^t  =  (Pi'— öi)cos/J,— (p,' 
n  VD^  z=,{p^'^  öt)  cos  /So — (po'  ■ 


-65|)c08/9o, 
€5s)C06/?|, 
Öo)C08/8, 
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lind; 

a"8in«>„,  =  (pu"  — So)co8«t,  — (pi"— Ö,)C08Bo, 
:c"*iinw„  ={p,"-  S,)cosoa— (p,"— öt)co8o,, 
:r"6inwTO=(p,"— öjlcsBu  — (Po"— "o)c*»8  04; 

y"  8inw,,|  =:{po"— C5„)C08]3,  — (pi"  — Ö,)cos^o. 
S-.ln«i„  =  (p,"-5,)co8;5,-(p,"— S.)i!osA, 
y"8mwa„  =  (p,"— öa)co8/Jo  — {pu''-öo)««8^; 

also  durch  Aildilinn ; 

«»■  +  x-)8ini»„,=U(p„'-tPo")-»olt»«''i-U(Pi'+>'i"'-"il""°»- 
t(»-+;i")8in«.„=  I «p,--tp,") - ö, IC08..,-  H(p,'+P,')-0.|co8i.„ 
J(«'+/i-)8ini»„=H(p,-+P3")-»>l""°"-'*'''"'+'*"'~"°'™'"'' 
«S'+S')™«'.i=l«Po'+''»")-"»l"'A~'*'''' '+'"'"'""''"■'''" 

l(ä,'+j").i»i»„=li<P,'+p,")-».l="fo-l«;'»'+/'o")-"»l«»"^- 

Weil  »on  bekannllioh   i(i'  +  i"),   i(»'  +  j")   <«•    r.chtolokligen 

CoordinalsD  dc8  Ponkles  (ftPiP.)  •l"d.  80  ial  nach  §.  4.  9): 

Po  — 5o=l(ff'+y')co80o— J(;r'  +  3:")C08PB, 

p,  _a,  =  «s'  +  j'lcoa«,  -  4(J:'  +  »")c<i8ft  , 

p,-üj  =  i(j'  +  s")co8o, -««■  +  »") co8P,i 

folKÜch  nach  dem  Vorhergehenden: 

(Pb-»o)8in"i.=     |S,-l(p,-+p.")l(cn»",coBA  -coafoeoa.,) 

+  |ö, -;(Pi'+Pi")l  (cnaatcoBjSu— coe^acosoo). 
(p,-i5,)8in«v=     |5,-l(p„'  +  P„TI(c"8.,co8(i,-co8ftcn..J 

+  löa— KPa'  +  KOUcoaooCoeft— coaßocoso,), 
(p,-äj»i"«i=      |5,-i(p,'  +  p,'')l(cn8cr,cn8?«-co8|J,eo8«„) 

+ ;  Wn — i(Po' +  Po")  I  ft^""  "' *^"'' l*«  ~ '""  ^* ''"'"^*  ■ 


(Po-»o)»'»«'r8=l"«~*<P''+'^"""'°"°'  +  '"'~*''^ 
(p,_ö, )  Bin  Mm = l  «o— 4(  po'+po'0i8inrc,a+l  Ö,— i(p; 
(p,-5j8in«i„,=15,-J(p,'+pr')l8inKiM+|5„-J(P( 
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und  hieraus  offenbar: 

Px  sin  t€2o  =  J'-  Kpo  +  Po") ««"  tt^itt  —  ÜPz  +  P^)  s'"o  «'oi » 
p«sinfc?oi  =  ^—iCpi'  +  f^i'Osrnwa,,  — Kpo'  +Po")85«»W|»; 
oder 

'sin  Wi  ^■\rpi  "«in  «^to+i»*"  «'•  n  itoi  )  ^ 


=  -/+i(Po'+Po  Oß««««!«— i<  >» 

^  +(/?0"8>' 


Pi  sin  1020 


4      (Po  sintCia+Pi'sinw«o+PÄ Siosol)  ) 
^  +(Po"8inwia+Pi"8inirao+P«"sintroi)  > 

Ps-sintc^oi 
f     (Po'sinti?i4  +  pi'8intU2o+/?t'sin«Jtoi) ) 

fofglich  offenbar: 

Po  =  i(po'+Po")>    Pi=4(Pi'  +  Pi"),    ft=i(p*'+Pt"). 

Durch  eine  ganz  einfache  geometrische  Betrachtung  fiberzeugt 
man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke;  es  kam 
aber  hier  darauf  an,  dieselben  ganz  allgemein  analytisch  zu  be- 
weisen,  wie  alle  Formeln,  auf  die  uns  diese  Untersuchungen 
fuhren  werden. 


§.  13. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bestimmung  der  von  den  beiden 
durch  die   Gleichungen 

Lp^+I^Pi^tfp^-O.    L'po  +  M'px+^'p^=zO 
charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen  Winkel  über. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  einer  jeden  dieser  beiden  Gera- 
den mit  den  positiven  Theilen  der  x-Xxe  und  f/-Axe  einschlies- 
set,  respective  durch  <jp,  i^  und  <p\  ^';  so  ist  nach  §.7.8)  na- 
türlich ohne   Beziehung   der  oberen   und  unteren  Zeichen   in  den 
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Kufiuelii  rar  cos^,  cos^  ■■'"I  coa^',  cosifi',  nobl  aber  mit  Be- 
aieh^iii;  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den  Formeln  liBr 
c«8qD,  üDs^i  und  eben  ho  in  den  Formel»  für  cos<p',  coetf''  auf 
einander: 

Lcoattp  t  jWcoBct^^  iVcos«, 

':o»<p~±  y  £^^,^;vs^.2/,^cog^^^^.,,/j|Vi:o8«.„+iyVi-co8w„' 

_      Lco8fe-f  <Mco8|3i  +  JVcobP, . 

''"**"      Vi.H,ÖH'iV*Ti£«eo9w^+-iÄ/iVcoTw,,42iVt^t47M' 

und: 

coagi' 

It'coaon  +  ^'cnag,  +  ycosa^ 

~      V^i'«+"jtf'*+Ä'»+2L'itf'co8»o,+2*'iV'co"^it>„+üiV'L'ro8iPj„' 

CO-*' 

—  1.      _        _  L'cosft,  +  if'c"sg|  +iV'cog^ ^       . 

~      ^r'H^TiV^li'^'co8u^,,+2S''iV^Ö8^+2ff'L'costr4o ' 

alüo: 

cos  qp  cos  9)' -(- cos  IfiCOS  tf;' 
1     (tcOSa„+<tfc08(i[,  +  flrc08i(4)(L'c08o„+J!/'c08iri-fJVc0804)l 

i+(Lcoti|3.,+A/cf>»(J|+iycos  j3a)tL'co8i3„+«'roBg|+JV'co8ja,)\ 


Y. 


(L«+ Jlf »4  iV«+2  £. jW  CO»  wn, +2*A  coP  w„+2 JVf,  cos  wm) 
X  (L'*+Jf"+iV'H2i**'coal^^„ +2JfWe08ir„+2jV'i'C08««,) 

Bezeichnen  ivir  nun  die  von  den  beiden  ßeeehenen  Geraden 
eingeMblosaeoen ,  180°  nicht  üb  erst  ergenden  Winkel  im  Allftemei- 
nen  durch   IF,  so  ist  bekanntlich : 

co«iy=  J:  (cos  9)  cos  7'  +cos»(icn8*'). 

also  nach  dem  Vorhergehenden  : 

cos  W 

i    (£,co8(!u+jtf':o8n,+JVcoso4i)(i'co8au+,I/'co8t(, 


V: 


(LH>IP+iV*+2i*co8Woi+2'WÄ^eo8to,a+2 

X(i'HJf'HJV'»+'2£'*'co8W„,+2ifjV'co8iP„+S 


Leicht  ergiebl  sich  aber,  dass 
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{L  cos  Oq  -|-  ilf  cos  «1  +  iVcos  «t)  (L'  cos  a©  +  ilf '  cos  a,  -f  iV'  cos  o^) 

+  (L  cos  /Jo  +  ^  coö  ßi  +  -^cos  /S^)  (1'  cosßo  +  M'  cos  ft  +  TV'  cos  ß^ 

=  LL'(cosao*+cos/3o*;+^^'(co8ai*+cosft*)+iViV'(cosa^*+cos/5t«) 

+  (Lü '  +  JÜL')  (cos  fXo  cos  «1  +  cos  ^0  cos  /J, ) 

+  (MN'  +  NM')  (cos  ttg  cos  o,  +  cos  ft  cos  ß^ 

+  (iVL'  +  LiV')(cosfi^cosoo  +  cos/SjCos/Jo) 

=  IL' +  yn  ilf' +  iviv' 

+  (L»'  +  iffL')cosiroi  +  (i^f^'  +  iVil/')  cosW|,+(iVL'+LiV')costo,o 

ist;    also  ist: 

cos  W 

^  LU  +  MM'  +  iViV' 

_     ('\-{LM'-i'ML')cosu)oxHMN'-\-Nit)coswi^^-(NL-^LN')cQBU)^' 
~     4/       (L*+  ilf  •+  N^^^LMcoswqi  +2üliVcosir,,+2i\rJCcöst^)' 

^  X  (X'«+  M'^^N'*  h'iZ'lTcostDoi  +2if  A^cosiC|«+2TV'Ir'costejo) 

woraus  sich  auch  zugleich  ergiebt^    dass 

LL'  +  MM'  +  iViV' 

+  (Lyif'+il!fL')coswoi  +(AfiV'  +  iVilf')cosfc,2  +  (iVL'  +  LiV)  cos  10,0 

=  0 

die  Bedingungsgleichung  der  Perpendicularität  der  beiden  durch 
die  Gleichungen : 

cbarakterisirten  Geraden  ist.     Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf 
folgende  Art  ausdrOcken: 

(L  +  üfcostToi  +TVc08IC2o)^' 

+  (LcostUoi +  ^  +  iVco8tru)ilf'  )  =0 
+  (Leos  tTjo  +  ^costr,^  +  N)  N' 


$.  14. 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gebt  und  auf  einer  gegebenen  Geraden 
senkrecht  steht,  und  bestimmen  zugleich  die  Entfernung  des  gege- 
benen Punkts  von  der  gegebenen  Geraden. 


fn  altgtmtiner  anati/titcAer  Ettl«ickelung.  43) 

Der  gegebene  Punkt  sei  ipo'pi'p*')'  ^*^  Gleichnng  der  gege- 
benen Geraden  sei 

and  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sei 

so  haben  wir,  «-eil  der  gegebene  Punkt  in  der  gesuchten  Gera- 
den liegen  soll,  und  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwicLel- 
ten  Bedingungsgleichung  der  Perpendicularitfit  zweier  Geraden, 
aar  Bestimmung  von  L',  M' ,  P/'  die  folgenden  tileicbungen: 

Po'i-'  +Pi**'  +p»'A'  =0, 
(Ii-f  ^costdQ,  -|-^c08ni(o)^'    1 
+  (tco8M„,+Jlf-fA'cosie,Jj»'  C=0: 

+  (IiCOSW^+itfc06M,,  +  A^)flr'   3 

aus  denen  sich,  wenn  Cr'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  sogleich  : 

r'  _  d'  i       Pi'(^Cö««o»o  +  Afco8ii),j+  iV)  I 
— Pt(LcoBWoi  +  Jlf  +  Acoswij)  i 
]»■  =  G'  \      ^*'^^  ^  WcoBKToi  +  iVcosw»)  i  ^ 

N'  =  G'\       A'o'(''*^*"<'^n  +  *  -f  JVcnsKi,  J  i 
'  — Pi'(L  +  Jlcostooi  +  iVcoaw>M)  ' 
ergicbt,   wo  es  aber  offenbar  genfigt, 

L' =Pi'(I(  cos  H!^  + /tf  cos  «11»+ 2V)—pa'(icoa  tooi +Jtf+^co8  «!,,), 
Ä'=Pa'(li  +  Jlfco8«i(„+AcoB«j^)— P0'(Lco8»(ijo+Jl'co8Wn+^). 
N'  =pa'(LcoKtBfn  +  W+ A^coswia)— Pi'(l'+  JtfcostPoi+^cos«?^) 
zu  setzen . 


1 
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=p,'(L«+ilf«  + ^« +  2Zrilf  costTo, +2^2\rco8w,t+2iVZ,co«to«,) 
—  (Lpo'  +  ^Pi  +  ^P%)  (^costToi  +  -^  +  2V^co8ic,a); 
also,   weil  bekanntlich 

Pfi'sinwif,  4  pi'sintr^o  +  fij'sintroi  =•/ 
ist: 

(Liü '  ~  iüL')  sin tTo,  +  iMN' -  iV/H')  sin tr„  +  {NL' — LiVO  sin  ir» 
=  •/(£.*  +  iH«  +  iV«  +  2Lilf  costTüi  +  ^MNcoBWx%  +  2M.co8ii?«>) 

1(L-f  ^cos  tToi  +iVcos  WfXi)  sin  tTis 
+  (Lcostroi  +ilf +iV  cos  tTia)  sin  ta^o 
-t*  ijj  ^^^  <^  'f  '^cos  tcit  -f-  iV*)  sin  tooi 
=  7(L«  +  iH «  +  iV«  +  'ILMcoBWox  +  2i«f2V^co8ti^i«  +  2iVL  cosio») 

/       L[siniris  +  sin(t02o-|-«'oi)]  \ 

+  iV[gin  tüoi  +  sin  (tr,2  +  tujo)] 
und  folglich  nach  §.4.  7): 

(Lilf'— iHLOsinwoi  +  (iHiV'  — AWOsintru  +  (iVL'-  LiVOsintr«o 
=  J(L*  +  Üf*+  A«  +  2Lilf  costToi  +2i«f2\rcostr,,  +  2iVZ,costr«). 

Bezeichnen  irir  nun  den  Fusspankt  des  von  dem  gegebenen 
Punkte  {poP\P%)  auf  die  gegebene  Gerade  geßiliten  Perpendi- 
kels durch  (poPiPi)^  so  ist  hiernach  und  nach  {.  10.  offenbar: 

_     ,  _        {Lpf^'-\rlUpi'-\-Npt')  (L+Mco8u>oi  +  iVcosto^)) 
Po —P»        i%^jif%^y%  ^  '2LMC0S  Wo,  +2i«fiVcos  Wi^+2NL  cos  tt^' 

_     ^       _    (Lpo'  -f  Mpi ' + Np^')  (L  cos  top,  +  itf  +  iVcos  tci  ^ 
Pi  -P\       LH^HN^  +  'iLM cos woi+2MNco6u>i^+2NLcosw^* 

__     ^  (Lpo'  4-  Mpi'i-Npi)  (Lcosto^o  4-  ilf  costC|2  -|-  iV) 

''*  —  ^'""L«+^HA*+2Zri!lcosi0o,+2if/iVcosti7,2+2iVLcosiojo" 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  Punkte  {poPi'p%)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gefällte  Perpendikel  durch  P,  so  ist  nach  §.  11.: 

)     sin  ti^oi  ®'<"  <^to  ^'i'i  toia  sin  t^oi  sin  «'so  sin  wi%    S 

Führt  man  in  diesen  Ausdruck  aus  den  vorhergehenden  Formeln 
die  Werthe  von 
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(Po— Po')'.    (Pi— Pi')*.    (Pt— Pi')" 
v'm,    HO   ist   in  dem  dreitheili^en  Psctor  dea   dadurch    sich    erge 
Uenden  Ausdrucke  d«r  Factor  von  £.*: 

cosioit  costPnj'cosMi^j       cus  Wjq'cos  togi 


1810,8  + CO"  Wuicnaw^a^'nCw^  +  Woi) 
ßinwniBiiiw,,8inw^ 


_ainw?(a(co8ioja  — 


_  »in  tO|  a  i  coa  (ican+"^i )  —  co»  tPQi  cob  te^l 
sintCot  Binwiasintutfl  ~ 


coBWoiCoatCia      coew^,  coau^n     coa icm cos ton coa «egp 
sinui(,|Sin«igo        sintPiasintCpi  si)iwj„ainto,j 

BiniOnCOHiPn-l-ainMijoCOBtgt(i+aimpo|C08Hi„cna  w^n 
"*  emwa|8intr,,6int0to 

n  »laCOB  icn+ain  w,o  coa  fctp—  ain  (»n-t«^)co8w„eogioafl 


^COSIOoi 


ainiooi  sintoi(8intOfo 
nwnain«>ao''in(irn-f«»ao)_ 


— r= — GoatCai 


sinwo,  aintvi^aintoiQ 

Auf  diese  Art  findet  man  leicht,  dass  der  in  Rede  stehende  Factor 

—  (i«+JI/»+A'''+2Z.JIfco8K.oi+'2»Aco9tp,,+  2ALco8K^>, 

und  dasa  folglich 

p. (Zyp'+üfp.'+JVp,')' 

'^— ■tHJf«  +  iV«+2LWcoBWo,+2iWiVcoeH'„  +  2;Vico8tt«, 


9-  IJ- 

Die  Bedingunftegleicbung ,  dass  dr 
(Pa'Pi'Pt)-    (Po"Pi"P«"). 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  findet 
wenn  man  auB  den  drei  Gleichungen 


ond  addirt  sie  dano  za  einander»  so  erhSit  man»  «reil 

cosffi  (SqCos/Is — Qscoa^o) 
•f  coa  ^  (cSi  Go«  fl^  —  5o  cos  0%) 
•f  3i(eoai%coaA> — coa/S^cosc^) 
=     @||(eo8a|Goa/S^ — eöa/^coa«^ 
+  S|(cMi%coaA> — coa/S^eoao^) 
•f  9i  (coaoo  cosj^  — coa|9^coa«|) 
=     5o*intPiB-f  SiaiDte^-f  Sasint^ 
tat: 

HaMpHoM  auui  dia  drei  obigen  GleidiaBgen  nach  der  KeSM 
SiCoaÄ>--2S0eoa/^9  SoCÖa«|— Sicoan^»  coai]^coa/!|— coa/i^eti 
und  addirt  aie  dann  an  einander >  ao  erhUt  man,  weil 

co8a^(S|Coa/^ — Qo^o^A) 
•f  €08  h  (^0  ^^^  '^i  —  ^1  ^^  ^) 

=      Oo  (<^^  ^'l  <^8  ß% — ^^'^  ßl  ^^^  ^) 

+  Ql  (C08  O^  C08  ßo  —  cos  ß^  cos  Oq) 
-f  ^(cOBOQCOSßi  —  C08/S)o<^08ttl) 

=     cSoainiOis-f  ^1  sintoao  -f  Cdasintcoi 
ist: 

=  J(Q|C08/?o — c5oCoa/3|)+^(cS^coaa|— ^cSiGosfi^)  +  Cain«^. 

Also  ist: 

3) 

il(5aC08ft — g|Cosj8i)  -|-  g(OiCosaa — S^cosct)  +  Caiatp^ 

Oosint0]9-|'^i8iow2o~f^sii>t<'oi 
^  ^(Opcos/ga  — 5aCoaPo)  +  JB(QaC08<^— ^qCo»««)  +  Caiaai^ 

SoSinfOi^-f  c5|  810  020 +Os  sin  tooi 

••     AJQiCOBßo  —  goco8ft)4-g(5ocosai  —  gtcosop)  +  Cainwh 
"^  {5o^Wia+3i*>nfö|o+iiiaint(V)i 
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n'=Pi'pi"'-Pa"p."'-  Po"=Pi''P*-Pi'Pi''  ^o"=Pi>»''-P«'ft"' 

/•i '=?'»''/'«"— PaV«"".  Pi"=Pt'Po-t>>i"p*'  Pi''=P*Po"-Po'P%"' 

P*'='Po"Pi"'-Pi"po'"i  Pi=Po'Pi'-pt'"po''  Pa''=P»'Pt'-Pi'Po' 
unil:                                                           „ 

Qo'  =  ft'  +  P,'CMIOa, +  ft'C08(mo, 

(^,'=Po'coewM+/*i'  +  P>'coBie,j, 
Q,'=fl)'co8TO»+/*,'costtia+ P«: 
Q„''  =  /»/+/',"cos«i„,+Pa"co8tp„,       - 
Qi'  =  P,"coiiv>„,  +  Pi'  +  Pi''cmw,„ 

Qa"  = />„' cos  »„  +  P, "  coB  w , ,  +  ft* ; 

©„"^Po^  +  Pl^COBWo,  +ft'''c08tt,„, 

Q,"=P„"eo8i»„,  +  /',"  +  /*»"  CO«».,. 

08"=  P„- cos  !«„+/*," tos«.., +  iV; 

dann  sind  nach  §.6.  und  9-14.  die  CIcicbungen  der  von  den  Ecken 

(po'Pt'P»')'      (p<,"Pt"Pi")'      (Po^Pl^Pt") 

des  Dreiecks  auf  die  gegenübeislehenden  Seiten  gersilten  Perpen- 
dikel respective: 

(pi'(h'-pt'Qi')p„  +  (pt'Q.'~P«'Q*')pi-^(p<,'Qi'-pi'Q<-')P*=*^' 
(p,"Qt"-p*"Qi")pA(P'"Q«"-P-"Q'")Pi+(P^"Qi"-pi"Q»")Pt=f>- 

(Pi''ea"'-p."ei"'))»-.+(p«*««"'-pü''ö."^pi+(;'«"'Oi''-pi*e„'>, 

=  0. 
Zwischen  den  GrOssen 

P,,'.  P,',  P,';    Pb",  P,",  P,";    Po",  i»!*.  /»a* 
and 

Qo'.  Qi'.  Qi';   ^o"'  *?,".  <?a";  Oo".  Qi*.  «>" 

finden  gewisse  leicht  zu  beweisende  Relationen  i 
im  Folgenden  zusaro  mens  teilen  wollen. 
Der  Kfirsfl  wegen  selten  wir: 

n=p„xpi"pir-p,"pn-\-po"(pi''p*'-p*'"pi')+Pi 

=PiiPi"Po'-P«"P%")-^i  "(P*''P<.'-P'P%')  +ft 
=^'.'(P.''Pi"'-pr/».*)+Pa"(po"l»i'-Pi''PB'H^i 
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dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 

P,'P<»'+P,"Po"+Pt''Po''  =  0. 
Pi'Pi*'  +Pi"Po"+P^'"Po''  -  0 ; 
Pi,'Pi'+Po"Pi"+P(,'"Pi"'  -0, 

Px'Px'^pi'Pi"  +  prp,"  =  n, 

PiPi'+P*"Pi"+Pi'"Pi''  =0; 

Po'Pi'+Po"Pt"+Po''Pt''=0, 
Pi'Pi'+Pt"Pit"+Pi''Pi'"  =0. 
Pi'Pi'  +  Pi"P%"+Pi'"Pi'"  =  n; 

woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

;o.'Qo'+?».'W+Po«'0."'=  n. 
Pt'Qo'+prQo"+p,''Qo'"  =  ffcosw,, , 
P,'Q«+p,"Qo"-^p,''Q«''=^co8v>,o■, 

;>.'Q.'+P."<?."+P«'"0."'=  JTcosu»., , 

;»a'Oi'+/»."©."+;>.'"0,*=  Hcostc,, ; 
Pc'Qt+Po"Q,"^  Po'Q,"  =  iTc68  tC„. , 

Hieraas  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Summe  der  drei 
üleichungen  1)  verschwindet,  so  dass  also,  wenn  durch  gewisse 
Werthe  von  Pc' Ptt  Pt  zwei  dieser  Gleichungen  erfOllt  werden, 
durch  dieselben  M^erthe  von  />,,  p,,  p,  immer  auch  die  dritte 
Gleichung  erftillt  wird.   Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichung 

p,sinto,,4pi8into,„4p,sinw,,  =J 

und  zweier  der  Gleichungen  1)  die  Grossen  p„,  p,,  p, ,  so  wird 
durch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  Grossen  immer  auch  die 
dritte  der  Gleichungen  1)  erfOllt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die 
durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten  Geraden,  also  die  von 
den  Spitzen  oder  Ecken  des  Dreiecks  auf  die  gegenfiberstehen- 
den  Seiten  desselben  gefüllten  Perpendikel,  sich  immer  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 
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Um  iiHD  die  CoardiBoten  p„,  p,,  p,  das  gemeiBsebaßlichvD 
Darchschiiiltspnnlito  dei  drei  ia  Rede  atebenden  Perpendikel, 
nSrolicfa  der  drei  HDhen  Ae»  Dreiecks,  selbst  zn  bestimmeD,  mds- 
sen  wir  von  der  folf;enden  allgemeinen  Betrachtong  Ober  drd 
GUicbnngen  des  ersten  Grades  von  der  Form: 

anheben.    Bekanntlicb  Ist  in  einem  solcben  Falle  immer,   wenn 
G  einen  gewissen  Factor  beselchnet; 

ar=G(fi„Ci-Cö*i). 

3r  =  G(cöfl,  — ffod), 

t=C(ao6,— *o«i); 
wobei  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  obigen  Systems  dreier 
Gleicliiingen  benntzl  worden  sind.      Finden  nun   aber   die  Glei- 
chungen 

a,  +  «,  +  a,=0,    »o-^A,4A,=0,    «o  +  c,+ci=0 

Statt,   so  Ist: 

«o=-(oi  +  Oa).    fto  =  — (*i+*t).    Co  =  — («i+'^s) 
und 

«i  =— («s+flo).     *i=— (*i  +  *o).     «1  =  — (e«  +  «o)S 
■Iho,    M>ie  man  sogleich  Oberslebt: 

fcoCi  —  Co*i  =  *i««  —  «1*1  =  *9Co  — «jAo. 
eoO|— «o^^CiOi — c,Cg  =>C90o— ai«a, 

uad  blglich  nach  dem  Obigen: 

y  *=C(«oOt  — ''oCi)=  G(c,o,— n,« 

I  =  G(rto6,-6„fl,)=  G((r,6,— A,« 

wo  G  immer  denselben  Factor  bezeichi 

Dans  bei  den  Gieichnngen  1)  die  hl 
erßillt  ist.  brancht  nach  dem  Obigen 
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merkt  za  fverden ,  and  wir  kSnnen  alsq  auf  diese  Gleichunf^eo  die 
vorhergebenden  allgemeinen  Formeln  anwenden. 

Zuvorderst  hat  man  sieh  aber  noch   die  folgenden  leicht  zu 
beweisenden  Relationen  zu  merken : 

Po"  Po  +prPi'  +P%'"Pt'  =  0; 

Po'  Po'  +  Pt'  Px   +  Pa'  P."  =  0. 
VoPo'Wx'Px"  +P>''«."  =  ^, 
Po'Po  ^Px'Px'' \vtP-t  =^^\ 

Po' /»o^H- Pi' ''i*  +  ft' /*«"'=  0. 

PoPo'\Px"Px''-^P%P"  =  0. 
Po'Po''+Pi''Px''-\^Pi'Pt'=n. 

Nach  den  Gleichungen  1)  nnd  dem  Vorhergehenden  ist: 
Po=  GHp^'Qo"  -Po"Q%'HP0''Qx''-Px''Qo") 

-  iPo'Qx'-Px'QiTi  ip^^Qo" -Po'Q*')  I . 

p,  =  Gl  {p^'Qi"  -px'Qo")  (prO.*'-ft"'<?i"0 

-(Pi''Qt"-P*'Qx'')  iPo''Qx''-Px'Qo'')l 

-  {p%''Qo'-Po''Q*){Px'"Q%''-p%'Qx'')\; 

and  folglich,  wie  man  leicht  fibereieht: 

<?-Mn'Po  +  Pi'Pi  + /*.'P.) 

=     I  (/'o'<?o"'+/'i'«?i''+P,'«?,>.*-(Po''n'+Pi''A'+|S''/*.')Q,'l 

XiPo'Qx'' -Px''Qo'') 

+  { (Po'Qo'-l-Px'Qx''+P»'Qt')Po''-(Po''Po'+Px''Px'-^Pt"P»')Qo'\ 

XCPi'Öt^-Pa'Oi'') 

+  \(Po'Qi,''-^Px'Qx''+P%'Qt'')Px''-(Po''Po'-¥Px''Px'+Pn'P*')QM'l 

X(p*''Qo''-Po''Q*''), 
also  offenbar; 

PoPo+Px'Px  +  P*'p^ 
=  GiPo'Qo'+Px'Qx'  +  P*Qt")  (Po'Qo^-^Px'Qx"  +  PtQ*')- 
Femer  ist: 
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p,=  G{(p,-Q„--l'«'<h'Hpo'Q,'-Pi'Qi') 

-  i.p'Q'-p'Q')  (p«'*«'  -p»'e« )  !• 
y,=(;i(p„"o,-— ?,-«„-)  (p,'e.'-i>.'Oi') 

-(prc.'-pi'Oi')"'«'*'-'^'*«'"' 
p,=6;i(p,-e.'-ft'0i')(p.'e»'— p«'*') 

folglich,  wie  leicht  erhellet: 

(i-'Wp„  +  AVi  +  P.'W) 
=     l(Po'eo't,/>,"«i'  +  ''.'«.")»'!' 

-  (Po"''«"  +I>i"Pi'  +p."''.')e."i(po'ei'-pi'ör.') 
+  KP.'Oo'  +  />,"er+''.'ai")po" 

-<Po'Po'+pr''."+p."''«')«"'i(pi'*'-p«'*'' 
+  KPo'eo"+ PreZ+Po'«*')?!" 

-ip^-P,"  -tp'P,"  ■H^'Pt'ld'^fP'O'i-Po'Otl- 

also    offenbar : 

P.'po+Pt'Pi  +  'V'ft 

=  c(/>.'eo"+Pi'ei'+''.'e>')(''o'o«'+'''"''''+''«'*''- 

Endlich  ist: 

,^,=  GI(p,'Oo'-Po'«.')(Po"ei'-Pi'«"") 

-  (P.'<?|' -Pi'Öo')  (P."0o"- Po'«.')  I. 

p,  =  GKpo'Q,'  -P,'Q,')  lPi'Q,'-p,'Qi') 

-(pi'a.'-p.'«:')(po'ei'-pi'Oo")i. 

p,=  Bl  (pi'O,'  -  p.'«i')  (Pi'Oo"  -  Po"«.") 

- (Pt'Qc  -Po'««') (pi"0."-p."«>")i; 

rolgüch  offenbar: 

G-'Ca'Po  +  TPi  +  P«"P.) 

•  KPo'Oo'  +  p.'ei'+p.'e.)?!' 

-(p.'Po'  +  Pi'P|"+P.'P.")ft'l(Po"«i 

•  +  KP.'e.'  +  Pi'O,'  +  P,'Q,)pJ 

-(Po'Po"+pi'Pr+p-'P.")9o'i(pi"* 

+  l(Po"0,'+  P,'<l,i^P,'Q^>Pt' 

-  (Pt'PJ"  +  Pi'Pi"  +  P%Pt')H\\(Px'l>, 
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also: 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  merkwürdigen  Giel- 
changen : 

2) 

Po'Po  +  Pi'pi  ^  Pt'p% 
=  G(/»o'<?o"  +  /*,'Qi"+  Pa'e»")(Po'Qo"'  +  Pi'©i''+P,'ö.''). 

/'o>o+'*rPi +  /','% 

Man  setze  der  ROrze  wegen : 

3) 

^»-Po'Qo" + /*i'ei "+ A'  Ot",  ^ti=Po"Qo' + i*i"e,' + /»,"<?,'; 

^=Po"Qo'+Pi"Qi''+Pt"Q*"',  ^»=Po"'<Ä."+Pi"'©,"+/*,-e,''; 

^3i=Po'"<?o'+/»,*Qi'+  /»«•<?«'.   ^u=A*o'eo"' +  /*,'<?,'" +P,'0,''; 

so   ist: 

und  folglich,  wenn  noch 

^)  ^i  =  ^i«^i»  >     Äa  =  i^as  ^«1 »     ^i  =  ^f  I  -^M 

und 

6) 

7V=  Po'CPrP."-  P«"/'i'")  +  Po"(Pt''P*'-Pt''Pi')  ^ 

i^Po''(Pi'Pt"-Pt'Pi") 

=  P,'(P*"'*o"'-n"P2*)  +  Pl"(P%'Po'-Po''P9') 

+  P,*'(f>,'P„"-Po'P«'') 
=  P,'(Po"Pi"'-  P,"Po'")  +  P,"(P«"'Pi'— Pi"'Po') 

+  V'W/'i"-i'i'i'o") 
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^eaietcl  mrd; 

7) 

,.g.(l>,"f."-f."fi'")+g.(f|'"f.-''.'"f|')+^(''|fi"-f./'i") 
«.=  <■  JV  • 

_  „B;(f,"f„"'-f„"i'.-)+B.(f."f.-Vf.OtgiW«."-''.'f.") 

,.  B,(f."A'"-<'i"''(>~)+g.Wfi'-J'i"'fo')+giWfi"-J\'fl>') 
»=<■ 2» • 

Mittelst  lekhteT  RechoaDg  find«t  man  Hber: 

J>,"i>,"'-J>,"''i"  =  !>«■". 

J"."''."'-V."'=ft'n. 
Vfli'  -  VI'  =  Pi'l. 
f.'fl,"  -p.'J","  =n-n: 

p."«'  -p,-i'„=p,"n. 


>  nach  7): 


und  neil  min  bebaontlicb 

Pa*t"  Wi«  +  Pi  ■'■  w«  +  PS*'"  •"M  =  -^ 
und 

pn'sinw,,   +Pi'itinto«o    -fpa'ain», 

f»<i"a'n*»ii  +  Pi"«'a«^  +!%"•''>•« 
/il,"'»iBW|s+;>i"'aMti>M-f  IIa'"«)"« 
iat,  B«  ial  nach  8): 

1  =  ^(B, +«,+  ».), 
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also 

Gn  1 


N  -B^  +  B^  +  B^' 
und  folglich  nach  8): 


t*0 
7 


9) <Pi  = 


_B,Pt'  +  BtPi"  +  B,p^ 


m 


Bi+ß^  +  B, 


„  -  B,Pt+ B^P%"  +  B,pr . 


tu 


oder  nach  dem  Obigen: 

^12^18  +  ^23^1  +  -^81-^32 

___  -^12^lsPt'  +  ^28-^21^2"'  -t-  ^tl^ZtPt" 
-^12-^18  +  ^93^21  +  -^81  ^^82  # 

Für  die  Grossen 
findet  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  folgenden  Ausdrficke. 

II) 

+  (Pi  'Pt"  +  Pt'Pi")  cos  w„  +  (P^'Po"  +  Pi'Pt")  cos  »^ 

><«  =  Po' Po"  +  fl  '/*!  "  +  Pi'Pi"  +  WA"  +  Pl'Po")  C08  Wo, 

+  (i»,'P,''+P,'P,")co8ir„  +  (Pt'Po"+Po'Pt")'i06ien; 
A^ = Po"/»«"'  +  /•,  "P, "'  +  P»"/»,'"  H  (P„"P,  •"  +  P,  "P„"')  cos  woi 

+  {Pi  "Pi"'-^Pt"Pt '")  COStC,  i  +  (Pt"Po'"+Po"Pt'")c08U)^ 
A»t=Po"Po"  +  A"1 "'  +  Pi"Pt"  +  (^o"i'l '"  +  Pi"Po"')cOBU)oi 

+(Pi"Pt"'+Pi"Pi"')co^u>itMPt"Po"'+Po"Pi")eoBWto; 

A„  =Po"Po'+Pi'"Pi'  +  Pi"P*'+(Po"'Pi'-\-Pi'"Po')co8tOo, 

+  (i'i"'i'«'+Pa"T,')co«w„+(i»a"'P„'+Po"'A')co»a^, 

^.t  =  Po'"  Po  +  fl  "'A'  +  Pt"'P2'  +  (^o"'A '  +  Pi  "'Po')  cos  tCo, 

+  (Pi"'Pt'-\^Pi"'Pi')C0SU>tt  +  (i»,"'Po'+P„"'/»,')COS«M; 


in  allgemeiner  auntnUscker  Enltelckelunff. 
voraus  also  auch  erhellet,  dass  immer: 
12)    .     .    .      Aj^=Afi,     An  =  J„,    ^,  =  J,, 


Die  drei  unser  Dreieck  bildenden  Geraden  wollen  wir  jetzt 
aelbsl  alli  Axen  annehmen  und  die  den  Ecken  oder  Spitzen 

{po"Pt"'Pt")>  iPo'Pt'Pt),  iPo"Pi"Pt") 
gegeuflberateh enden  Seiten  dea  Dreiecks  respective  durch  «q,  «i  ,  o, 
Iiezeichnen;  die  erste,  zweite,  dritte  Axe  sollen  bezieh ongs weise 
den  Seiten  a^,  Oi,  a^  entsprechen.  Bestimmen  wir  non  Aber  die 
positiven  Richtungen  der  drei  Axen  so,  wie  aus  Fig.  10.  von  selbst 
ersichtlich  ist,  und  nehmen,  wie  es  offenbar  verstaltet  iat,  die 
Winkel  tOg, ,  to,,,  tCu  aSmmtlich  positiv;  so  ist,  wie  man  sieh 
ans  Fig.  10.  auf  der  Stelle  aberzeugt : 


=  0, 


p,'=:n,8in«.,j,    pi'=0: 


Po"=0,  p,"  =  0,  p,"=<io6iniPM 

=  a|Sin«)|a; 

Po"'=a,aintOoi,   Pi"'=0,  p^"'=0; 

=a^siBWto 

also  nach  dem  Obigen : 

Pff'  =0,  P,'=fli'einwo,  elnie,,,  P,"  =0; 
fl,"=0,  Pi"=0,  />i"  =  aa*sinte,ssinti^ 
i>,"'=(io«ain«>^Blnteai,    /1"'=0,    P,"'=0; 


ferner : 


Qa'   =fli'«in«io|C*»«'oi«n«>„, 

Qi'  ^Qi'siDw^i  aintPii, 

Qs'  sai'sintpQiBiotPisCosiDix; 

Qt,"  ^os'sintPtasinui^GoatOMi 
Q,"  =:aa*8intr||COswissinM>io, 

Ol"  =:flB'8in»,,COBWjo; 

Qo'" = «o*  sin  w«n  Bin  »Ol . 
0,'"=  Oo'itin  <i>»  cos«»»  sin  »n, ; 


folglich : 
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^i%'=^^\  =  ai^a^Bmw^  0inii|^  sin  «»i^  .sin  «i^  co8«itt 

und  hieraas: 

Iao*  sio  2«^  sin  ^te^, 
4-  a|*sin2tOoi  sin2w|, 
-\r  a2*sin2to,2siD2t09o 
Femer  Ist: 

^1%  ^izPo  +  ^18  ^%i  Po"  +  ^11  ^8«Po'"  =  ^8t  -^aaPo"' 

(Oisiiitr^i 
OaSiotß^ 

fotsintoi, 
OoSinuvii 

-^I«  ^t8 />«'  "f  ^«8  ^«l  f*»"  +  -^11  -^8*7'«"'=  -^«8  -^«1  /»f '^ 

Ol  sin  tO|9 

Also  ist  nach  10): 

13) 

iaisintooi 
OtSinfPao 

^^'^  ai^s\n^w^Bm^WQi'\'  ai^s\n^WQiii\n%ox^'\'  a^B\ri2»i^B\n2m^* 

iOasincTis 

^^  "~ao*««n2to,o«n2fPoi  +ffi*sio2tOoi8in2tr]2+ff2*8in2to„sin2tOM>' 

(  Oosii 
et*siQ3i0ia8ia2«0te.  J 

f  <l|  Sil  

^^ao*sin2io^sin2«V)i  +  <'i*8in2froisln2tois-|-et'sii^^it*in2i0^* 

Darch  eine  einfache  Betrachtung  wird  man  bei  dem  gleich- 
seitigen and  rechtwinkligen  Dreieck  die  Richtigkeit  dieser  For- 
meln sogleich  bestätigt  finden. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch: 


OoSinfOiQ 
sin  tTis 


im  aUfemeiner  mutifUseker  SMwtckehmg.  4^ 

also : 

Qo'   =a3ao8iiit^a*coswoi, 
Q,'    =aj<io8'"»WM*. 

Qj"  t^OgOisinteoi'Coawia) 

Qo'"  =  °t*'«8in(c,,'', 
Ol "'  =  0|  ds  fllh  wi  )*o(ts  »Ol , 
0,"'  ^  UiOaBin  Wic'gosWm; 
und  folglich  : 

j40  =  ^is  =  a(i<iias8ihAiai*8iBWig'.a,  costfioi 
aUo : 

IauaiBinWoi'coHtCisCodWj^j  ^ 
-f-OjOgftiniOto'cosicoiGoatOia  ) 
und 

-^n  '^la  P«'  +  -^M  ■^M  Pt"  +  '^ii  ■^w 

=:(a(,aiaa8inieoiBin«)|sStnfr^*.aa(iisinwoj* 
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Bezeichnen  wir  oun  die   deo  Seiten   ao>  ^>  ^    eotsprechenden 
Höben  des  Dreiecks  durch  Aq»  hi,  h^y  so  ist: 

Aq=j90^  =  Ox^^d^oi  =a2sintC2o> 
'  hi==pi    =  Oa  si  01012  =  00  sin  u^oi) 

also  offenbar  nach  dem  Vorhergehenden: 

14) 

Aq^i  Aa  cos  tOfo  cos  ioqi ' 

'^^  "^  AqAi  cos  tC|  2  cos  11720  *f  ^1  ^  ^<>s  ^10  ^^®  ^01  "^  ^fh  co®  ^01  ^^^  *^t 

AqAi  A2  cos  ITqi  cos  11^12 
^  ^  AqAi  COS10i2CO^<^  +  A1A2COS ^20  COSlOoi  +  A2AoCOSiroi  COStOif' 


k-N 


^    AoAxA2  cos  10i2  cos  1^20 

'^        AqAi  COSll7|2COS1020't'^^C<''9^90^^^^01  +  A2AoCOStroi  COStOit 


§.  16. 

Um   noch  ein   anderes  Beispiel    za  geben ,    wollen    wir  den 

Schwerpunkt  des  Dreiecks  A'Ä'AP'   betrachten,    indem  wir  die 
Coordinaten  der  Ecken  A' ,  A",  A"  respective  durch 

Pof  Pi'>  P%i    Po".  Pt'>  Pt";    Po".  Pi",  P*" 
bezeichnen. 

Nach  §.  12.  sind  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  SeUen 

A^',  jtS»,  j^ä 

respective : 

*(;»o'+po'0.    i(pi'+Pi'),    i(Pt'+p,'); 
iCPo'+Po'"),    iCPi'+P,"),   4(P»'+P."); 

i(po"'+Po').     KPi'+PiO,    «Ps^+p.'); 
and  die  Gleichungen  der  durch 

A*  und  den  Mittelpunkt  von  J^lk'^ , 

A*"  ÄnT" 

gebenden  Geraden  sind  folglich  nach  §.  6. : 


4Aß  Grunert:    Doi  System  der  UrHlMen-Cowdinaten 

Man  überze^igt  skh  sehr  leicht^  das«  die  drei  Gleichungen  1). 
indem  G  einen  gewiesen  Factor  bezeichnet  j.  erfüllt  werden,  wenn  man 

setzt,  wo  es  also  n|ir  noch  darauf  anicommt,  de»  Factor  G  sa 
bestimmen 9  wozu  man  sehr  leicht  gelangt,  wenn  man  die  vor- 
stehlenden  Wertbe  von  p^*  P\>  p%*^  die  Gleichung 

Po  sin  t«ii  +  Pi  sin  tdco -f  pa »<n iToi  "=  t' 
einffihrt;   denn  dadurch  erhSit  man  auf  der  Stelle^ 

(Po'  +  Po"  +  VtT)  s'n  ^\%\ 

+  (p^'  +  Pt''+P/^6^ntVoi  ' 
odert 

+  (Po^^^*^i2'\:Pi"'^'^^^90+Pt'^^^Qi) 
alsos3J€rs:J,   und  folgUcb: 

^) G  =  i; 

daher  nach  2): 

IPo=^i(Po+Po'+Po')f 
Pi  =  Hpi'+Pi''+Pi''h 

P%^HP%''^^P^^¥P%'')' 

§.  17. 
Wir  wollen  nun  noch  den  Flächeninhalt  F  des  Dreiecks 


A'A''A'"   betrachten»    indem   wir   wiederum    die  Coordinaten    der 
Ecken  A\  A"^  A"  respective  durch 

PoS  Pi»  P%\    Po'S  Pi'y  P%\    PfTf  P\"^  P% 

bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Eck^R 
A\  A'\  A'"  durch  a:', y*;  x'\y"\  af",^\  so  ist  nach  einer  sehr 
l>ekannten  Formel: 


in  aUpemeHfer  tmaiytHeher  Entwickeltttig.        *         449 

indem  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  sieb,  um  den  Umfang  des  Dreiecks  nach  der  Ordnung  der 
Ecicen  zu  durchlaufen,  in  gleichem  oder  ungleichctm  Sinne  mit 
der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ^voh 
den  Coordinatenivinke!  (4^)  hindurch  nach  dbm  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  y  hin  bewegen  muss.    Diun  ist  nach  §.  4.  13),  14): 

x'  sintOoi=(/io'  —  öo)cosai  — (/?i'  — c3i)cosa^, 
y'  8intOoi  =  (/'o'  ^ 5o)co8ft— (pi'  — Si)cos/J<,; 

/  sinfToi  =  (/?©''— Öo)cQ»Ä  — (Pi''— 5j)cos/?o; 

^r^sint^oi  =(po'*^So)cosfti'^(Pi*''— 5i)cos«ö» 
y^sififi^=r(po'*— 5o)cosft— (p,*'-  5i)co8(Jo; 
also: 

(y*^— y')8«ntroi  =(Po'^— />o')coöA  —  (Pi'^— Pi')cos/Jo, 

(y  — y'')»«nwoi  =(Po'— Pü'')co8/J|  —  (pi'— Pi'')cos/Jo; 

und  folglich  : 

±2Fsiniro,* 

=  (»''-öo)(po''-Fo*')cos«tCosft-(po  -  ©öKPi*— Pi*')eoe^aco»a, 
-(pi'-5i)(po''-Po*')cosaoCosft+(p,'-öi)(p,''-pi'^)cosaöc08/Jo 
+ (Po*-öo)  (po^^-Z^oOcosai  cosft  -(po''-öo)(pi'^-pi  Ocos^ocos«! 
— (Pi  "-ö, )  (po"-po')cosaoCosA +(pi  ""-SiXp,  '^-pi  Ocosoöcos/Jo 
+ (|>o'^-öo)  (po'-Po'')co«ai  cosft  -  (po*^-  öo)(pi'-pi  '')c08/?oC08ai 
— (Pj  '^-iS,  )(po'-po^)co8aöCO»A  +(pi  *'— ö|  )(p,  '-p,  ^)cosefocos/9o, 

woraus  sich  sogleich: 

±  2Fsin  woi* 

=  -IPi'(Po''-Po'^)  +/>i''(Po'^-poO  +  jPi'^(Po'~Po'')l  cosoo-cosft 

« 

-IPo'(Pi''-Pi"')  +  f'o'(Pi"'-|»i7+>»o"'(|»l'-;>i")lco»/S„co8a„ 
also: 


450 Gruben :  D. ayni. 0. DreiUtiten-Coord. tu atlgem. asaiift. Entwich. 

=  IPo'(Pi"-/»r)  +  Po"(pi''-Pi')  +  PiTiPi'-Pi")  I 
X  (cos  «0  coß  ßi  —  cos  j^o  cos  Ol), 
folglich  nach  §.  4.  3) : 

ergiebt. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  nun  aus  den  Formeln  §.  4.  13), 
14)  üherhaupt: 

±2FsinfCoi  =Pb'(Pi"-Pi"0+Po"(Pi'"-PiO  +  Po"'iPi'-Pin> 
±2FsiDto„  =Pi'(Pi"-pt"0+;>i"(A"'~P20  +  pr{p^'-p^n. 
±  2Fsin  «^  =p«'(pb''  ->o"0  +  Pt^iPo^'-po')  +P%'"(Po'  -Po"). 

Multiplicirt  man  aber  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  p^', 
Po* 9-  Pi    ^^^  addirt  sie  dann  zu  einander ,  so  erhält  man,  weil 

Po' sin  toi  a -|- pi '  si  n  fo^o  +  Pk' si»  f47oi  =  «^ 
ist,   nach  sehr  leichter  Rechnung  die  folgende  Formel : 

±2JF=  -  Po'(Pi"Pt'"-Pi'"p^'0 
+  Po"(Pi'"P«'-Pi'Pi'") 

+Po'"(PiW-Pi"p«0; 

welche  sich  noch  auf  verschiedene  Arten  wOrde  umgestalten  las* 
sen,  indem  tnan  zugleich  för  J  jeden  seiner  bekannten  Ausdrucke 

setzen  kann.    Es  ist  z.B.: 

» 

F  = 

.Po^(Pi"P>"^-Pi"WO+Po"(Pi"W-PiW^O+Po"X^^ 
-^  2 (So  sin  iTis  -|-  c^i  sin  w^  -f  (02 sin  tooi) 

Diese  Betrachtung  auf  jedes  beliebige  Vieleck  zu  erweitern, 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit^  wenn  man  nur,  in  Shnlicher 
Weise  wie  vorher  bei  dem  Dreieck,  von  dem  bekannten  allgemei- 
nen Ausdrucke  för  den  Flficheninhalt  eines  jeden  Vielecks  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  ausgeht 


Spituer:    Note  über  tue  IntegrattoH  etc. 


XXX  vn. 

Note  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleicbang 


Herrn  Simon  Spitzer, 
Profeiaor  an  der  HandeU-Akadeniie   in    Wien. 


Wir  «etzen,  um  diese  GleicbnDg  eq  integriren, 

*  =  (ar  +  ff)^Z  (2) 

nnd  erhalten  biedarcb: 

.   (3) 

Ui««e  GleicbuDg  Tereiofacht  sich  fiSr  aolche  Werthe  von  i,  welche 
aas  der  Gleichnng  > 

!■+ (»»i  +  «■— l)i  +  «  =  0 

hervorgelieD,  nnd  nimmt  dinn  die  Gestalt  an: 

Das  Integial  dieser  Gleichnng  ist: 


4ät   Spitzer:    N0ie  i»er  d^  tmteffr.  äer parttMm  M^tremünifi 

woselbst  gp(a:)  eine  willkiilnrticbe  Function   von  Xy  i^(y) 
ktihrlicbe  Fnnction  too  y  bedontet,  und   l-i-m^  und  X-f- 
positive  Zahlen  sind.    Es  ist  somit : 

(7) 

das  FolMndige  liHefM  der  GlmiiMg  (1).     (Siebe  iiisrilT  m 
33.  Bande  des  Archivs  S.  476.) 

Euler  integrirt  die  Gleicfanng  (1)  im  specielien  Falle  •«,=■* 
doreh  Ileiben.    ist  die  Gleichung  (J)  von  der  Gestalt: 

(8) 


so  brec^o  die  Reihen  ab  im  Falle  k  ganz  und  positiv  ist,  {m 
Euler's  vollst  Anleitung  sur  Integralrechnung»  deotscL 
von  Salofflon.  3.  Bd.  8.224).  Nadi  der  von  uns  gtsgebeaet 
Formel  (7)  hat  mao  aber«  da 

ist,  folgende  Gleichung  ffir  i: 

woraus  die  Wertiie : 

1  =  -«  — iSc    und    i  =— fR-t-ik^l 

hervorgehen.     Wir  finden  daher  aäUetot  unseser  Formel  folgttöe 
Inte^ale  der  Gieickang  (8): 

(10) 


Ds8  Integral  (9)  gilt  für  ganze  and  n^afive  Werlhe  von  k,  da« 
Integral  (10)  biogegen  für  gasie  and  positive  Werlbe  von  i,  und 
'  auch  ßr  £  =  0. 

Aach  die  tileichnog 

'  <'  +  »)^+-E  +  '»|  =  »  "" 

inlegrirtEnler  mittelst  Reihen,  die  för  ganieWerthe  von  m  ah- 
bteehen.  Wir  finde«  nittelat  der  FormelD  (0)  and  (10),  wenn  wir 
in  «eibe  A= — m  aetaen,  folgende  Integrale  der  Gleichung  (11); 


dl- 

-■L(:.+,)-J  ' 
(13) 

rfy- 

'L(i+,) 

■j' 

-1.1 

d—  r     ».(«) 

-1  + 

"T 

JKJL 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  gillig  fQr  ganze  und  positive 
Werthe  von  m;  das  sweite  hingegen  für  ganze  und  negative 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiationen  wirklicti  ansgefilhrt, 
so  kBmiBt  niMi  natBrIich  zo  den  Reiben,  welche  Enler  als  Inle- 
'  grai«  nnrstellte. 


Es  Ist  nns  geglfdtt,  das  TollstSndige  Integral  der  Gleichung 

ancb  in  den  Fallen  aufzustellen,  wo  bloss  eine  der  beiden  Zahlen 
"■i)  *"*  ganz  ist.  —  Sei  ehca  m^  ganz  and  positiv,  nii  beliebig, 
sodann  ist  das  Integral  der  Gleichung  (14) : 

Di«  Richtigktit  dieses  Integrales  laset  si 
ans  (IS)  folgt: 


#- 

1          /■ 

+» 

dx> 

—      («+,)-.y<' 

und  dlffereDzirt 

Da« 

rf»— .. 

♦w 

/ 

da^-'uty      x^y      (*+ff)-'+V 
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4Ö4    Spitzer:    S&$e  über  die  tnteffr.  der  partiellen  Differentiaipl. 
hieraus  folgt: 

und  wenn  man  die  Gleichung  (16)  berücksichtiget: 

Wird  diese  Gleichung  m^mtA  nach  a  dlSer^nclft,  90  erhält  umo  . 

was  zu  beweisen  war.  —  Es  folgt  daher  in  der  That  ßlr  die 
Gleichung 

falls  Titn  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  folgendes  Integral: 

^(y)  >*^  bi^f  ^'in®  will  kühr liehe  Function  von  y,  und  wird  die  hier 
angezeigte  Integration  von 

» 

nach  y  durchgeführt ,  so  erscheint  als  Integtationsconstante  eine 
willkflhrliche  Function  von  je,  demnach  lässt  sich  das  int^ral 
(15)  auch  so  schreiben: 

(17)    •  . 

Ehen  so  tksst  sich  auch  t^gen,  dass,  falls  f»f|  ganz  und  posifhr, 
m^  ganz  beliebig  ist,  das  Integral  der  Gleichung  (14)  die  Ge- 
stalt hat: 

(18) 


z 


-|£i[(^ +(^/(-+y)-.-vx)rf*J. 


Setat  »«D  in  (U) 

an  erbSIl  man: 

d*Z 

Dieser  Gleichung   geofigt  almr   vach  dem  so  eben  Bewieaenen, 
fSr  ganze  uod  negative  Wertfae  von  nti>  oder  ancfa  i^r  nti=0; 

z = E=ü-,  [('+»)--■  »w +(*+ »)--'yii^,i 

und  {Ht  ganze  und  negative  Werfte  von  m^,  oder  aacii  ffir  tn,=0; 

folglich  erscheint  das  Integral  der  dticbung 

In  folgenden  vier  verschiedenen  Formen: 
Erstens: 

was  giltig  ist  fiQr  ganze  und  positive  Werthe  von  vi%- 
Zweitens: 

was  giltig  iat  üBr  ganae  und  negative  Werthe  von  na,  oder  anch 
für  m,=:=0. 


Drittens: 


Cm^+54^A+»'--*<'' 


was  gütig  ist  für  ganze  nnd  positive  Werthe  von  m, 
Viertens: 


^     ^  *>». 


w        m0 


/'.  /-^  hiitffhihii 


//y  ^  if^^j^fffjt,^^ 


O» 


der  Blir«ttm*n-Sletekun$  /^i^-«)  =  ^a:)/^x).  457 

rt*+l)=g.(l)^)v{3)....9.(:c-l)v{»)./a). 
rolKÜch  6ndel  ivirklicb  Ewiscben  f(x)  und  f{x-^\)  die  Gleiebaog  (2) 
sUtt.    Hat  man  die  Gleichang: 

80  ist  auf  ganz  Shnlicbe  Weiae : 

Ai)  =  9(l)v(3)v(5)....9)(«-2)./ri).  (6) 

Denn  bi«raus  folgt: 

A^  +  2)  =  v(l)?'(3)9{»)....?K*-2Mx)./tl). 

und  Ewlicli«a  fix),  und  A«  +  8)  findet  wiAlkh  di*  Glekbang  (4) 
•tatt. 

Gans  eben  «o  ist  aber  aucb 

f[x)  =  vC2)?.(4),.(6) . . .  .9)(«-2).  A2),  (6) 

falglicb  genügt  der  Gleichung  (4) 

n.x)=     v(l)g.(3)9,{5)....9'(a!-2).Al) 

+  T(iM4)9(6)....9{a:-2)./i[2); 

das   erste  dieser    beiden   partikalSren  Integrale  gilt  (Si  ungerade, 
das  zweite  parlikufäre  Integral  Rlr  gerade  Werihe  von  :c. 

(■ans  so  Fiat  man  ancb  fOr  die  Gleichung  dritter  Ordnuug: 

die  Auflösung: 

+  9(2M9)9(8)....9(x-3).A2) 

Das  Isle  partikulSre  Integral  ^It,  falls  x  die  Form  3 

»     2te          „  „         „       „    „   „       „     3i 

„     3te          „  „          „       „    „   „        „     3i 

bat,  unter  n  eine  ganie  positiv^  Zahl  Terstanden. 
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Note  fiber  Differentialgleichangen  der  Form: 

2(")  =  a^  {Axz'  f  Ä2).  ( I) 

Von 

Herrn  SiMon  Spit%er^ 

Profe«8or  an  der  Handel« - Akadediie  in  Wien. 


Wir  erlauben  uns  hier  zwei   Sätze  über  lineare  Differential- 
gleichungen  der  Form  (1)  aufzustellen  und  zu  beweisen. 

Der  erste  Satz  lautet:    Wenn  das  Integral  der  Gleichung  (1 
bekannt  ist,  es  sei 

2=*(ar);  (2) 

so  lässt  sich  dt«  Integral  der  Gleichung 

ff(^)^af^  (3) 

aufstellen;  es  ist  nXmlich  in  folgender  Form  enthalten: 


y:=j''\(ux)rdu,  (4) 


woselbst  F  eine  Function  von  u,  und  ii|,  u^  constante  Zahlen 
bedeuten«  Um  F  und  sodano  t£|>  %  su  bestimmen»  setaen  vir 
den  in  (4)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die  Gleichung  (3),  wir 
erhalten  sodann: 


/  **  [u"t/;(")(iia:)  —  ar«  t(««)]  ^du  =  0. 


(5) 


der  fvrm:  ><")  =  zM(Jzs'-f-As). 
Es  l«t  aber: 

folglicb 

U«her   bat  man : 

(6)' 

Mi(t«l8t  der  Melhode  des  tfaeilweisen  iDtegrirena  läasl  sich 

ß       Aif*'*^xit>Xux)Fdu 
in  folgenden  Ausdruck  umgestalten: 


A  i  W+'+^itut)  r\-Al     '  fi^ux)  '^^""V^^  ^^  d 


Ourcfa  diesa  geht  die  tileichung  (6)  Bber  in : 

Aiu'^'**Vi>{ux)\'^*  (7) 

+f"^l«^)[~A.^^^^^^  +  Bur^r^rUu=^9.- 

Setzt  man  den  Theil,  der  unter  dem  iBtegralMiehen  sley«  f  Meb 
Null,  80  erbSlt  man  die  tilelcbuag: 

aus  welcher  folgender  Wertb  für  F  folgt: 


nnd  setzt  man  dIeM  In  die  Glelehung 
so  erbSIt  man; 


ans  welcber  Gleichung  u  tu  8<kh«n  Ist.     1 
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für  u  zwei  eonsUiite  Zahlen  «|    nd  m%  als  Woneln,  so  erh&lt 
mao,  selbe  als  IntegrationsgTeiizeii  gesetst,  Air  ti  folgendeii  Werth : 

B  1 

5  =y^  ii5~**~^^^»+«)«"^^«x)A»,     (11) 


•i 


and  diess  ist  richtig,  wenn  das  Integral  weder  onbestinunt  noch 
anendlich  ist. 


Der  zweite  Satz  laatet:    Wenn  das  Integral  der  Gletcbnng 

2(«)  =  af^{Axi!  +  Bi)  (12) 

bekannt  ist,  es  sei 

t=iK^);  (13) 

so  lässt  sich  das  Integral  der  Gleichung 

y«)  =  ^(^,:ry  +  Äiy)  (U) 

aufstellen,  es  ist  nämlich: 


y=y  "**(«*)  Frf«,  (15) 


woselbst  V  wieder  eine  Function  von  tf,  und  tq,  u^  eonstante 
Zahlen  bedeuten.  —  Dm  zuerst  F,  und  sodann  tci,  v^  zu  bestim- 
men» setzen  wir  den  in  (15)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die 
Gleichung  (14),  hiedurcb  erhalten  wire 

(16) 
f       [t^*){ux)  —  iliar«+*at'(far)  —  BtX^(ux)\  Vdu  =  0. 

Nun  ist  aber: 

^(«)(a?)  =  x^lAssilf'ix)  +  Bif(a:)i\, 
^(*)(tM?)  =  v^a^[Auxi/(iug)'tB^(%uc)]» 
folglich  hat  man: 

(17) 

ß      [ili»«»f"+ian)>'(i«jr)+Bti»t«t(Mjr)-- ^,11*^^(11«)— il,^(iMr)]  Vdu 


der  Form:  »l')=x^ix»'-^B%y  45I 

Mittelst  der  Methode  des  tbeilweiiwn  lotogTbeDB    lisst  ridi  «her 
der  Auadrack 


/■ 


{^u-t*f  1  -  J,  w)  Vx^'{ux)du 


omgestalten ;  es  ist  nSmlich  derselbe  gleich 

und  setzt  oian  diese  ia  die  CileicbnBg  (17),  so  erhSII  man: 
'  (18) 
I  (^1,»+»+»  _  Ai  u)  F^(»irJ  1*" 
+y*"V'^)l  F(Fi.-+"-Ä,) -  ^  [F(^«-^-+i-^,a)]id„  =  0. 

Setzt  man  ood 

r{ft,M-_B,)-^[F{^«^-+>-  ^,w)]  =  0,       (19) 

so  ergibt  sieb  bieraus  folgender  Wertb  fOr   V: 

F  = «— H^a-f—  ^,)^'.      '  (20) 

(*o  der  Kürze  balber 


-=ir'  P- 


A,B-ABi 

-AAtim  +  n) 


gesetzt  wurde;  und  setzt  man  dieven  Wertb  von   F  in  die  Glei- 
chung 

(Jb-4-+>  -  J,ti)  Fif»(«T)  =  0, 


u-iAU"**  —  Aj)Pii/(,iut 


aus  welcher  Gleichung  u  zu  suchen  iai 
fBr  u  zwei  conetante  Zahlen  u, ,  »■  als 
selbe  als  IntegratiensgrenzeH  setzend,  R 


'=r 
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und  diess  ist  richtig,  weno  das  Integral  weder  anbeatimmt  noch 
unendlich  ist. 


Aus  den  beiden  so  eben  aufgestellten  Sätzen  sieht  man ,  wie 
zweckmäissig  es  ist,  Integrale  von  Differentialgleichungen  der  Form 
(I)  zu  kennen.  Wir  erlauben  uns  daher  hier  eine  bestimmte  Dif- 
ferentialgleichung der  Form  (1)  besonders  vorzufShren.  Es  hat 
nämlich  die  lineare  Differentialgleichung 

j*  =  a;«^H4a?2!*  +  2»t2)  (23) 

das  Integral 

z  =  Ci(p(x)(p{x)  +  C%(p(x)}\>{pc)  +  Cz'^ix)^{x) , 

vorausgesetzt,  dass  Cif  C^t  C^  willkfihrliche  Constante  und  yz=zfp(x) 
sowohl,  als  ^  =  ^{x)  particuläre  Integrale  der  Differentialglei- 
chung 

sind. 


« 


Note   über  die    Integration  der  linearen  Differential- 
gleichung 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Profesior  an  der  Handelt  -  Akademie  in  Wien. 


Alle  J)ifferentialgleichungen  der  Form  (1)  kOnnen,  wie  immer 
auch  die  constanten  Zahlen  o^»  ^if  ^o*  ^i»  ^o  beschaffen  sind, 
wenn  nur  b^  von  Null  verschieden  ist,  auf  tolgende  Form  ge- 
bracht werden : 


Di/TerenUalgtHehung  atp'+iaj-^-d^xyp' -t-(a„  +  b„x}p=0.    4fö 

".»"+(-«« +'»  +  «)y'  +  [^-«{«'+a!)l»  =  0,  (2) 

and  diese  Differentialgleichung  wollen  wir  nun  integriren  ia  den 
beiden  Ffillen,  wo  A  eine  ganze  positive  oder  eine  ganse  oegativfl 
Zahl  ist 

Integration  der  Gleichung  (2)  im  Falle  A  eine  ganze 
posilive  Zahl  ist 

Wir  sfltzflA  in  (2): 

S=e"*.  (3) 

unter  X  eine  neue  Variable  verstanden,  nnd  erhalten  hiedurch: 

n^+(m+x+ntty  +  At^O.  (4) 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  nim  — ^mal  nach  x;  hiedurch 
erhalten  wir; 

(5) 
Hl!*--«)  +  (m  +  ar +»«).(»-'*)  =  Ci  +  CWr  +  Ci**+ ....  C^«-*-' . 

unter  C, ,  C^,  C|....C^  willkflhrlidie  Constante  verstanden.    Ans 

der  Gleicbnng  (6)  folgt: 


wosellMt  Li,  Lf,  Ij^....La  constante  Zahlen  sind,  die  von  den 
villkflbrlichen  Constanten  Ci,  C%,  €%.... Cj  abhSngen,  und  somit 
selbst  wlllkÜhrliGh  sind.  Ans  (6)  geht  hervor  folgender  Werth 
fOt  i: 

fo^lich   ist  das  vollatfiodige  Integi 
Fall  ganzer  und  positiver  Werthe  i 

und  diess  ISsst  sich  auch  so  darsfa 
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woselbst  ATi  und  ATs  willkGhilicbe  Constante  bedeuten. 


Integration  der  Gleicbung  (2)  im  Falle  A  Null  ist  oder 

eine  ganze  negative  Zahl. 

Wir  setzen  in  (2): 

y=e       «~   z,  '      (10) 

wieder  unter  z  eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalten,  da 


(m+j:) 


% 


,     m+j? 


y'  =  6         ^     (%' ^2),  (11) 


ist,  statt  der  Gleichung  (2)  folgende  Gleichung: 

niT^  {na^m^  x)%'  +  (^  —  \)z  =  0.  (12) 

Wird  diese  Gleichung  {A — l)mal  differenzirt«  so  erhalten  wir: 

(13) 
nj;(^*fi) — (nc  +  m  +  a:)2(^  =  Ci  +  C^  +  Cja?» +....+ CL^+i«- ^, 


unter  Cx^  C%%  C^....C-^j^i  willkührliche  Constante  verstanden. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

(14) 

woselbst  Li,  L^,  L^....L^j^i  constante  Zahlen  sind,  die  voo 
den  willkflhrlichen  Constanten  d,  C^»  Q ....  C^4.i  abhängen,  and 
somit  selbst  wUlkflhrlich  sind.  Aus  (14)  geht  nun  hervor  folgen, 
der  Werth  fttr  x: 


tUfferentlalgleickune  a,ir'-)-{fi,  -f A,>7)ir'-|-(a,-fAo^)|f =0.    465 

BOinit  iat  das  vollstlndige  Integral  der  Gleicbting  {2)  Rir  den  F^l 
gatiser  und  DegalWer  Wertbe  von  A  oder  auch  för  ^=:0: 

und  dieas  llsst  dich  auch  so  darstellen: 

■      y  =  *.e      -  rf^r^t«*      •"     ]  (»7) 

+  «..      -    e:.-2[.*      "     J    ''      "      ^^- 
unter  If,  und  A[a  willkÜbrUcbe  Conatante  verstanden. 


Berichtigungen. 

Arcbi«  ThI.  XXXVIII.  S.77.  soll  die  letzte  der  Gleichungen 

(2)  statt 

lauten: 

Seite  134  soll  statt 

stehen : 
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Ueber  einen  Satz,  von  welchem  der  die  Zahl  «  be- 
treffende  Satz  von  Wallis  ein  besonderer  Fall  ist 

Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen 
1)    .....    .       -Xii=  /     BXnüd^ 

setzen,  »o  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  Integralrechncmg: 

1  n      1 

•    2)    .    .    .      JTiirs— -sina*-*co8a:  +  --— -Sil--». 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  n  eine  getade  Zahl  sei,  aud 
setzen  demzufolge  n=:2fft,  so  erhalten  wir  aus  der  Torstehenden 
Gleichung  die  folgenden  Gleichungen: 

2i4  -\  -,  2i4  - 1      .     .     ,  ,  (2fi— 3)  (2u— 1)  ^ 

"^^»^^=-(2^4^2)2^^'°^^'^^+     (2ft-2)2ft     ^^^ 


(2ft-3)(2fi-l)  _        (2fi-3)(2ft-l)     ,  ^^^. 

(2fi-2)2fi      ^«^-4-  -  (2fi«4)  (2f*-2)2f**'"'^^^ 

(2ft-5)(2fi-3)(2fi--l) 


coso: 


(2f*— 4)(2f4— 2)2f4 

U.  8.   W. 
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5.7.9....(2^-l)  .     .    ., ,  3Ji.7....(V-l) , 


6. 7. 9.. ..(8(1-1)-.          5.7.9....(8n-l)  .     ..        ,3Ji.7....(V-l), 
-OlÖlÜiT    •= 4.6.8....2f    ""»^'"l    4.6.8....V  -»» 

1.5. 7....  (in- 
4.6.S....2ri 


3.S.7....(2,.-1)  _          3.».7....(2|»— 1)  .  h3i_^V-l) 
^= C4.6....ä,.    «i.»c.»r+  a.4.6....a,.  ■^- 


^=/ 


at  = 


also,  >veDn  man  diese  GleichungeD  xu  einaader  addirt: 

1.3.S....(2^-I)  siiLj   3Ui.7....C2<*-l)  aiii:c'  ; 
'~4.6.8..!.2(.  ■    : 
.5.7....(2>.— 1)  sinj*  I 
"*■    6. »....2,.     •     S 


2(«— l  eipj?'^-' 
+    2,.     •   2p-l 
.  1.3.5.7....(2|i— 1) 
+      2.4.6.8....2|i      '■ 

'Nehmen  wir  ferner  an,  daea  n  eine  ungerade  Zahi  Bei,  ued 
setzen  demzufolge  n^2f(4'l,  an  erhalten  wir  nach  der  Gleichung 
2)  die  folgenden  Gleichungen ; 

1  2i* 

■^^^~~2(rrr"''^^  "■**"*"  2mT**'~'' 

_2t 


ÜM-l  -**-'  -  -  (2,^1)(V+1)"°"      "»"f(V-I)(2|.+l)" 

(2|.-2)2|.  _  (2|.-2)2|.  . 

(5=1)(V+1)    *^~      C!f-3)(2,i-l)(2,.+  l)" 

(2|.-4)(2,.-2)2|. 


7.9',..r(2,.+I)-*'=-5.7l..'(2|.+I)"°^"'*'+5:7; 

4.6....  2|.     _  4.6....  2|.       .     ,  ,2. 

5.7....(2rtl)^=~3.5....(2,.+l)"°'  »'"*  +  3":5; 

ivoraue  sieb,   wenn  man  bedenkt,   dass 


y 
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^1  =  /       sinxda;=l — €08;r=:28inia:* 

0 

ist,  durch  Addition  die  folgende  Gleichung  ergiebt: 

4) 

_      S     ^•4.6""2ft      aJDJ?*        4.6.8....2ft       sin;!:* 
JCa^+i— J3  5  7^^2j.+r)'     2     ■*'6.7.9....(2,»+l) — 4" 

6.8.10«...2|t     BIO  j;* 
■*'7.9.11...(2|t+r)'~6~  Uosa: 


n.  8.  w. 

■      ^f*       sip  ar^A* 

Setzen  wir,  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeich- 

net»  r=i*9  so  ist  nach  dem  Fundanientalsatze  der  Theorie  der 

bestimmten  Integrale  fär  ein  in's  Unendliche  wachsendes  kx 

Xi  =  Llm.i(«inf*»  +  sin2t«  +  8in3t*+  ....  +  sin«»), 

jr,.i = Lim .  i(sin  i»-i  +  sin  2t*-i  +  sin  ^-^  -f ....  -f  sin  Jb^-^) ;. 

und  nehmen  wir  nun  an,  dass  x  zwischen  0  und  i^s  liege ;  so  sind 

sini,    8in2t,    sin 3t, ....sin« 
sämmtlich  positiv,  und  es  ist  offenbar  im  Allgemeinen: 

sin I"  < «n^-*,    sin 2i«  <  sin2f»-*, . .. .,  sin  A;i^  <  sin «*-* ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

X%^X%~\i   und  daher  JGB^>Ja^i,  J^a/u+a  <  ^«^4.1. 
Also  ist  nach  3)  und  4)  offenbar: 

1.3.5  ....(2^—1)  2.4.ö....2ft       Ol« 

5)  .  .  •  — ^4.6....2f*      "^-3.5.7....  (ifiTi)'"*"^^ 

1.3>5..>.(2fi— 1)    sin£       3.5.7....(2fir--l)  sinjr» 
2.4.6.... 2^      '    1     ^      4.6.8....2f4     '     3    +•  • 

2g-J    8in£^»  2.4.6....2|ii sina:« 

>\      ••••  +  i5r'  2^— 1   ""3.Ö.7....(2f»+l)*     2~ 

4.6.8....2ft       sinar^  2fi      sin^r^ 

5.7.9....(2f»+l)'     4    '"•-■"2MT""2jr" 


co8:r 


ist,   so  ist: 

V- 1    _1 2<t       1 

2^    '2^-1^  2^  +  r2^" 

Nun  ist: 

(2f>-3)(2ft-l)    _1 2ft-l   2ft-l        1 

(2,t— 2)2j*      '2^-3  — 2ft-2*     2^    '2f»-l' 

(2ft— 2)2^  1 2(^       2ft       1. 

(2^-I)(2^  +  l)*2^-2  — 2,t-l'2^  +  r2^' 

nach  dem  Vorhergehenden  ist: 

2^—1        1       .       2n       J[ 

~2ir'2,t-i -^2^+r2^* 

und  ausserdem  offenbar: 

2^-1       _2g_ 

2;:ii2^  2^-1  '' 

also  aagenscbeinlich : 

(2<t-3)(2ft-l)       1  (2ft-2)2n  1 

(2#»— 2)2^     '2^— 3-^  (2^-1) (2(t+l)' 2^-2' 


cosj;. 
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und: 

1.3.S....(2^+I)  2.4.6....  2^ 

^>  •     •    2. 4.6.... (2^+ 2) "^     3.ri.7....(2^+l)-^*"'*'^   . 

1,3.5....(2^+1)   sina:      3.5.7.... (2fi+l)  8in£» 
2.4.6....(2|A+2)*     1     +4.6.8....(2f*  +  2)'     3 

(2f4— l)(2fi+l)   8ina;^A'-i     2fi  +  l   8id£^ 
+  ••••+      2fi(2f*  +  2)      '    2^—1   "*"2,i  +  2*  2^  +  1 

2.4.6....2fk      sina;*         4.6.8....2j[i       sii^a^ 
""3.5.7....(2fi+l)'~2         5.7. 9....  (2^+1)*     4 

2^  '  8in^ 

"""•'"2fA+r   2fi 

Weil 

2fi>-l        1       _  1  2fi       1 1_ 

2^     •2^  — l""2f4'     2^+1   'ifi""  2^  +  1 

und 


♦)  Weil  nämlich  n«>ii«  — l,   »»>(«  — 1)(«+1)  i»t,   •«  >•* 


«—  1  ^      « 
Theil  XXXVUI.  31 
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Ferner  ist : 

(2fi--5)(2f4— 3)(2^— 1)       1       _  2fi— 3  (2^— 3)(2fi--l)       1 
(2f»— 4)(2f4— 2)2f*     'Sfi-Ö '^2^-4*      (2jä— 2)2|*     *2|»-J 

(2fi— 4)(2ft-2)2fi  1      _  2ft— 2  _  (V:i?)HfL_   _i_ 

(2,i-3)(2f*-l)(2^  +  l)*2fi-4-2^-3^(2f*-l)(2,»  +  l)>-2' 

Dach  dem  Vorhergehenden  ist: 

(2fi-3)(2f.->l)        1  (2M-2)2f4 1 

(2ft-2)2f*      •  2^-3  ^(jij^-l)(2f*  +  l)' 2^7=5' 

und  ausserdem  offenbar: 

2f4^--3       2fi— 2 
2f*— 4  ^  2fi-3' 

also  aagenseheinlich : 

(2ft^6)(2fi--3)(2fi~l)        1      .        (2^-4)(2ft-2)2j._       1 
(2f4— 4)(2^— 2)2^      '2f*— 5^  CV— 3)C2f4-l)(2|ii+I)*^-4' 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann»  ist  klar,  nod  es  . 
ist  also  auch: 

1.3.5....  (2ft-l)    1         2.4.6....2ft        1 
2.4.6....  2^     'r^3.5.7....(2^  +  l)*2* 

Die  Potenzen  von  sin;r  sind  sSmmtlich   positiv,    und  es  ist 

8inar>sina;*,    sina;'>sinar*,....,sina:*^-^>  slna:*^; 

und  da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  x  zwischen 
0  und  i^r  liegt,  auch  cosor  positiv  ist,  so  ist  nach  5)   offenbar : 

1.3. 5  ....(2^-1)  2.4.6....2ft     oia^n 

^)  2.4.6....2^    ^-~3.5.7....(2^+I)-^'*'"*^*^  0 

oder: 

1.3.5....(2^-l)  2.4.6....2>i      „  .    ,   , 

^>  2. 4. 6.... 2" ^ ^  376X3ii+I) ■  '^*"' ^"^  • 

Weil 

2ft  +  l       1  1  _2{i I 1 

2^+2'2^+i— 2(i+2'  2ft + r 2|* --5;r+i 

und 

2/t  +  2  ^  2(»  +  l 


I 
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2p -H       1  2ft      _1 

2^+2-2^  +  1  *^  2fi-f  IV 


Nnn  ist: 


(2>.-l)(2p+l)        1  2^+1  2fi-H        1 

äft(ip+2)      2;rri=»-i;r*5M^'2MT 

(2p— 2)2|a  1      ^     2p  2p       1 

(2p— 1)  (2p+ 1)  •  2p— 2  —  2p- r  2p  +  r  2p ' 

cb  dem  Vorhergehonden  ist: 

2p+l       1  2p        1 

2p+2'2p  +  l  "^  2p +1%' 


id  ansaerdem  offenbar: 


2p -H  2p    . 

2p      ^2p  — 1* 


Iso  augenscbeinlicb : 


(2p-l)(2p  +  l)  _1_  (2p-2)2p       _1_ 

2p(2p  +  2)      ■2p— 1  "^(-ip— l)(2p+J)'2p-2' 

.  i 

r^        Ferner  ist: 

_(8p-3)(2p-l)(2p-H)  _L._2p-J   (2p-l)(ap+l)       1 
-'^      (2p -2)  2p  (2p +  2)      ■2p— 3~2p— 2*      2p(2p  +  2)       ^p- 1' 

*^^*     (2p— 4)  (2p -2)  2p  1         2p— 2       (2p— 2)  2p  1 

,  (2p-3)(2p-l)(2p+l)'2p-4-2p— 3'(2p— l)(2p  +  l)*2p-2' 

■(i^  nach  dem  Vorhergeheaden  ist: 

(2p-l)(2p  +  l)      I  (2p-2)2p  1 

'*^  2p(2p  +  2)     '2p— I"*»(2p— l)(2p  +  l)*2p— 2* 

nnd  annerdem  offenbar: 

2p-l       2p-2. 
^  2p— 2  "^  2p— 3* 

also  augenscheinlich: 

(2f>-3)(2ft-l)(2fi  +  l)       1  (2fi--4)(2^^2)2fi  1 

7        .   (2f4— 2)2f4(2f4  +  2)      '214-3  ^  (2^—3)  (2f*— J)(2f*  +  1)  'S^T^ll' 

Wie  man  aaf  diese  Art  weitergehen  kami,  ist  Uar,  und  es 
ist  also  auch: 
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3.5.7.^.(2^+1)  ^  2.4.6....2ft 

4.6.8....(2fi  +  2)-^  ^3.6. 7.-. (2^+1)-*^ 

Weil  DQB  alle  Potenzen  von  sino:  positiv  sind  nod 
8iDar*<8injr*,    8inar*<sinar*,....,  sinx^'H-i -^  slna*^ 
ist,  weil  ferner  aach  cosj;  positiv  ist;  so  ist  nach  6)  offenbar: 

9) 

1.3.5.^.(2^4-1)  2. 4.6. ...2^      >  •    i  » 

2. 4. 6....  (2^ +2)  "^      3. 5.7...  (2^+1)'""*** 

^  1.3.5  ....(2j.  +  l)  . 

'^  2. 4.6.... (2^ +  2) "" "^ ''"" * 
oder: 

10) 

1.3.5....(2ft  +  l),        .  ^  ^     2.4.6.... 2it 

2.4.6.... (2^  +  2) <^-"°^^°''^><3.5.7....(2^-ri)   2«'"4**- 

Nach  8)  und  10)  ist  also : 

11) 

1.3.5...(2ft+l),        .  ^^  2.4.6....2ft  _  ,  ,  ,    1.3.6.... (2|.-1) 

^;i;g^g^:r-..n^cos:r)<g3;y-^^.2s.nixK  2.4.6....2^    ' 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen 

.      _  1.3.5....  (2^— t) 

"^^    "■     2.4.6....2)r'^ 
12)    ....      <( 

.  1.3.5....(2fi-H) 

^H-i-2. 4.6....  (2^  +  2) 
setzen j   so  ist: 

2.4.6...,2ft     _     2.4.6.... 2f4  1 1 

3.5.7....(2f*  +  l)  — 1.3.5... .(2f4—l)'2f*  +  l —  (2^-1.1)^^ 

_2.4.6....(2|iA  +  2)       1      _  1 

^1.3.5....(2^+l)*2^  +  2~(2fi+2)^^- 
auch 

^*"'2jr+2^^' 

and  man  kann  also  die  Relationen  11)  auf  verschiedene  ^rten 
schreiben ,  unter  denen  wir  für  jetzt  jedoch  nur  die  folgenden  be- 
merken wollen: 


13) 
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woraus  man  leicht  : 

14)    (2^+2)i(lH-i*(2ar-8in2ar)<(28iniar)»<(2^  +  l)^^«.2ar 
erhält. 

Aas  12)  ergiebt  sich: 

^_2siDi^_  .    . 

^<(2fi  +  2)^H-i*"***'"^''''*''* 

2sinta?« 
^>(2f*  +  l)^^«' 

also: 

*^>  (2^+  l)^;i< ^ < (2^  +2) ^H-?"*"  '''''"*''• 

Ob  und  welche  fruchtbaren  Folgerungen  aus  diesen  allgemei- 
nen Sätzen  sich  ziehen  lassen ,  will  ich  jetzt  ausf'fihrlicher  nicht 
untersuchen,  sondern  nur  so  viel  bemerken^  dass  unter  densel- 
ben der  berOhmte  Satz  von  Wallis  als  ein  besonderer  Fall  ent- 
halten ist.  Setzt  man  nämlich ,  was  nach  dem  Obigen  noch  ver- 
stattet ist^  j?  =  i7F,  so  ist  2sin|a;*  =  l  und  siua:cos2:  =  0;  also 
nach  15): 

^®^    •    •    •      (2fi  +  l)^^»<*''<(2^.h2).4^+i*' 

folglich  nach  12): 

17) 

1        (      2.4.6....2fi       n  ^_JL_    )2.4.6....(2f4-h2)|' 

+r  n.3.ö....(2^— i)i   ^'''^2ft+2'h.3.5....(2i»  +  i)i  • 


2fi 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

Jl 2f*^+2  2^ 

Aß^l  "■  2fA  + 1  \4^ 
Ist,  so  ist: 

l  1  2f4  +  2 


&(i  +  2)A^i^     (2^+1)V"'(2m  +  ^)*-^a*'     (2^.fl)^M* 

1 1 

-^  2,*.fr(2f4+i)i4^«* 


J 
i 


44« 


Gtum^ri:   ßm  SpHm  ^^  ßreOMem - e^mrmtUn 


\i 


Bezeichnen  wit  nun  dic^  de»  Seiten  Oo»  «i»  «s    entoprechedij 
Hohen  des  Dreiecks  durch  Ao^Ai»  A«»  so  ist: 

^  Äi  =jpi'  =:aasiDt0|as=:äo8ini^i, 

k^izzp^  =  Oosinto^  =  Ol  sinioit; 

aiso  offenbar  nach  dem  Vorhergehenden: 

14) 

.Agt|A>cesiB^cosigöi  ._ 

^~*A^cosfO|t<^<M^^HhAiA«cpsiflteCOSfr0|  -f-AiAoCosfe^cMfki' 

_^ AqAi  As  cos  W^  cos  Wig 

^  ^  AqAi  cost0|tcostt%o  -f-  Aii^cosloao  costo^  -f  AsAoCos«0^eii% 

Mi*scogt0iie<>g«ao^ . 

'^     AoAiCostOitCosfOio-t-AiAsCOSto^cosfls^  -f  A^cos«^eoi«ii 


§.  19l 

Um  nodi  ein  anderes  Beispiel  sn  gdken,  wollen  wir  te 
Schwerpnnkt  des  Dreiecks  A'A"^  betrachten,  indem  wir  die 
Coordinaten  der  Ecken  A' ,  A" ,  A*"  respective  durch 

Po*  Pi*  Pa';    Po"*  Px'y  P%\    Po^y  Pi"^  P% 
bezeichnen. 

Nach  §.  12.  sind  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  SsIbb 


A^A",    A''A^,    A'A' 
respective : 

Kpo'+Po'O,  4(pi'+p/),  iiPt'+PfT); 
4(Po*+Po'^,  4(P/+P."0,  «ft'+P.'O; 
l(Po"+Po).    Kp^+PiO.    iiPtT+P^'); 

uod  die  Gleichungen  der  dnrcb 


A'  und  den  Mittelpunkt  von  A'^ , 


A" 


yy        yy 


.yj 


M  W 


gehenden  Creraden  sind  folglich  nach  §.6.: 
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müssen;   so  werden  sie  im  Atlgemeioen  nicht  die  Summe 
Sf  sondern  die  von  s  verschiedene  Summe 

geben,   und  man  soll  nun  fSr  die  durch  Messungen,    Be- 
obachtungen oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

öi>      fla>      03»      fl4>««««»   fln 

solche  Correctionen  berechnen,    dass,    wenn   wir    diese 
Correctionen  beziehungsweise  durch 

bezeichnen,   und  also 

«i+^u    «a  +  ^a»    «3+^3»     «4  +  ^4>«««-»  an  +  j?fi 
die  corrigirten  Werthe  sind,   genau 

und- ausserdem  die  Summe  der  Quadrate  der  Correctio- 
nen, nämlich  die  Grösse 

^l  *  +  -^2*  +  ^8  *  +  ^4*  +    •  •    +  ^n* , 

weiche  wir  im  Folgenden  durch  u  bezeichnen,  also 

setzen  wollen,   ein  Minimum  ist. 

Auflösung. 

Aus  der  Gleichung 

(fli  +  ^1)  +  (02+««)  +  (fls +^3)  +  . ...  +  (fl»  +  a:«)  =  # 
folgt,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

-^  =  «  — («1+02+ «3 +  ^4  +  ••••  +  ««) 
setzen  : 

«11  =  ^  — (a^i  +:r,  +  ar8+-  ••+«»1-1)» 
also : 

folglich,  wenn  man  u  nach 

*^\ '     «2  >     *''a »  • .  *  • »  ^fi— 1 
partiell  differentiirt : 
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hu 

du 

g—    =2j:j+2ar«+4a:3+2a:4+.... +  20:11-1—22:/, 

«.  8.  w. 
g^— =2a:i  +2a:,+2ars+....+2ar„-«+4a;,.-i— 2z/. 

Die  dem  Maximum  und  Minimum  gemeinschaftlicIieD  Bedingung»- 
gleichungen  sind  nach  den  Lehren  dor  Differentialrechnung: 

hu      g^      du      g.      du       g.  du        g. 

3^"="'    3^=="'    8^=""'    ••'8^,Ii  =  "' 

alsoy   nach  Vorstehendem ,    wenn  man  die  sämmtlicfaen  GtAchtin- 
gen  durch  2  dividirt: 

2ori  +0:2+0:8+ 0:4 +  ....  +  ar«-i — J=:0, 
Xi  +2o:2+o:3  +  or4  +  ..-  +  o:«-i— ^=0, 
^1  +orj+2ar8+o?4  +  ....  +  arji-i— zf=0, 

u.  s.  w. 
^1 +^«+^8+— •+^«-«+2arn-i  — ^  =  0; 

woraus  sich  durch  Subtraction 

JC^        ■""  OTj        — " "»  07|         ^^  0^2  9 

X^       — 0:3        =0|  0^2       ^=^8» 

0:3     — 0:4     =0,  also:  o?8     =0:4, 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

o:««2 — o:«-!  =  0 ;  OTn-a  =  Xn-x 

oder 

0:1  =0:2  =  0:3  =  .  .  .  .  ^O:«—!  y 

und  folglich  wegen  der  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

J      ,  J  /l  /i  /i 

ergiebt.     Weil  aber  nach  dem  Obigen 

.Tu  =  jd —  (xi  +0:2  +  ^8  +  •  •  •  •  +  ^«—1) 
ist,   so  ist: 


OTfi  =  ^ Zl  =  —  , 

n  n 


also : 
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oder: 


»—(«I  +««  +  «8 +  *»«  +  ••••  +  ««) 
^1  = . 

»  —  («1  +  «•  +  «^  +  «4  +  •  •  •  •  +  fl«) 

^  n 

ara= , 

u.  s.  w. 

a?n  ZT ; —  • 

n 

Wären  z.  B.  Oi ,  o^^  Og  die  durch  Messang  beetimmteo  Win- 
kel eines  ebeeeD  Dreiecks,  flSr  welche  bekanbüich  die  theti»- 
tische  Summe  <=180^  ist;  so  wäre 

«-(a,  +  a,+a,)  =  180o~(«i +0^  +  11,). 

und    die    Correctionen   der    durch   Messung    bestimmten    Winkel 
wären  also  nach  dem  Obigen: 

^i~3~  3  • 

J       180ö---(a|+a^+Oa) 
^=3  = ~3  ' 

0:3  =  3  =  3 , 

folglich  die  corrigirten  Winkel  selbst: 

,  180^  —  («1  +  0«+ 03)       «^o.a  ,  , 

n3  +  0:3  =  03  +  - —    -     3 — ■  =  60^— ioi  —  \a^  +  frij. 

Dass  nun  die  hier  gegebene  Auflösung  för  die  Grosse 

u  =  a:|*+a:a*  +0:3*+ 0:4*+  . . .  .+.r«*, 

wie  es  sein  soll,  wirklich  ein  Minimum  liefert,  kann  auf  folgende 
Art  gezeigt  werden  *). 


*)  Die  Anwendung  der  Diffcrcntinirechniin^  in  dem  Falle  it  =  3  1.  m. 
in  Tbl.  XXXI.  S.  479.  Nr.  III. 
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ZavOrderst  bemerke  ich,  daas  es  verstattet  ist,  im  Folgenden 
anzunehmen,  dass  die  Grösse 

niebt  verschwindet;   denn  verschwände  J,  so  wfirden  die  Correc- 
tionen 

A  jü  A  _A  ^ 

also  aack  die  Summe  ihrer  Qsadrate 

tt  =  ari*+irj*+ar8^+ar4^+ ....  +  a:«* 

verschwinden,   folglich  letztere  natürlich  ein  Minimum  sein,    was 
also  in  diesem  Falle  eines  weiteren  Beweises  nicht  bedürfen  würde. 

Bezeichnen  wir  nun  gewisse,  von 

•1?1  >     *^%i    *^S9    ^4»  •••  »^  «J»!! 

beliebig  verschiedene  Correctionen  der  durch  Messungen,   Beob- 
achtungen oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

0|  f  o«>  o»»  04»  ....,0« 

unserer  Grossen^  welche  letzteren  die  theoretische  Summe  s  haben, 
beziehungsweise  durch 

*t\   f   JS2  *  *^9  9   ^4  9  •  •»•9  ^»   > 

die  entsprechenden  corrigirten  Werthe  dieser  Grössen  also  durch 

tti+arj',    Oa+ar,',    0,  +  ^»'»  ••••>  ^'tt+ar«'; 

so  werden   wir,    wenn  Oi,  o^,  03,  «4, ,  Om  beliebige  Factoren 

bezeichnen,  offenbar  im  Allgemeinen 

setzen  können,  und  haben  also,  weil 

(oi  +  a:i')+(a«  +  a?«')  +  (fl3+a^8')  +  ....  +  (a«  +  ^«')  =  « 
sein  muss,  die  Gleichung: 

Oi  +  Os+08  +  ....  +  an  +  (ai  +  a^  +  aa+....  +  a«)— =1, 
folglich : 

(ai+aa  +  «8+--+««)  — =«  — (oi+««+Os+.--  + 
also : 
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it 
folglich,  weil  nach  dem  Obigen  J  als  nicht  verschwindend  ange 
nommen  werden  kann : 

«  ""  n  ' 

Nun  ist  nach  dem  Obigen: 

und 

also : 

="''-^"''+';'-^--^°''(x,'+v+x.'-t-...-i-x.«). 

Offenbar  ist  aber: 

(ai+at+08+ ••••+«»)* 
+  («i-«t)*+(«i— «3)*+(ai-«4)*+---  +  («i— ««)* 

u.  s.  w. 

+  (a,-i— «»)• 

folglich : 

n 


0 


n 

+  (aÄ-«s)*  +  («2-«4)*+...+(«a— ««)• 

+  («S  -  «4)*+—  +  («8  —  «-)•         >  5 
U.   8.    W. 

und  sind  nun  die  Grossen  aj ,  o^,  o^y  1x4,  — ,  On  nicht  sämmtlich 
unter  einander  gleich,  so  ist  hiernach  offenbar: 


«i*+««*+«8*Hhiii+5»* ^  /«i4^«8-|-«8  +  ....-fttny  ^ 


> 
n 


vom  GTÖMten  tinit  Ktetnattn. 


also  nacb  dem  Obigen : 


dah«t  nacb  dem  Obigeii : 

*,'*  +  :r,'»  +  a:,'*+....+a:«'«>V  +  «.'  +  «s"  +  .   ■   +^-' 

Man  wird  also  zu  dem  Schlüsse  beiechtigt  sein,  das« 
a:,*+3:a'  +  ar|'4...-+3;B'  wirklieb  ein  Minimum  ist,  wenn  man 
ner  annehmen  darf,  dass  die  GriiAsen  «),  og,  a^,  «^,  ....;  ti„ 
nicht  sämmtlich  einander  gleich  sind.  Wollte  man  nun  aber  an- 
nehmen, dasa  o,=:oi,  =  (i^  =  04=.  ,,.=:((,  wäre,  so  wArde  wegen 

der  aas  dem  Obigen  bekannten  Gleichnng  -^-"'"*"'^^"'"'^'^=l 

offenbar  a|^m2^ci):=<'4=  —  =a%^\,  also  nach  dem  Obigen: 


;r,'=-,     j;,'=:-,     ^s'=- 


und  Tolglich  £t'=x, ,  x^'=x^,  2,'^Zg,....,  xa'^=Xt,  sein;  es 
würde  also  zwischen  den  Correctionen  x^,  x^,  Xi,....,  Xa  und 
Xi',  x^ ,  Xi', Xa  gar  keine  Verschiedenlieit  Statt  finden,  in- 
dem es  ja  doch  eben  in   der  Natur  unserer  ganzen  vorstehenden 

Betrachtung  lag,    anzunehmen,    dass   X\',  x^',  x^' ,  x^  , x,i' 

von    den    Correctionen    :r,,  x^,  x^,  x^ ,  Xn    verschiedene 

Correctionen  sind.  Die  Summe  Xi*-\-x^^x^-\-....-\-xt?  ist  also 
wirklich  ein  Minimum,  wie  behauptet  wurde. 


XXIII. 

M  i  B  c  e  I  I  I 


Allgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom  umschriebenen 

Viereck, 
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Beweis.    Aas  der  Gieicbung 

^oab-\r^oed^ ^obc-\r^oad  folgt:  ^oab—^obc^s^^oad—^oed. 

Ist  nan  m  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  ac  und  man  denkt  sich 
von  a,  e^  m  auf  ob  die  Perpendikel  aa' ,  cc',  mm/  geflUlt,  so  ist 
offenbar : 

mm!  =  \{aa'  —  cc'), 
und  folglich: 

X  oab — A  obc  =  ^ .  06 .  (aa'  —  cd)  =  06.  mm' , 
also: 

^  ooÄ  —  ^  o6c=2.  ^  06m. 

Denkt  man  sich  femer  von  a,  c/m  auf  od  die  Perpendikel 
aa'%  cc'S  mm*'  gefällt,  so  ist  offenbar: 

mm'' =  k{aa" -- cc") , 
-und  folglich: 

^oad  —  iiOcd^^\.od.{aa" — c&')  =z  od  .mm" , 

also :   \  oad  —  A  ocd  =  2 .  ^  oifm.    Daher  ist : 

2.  ^obm=:^2,  ^odm,    ^obm=:^odm. 

Die  beiden  gleichen  Dreiecke  obm  und  odm  haben  aber  die 
gemeinschaftliche  Grundlinie  om,  und  mfissen  also  in  Bezug  auf 
dieselbe  gleiche  Buben  haben ,  oder  ihre  Spitzen  6  und  d  müssen 
von  om  gleich  weit  entfernt  sein^  woraus  sich  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  rechtwinkliger  congruenter  Dreiecke  auf  der 
Stelle  ergiebt,  däss  die  Linie  om,  gehörig  verlSngert,  die  Dia- 
gonale bd  in  ihrem  Mittelpunkte  n  treffen  muss,  womit  der  Satz 
bewiesen  ist. 

Ist  nun  abcd  ein  um  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  o  ist^ 
beschriebenes  Viereck,  so  ist  der  Punkt  o  von  den  vier  Seiten 
ab,  bc,  cd,  da  gleich  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  ist 

ab'\^cd^=ibc'\-ad,  also  offenbar:    {^oab-V ^ocd=^ ^obc-^ /^omd» 

Also  ergiebt  sich  aus  <  dem  vorher  bewiesenen  Satze  unmittel- 
bar die  merkwürdige  Eigenscbafl  des  um  den  Kreis  beschrielienen 
Vierecks«  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  immer  aaf 
der  durch  die  Mittelpunkte  seiner  beiden  Diagonalen 
gehenden  Geraden  liegt 

(Dem  Wesentlichen  nach  entlehnt  aus:  Des  nethodes  ea 
G^omötrie,  par  Paul  Serret.    Paris.  1855.   p.  9.    Der  letxle. 
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eine  Eigenschaft  des  um  einen  Kreie  beechriebenen  Vierecics  aoe- 
sprechende  Satz  wird  von  Serret  aki  »^Th^or^me  de  New- 
ton'' beseichnet.) 


Einige  Sätze  der  Elementar  •  Geometrie. 

Von  dem  Heraatgeber. 

In  demselben  interessanten  Boche  föhrt  Herr  Paul  Serret 
p.  14.  auf  als:  IfeuTi^Bie  m^tli^de.  Par  les  iignes«  les 
aires  oo  les  volunies  auziliaires»  und  eriXutert  diese  Me- 
thode,  wie  er  bei  allen  Metboden  meistens  in  sehr  instructiver 
Weise  thut,  durch  die  folgenden  Elementarsätze«  ?on  denen  we- 
nigstens die  beiden  ersten  natürlich  allgemein  bekannt  sind,  hier 
es  jedoch  nur  auf  die  von  Herrn  S.  zur  Erläuterung  der  Methode 
gegebenen  Beweise  ankommt,  die  TieUeicht  nicht  so  allgemein 
bekannt  sind  und  deshalb  hier  mitgetheitt  werden  sollen,  um  zu- 
gleich die  Leser  auf  das  genannte  Buch  aufmerksam  zu  machen. 

Tlieoreat  !•  Von  den  sechs  Segmenten,  welche 
eine  geradlinige  Transversale  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  abschneidet,  ist  ^as  Product  dreier  nicht 
zusammenstossender  dem  Prodncte  der  drei  anderen 
gleich. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  (Taf.  LX.  Fig. 4.)  die  Flächenräume 
der  Dreiecke  bAc,  cßa,  aCb  respective  durch  ^A,  A^>  iiC;  so 
hat  man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  ebenen  Geo- 
metrie *) : 


*)  Gewöhnlich  wird  der  hier  lar  Anwendung  kommende  £leraentar. 
•sU  nar  for  Parallelogramme  ond  Dreiecke  bewiesen,  welche  einen 
Winkel  gemein  habe^  oder  in  denen  twei  Winkel  einander  gleich 
•ind  ;  da««  aber  der  Sau  auch  für  Parallelogramme  and  Dreiecke  gilt 
in  deaeo  twei  Winkel  zusammen  twei  rechte  Winkel  betragen, 
erhellet  «ehr  leicht.  Sind  nAmlich  in  Tat  IX.  Fig.  5.  etwa  ABC  and 
BDE  zwei  Dreiecke,  In  denen  die  Somme  der  Winkel* i4^r  and  DBE 
swei  rechte  Winkel  hetragt,  so  dass  diese  Winkel  Nebenwinkel  von  ein- 
ander sind  oder  als  solche  betrachtet  werden  können;  so  siehe  man  CE 
and  hatodann  unmittelbar  die  folgenden  Proportionen: 

A  ABC:  A  BCE  =  ABiBE, 
A  BCEi  A  BDE=  BCi  BD, 

mlao  durch  Zusammenaettong : 

^ÄBCi^BDEz=:AB.BCxBD,BE, 
wie  bewieeen  werden  aoUte. 
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^B Ba.ca 

ÄC  ^  Ca.ab' 

AC      Cb.ab 
\A       Ab,bc* 

Maltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander  und  hebt  auf, 
\va9  sich  aufheben  Iftsst,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Glelcbaog : 

1=  n  '  ^  '  ji9    also:     Ac.ßa,Cb  =  Be.Ca.Ab^ 
Bc.Ca.Ab 

wie  bewiesen  werden  sollte.  , 

TlteoreBA  II*  Die  drei  Geraden,  welche  aus  den 
Ecken  eines  Dreiecks  sämmtlich  durch  einen  and  den- 
selben Punkt  gezogen  sind,  bestimmen  auf  den  Seiten 
des  Dreiecks  sechs  Segmente,  von  denen  das  Prodoct 
dreier  nicht  zusamroenstossender  dem  Producte  der 
drei  anderen   gleich   ist. 

Beweis.  Mit  ROcksIcht  auf  Taf.  IX.  Fig.  6.  wollen  wir  die 
Plächenräume  der  sechs  Dreiecke 

BOa,  COa;    COb,  AOb;    AOc,  BOc 

respective  durch 

bezeichnen;  dann  hat  man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze 
die  Gleichungen: 

Aq        ^'AAL.^       Ag  _  Ac 
^a'^  Ca'     ^b''^Ab'     Ac' ""  Äc' 

also  durch  Multiplication : 

Afl'A^-Ac    Ba.Cb.Ac 

'^ ^a'.^b'.^c'^  Ca.Ab,Bc 

Nach  dem  bei  dem  Beweise  von  Theorem  I.  angewandten   Ele- 
mentarsatze hat  man  aber  ferner: 

Aa  _OB.Oa       ^b  _OC.Ob       Ac  _OA.Oc^ 
^'^OA.Ob*     ^c'^OB.Oc'     ^a'^OC.Oa' 

also  durch   Multiplication: 
^^ Aa'.AÄ'.Ae'-'- 


Durch  VergleicboDg  der  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  unml  tt^lbur : 

Ba.Cb.Ac_ 
Cä.Ab.Bc'^^' 
also: 

Ba.Cb.Acs=  Ca.Ab.Bc 
oder : 

Ae.Ba.Cb^Ab.Bc.Cay 

wie  Ibewiese»  werden  sollld. 

Theorem  III.  Wenn  i n  Taf.  IX.  Fig.  7.  der  Punkt  O 
eine  Ecke  eines  regelmfts^igen  Oetaeders  ist,  und  der 
derselben  entsprechende  Winkel  des  Octaeders  von 
einer  beliebigen  Ebene  geschnitten  wird,  welche  die 
in  O  zusammenstossenden  Katoten  des  Octaeders  in 
den  Punkten  A^  B,  C,  D  schneidet;  so  findet  Imnier 
die  Gleichung: 

statt  *). 

Beweis.  Man  ziehe  die  Diagonalen  AC  und  BD  des  Vier* 
ecks  ABCD,  so  hat  man  die  IdeatitSt: 

Pyr.  OABC+Pyr.  OACD  :±iPyt.  OB  DA +  Py  f.  OB  CD. 

Bezeichnet  man  nun  die  Hohen  der  Pyramiden  OABC,  OACD 
ifi  Bezug  auf  die  getneinschaßllcbe  Basis  AOC  durch  if»,  H4\ 
die  Hohen  der  Pyramiden  OBDA,  OB  CD  in  Bezug  auf  die  ge- 
oieiBSckaftllcbe  Basis  BOD  durch  JSf«,  He,  ifo  fst: 

Pyr.  OABC  =  i.Bk.^AOC, 
Pyr.  OACD  ^i. Bd. il  AOC; 
Pyr.  OBDA=z\.Ha.^BOD, 
Pyr.  OBCD^i,H4,,^BOD. 

Weil  nach  den  Eigenschaften  des  Octaed  er  winkeis  die  Drei« 
ecke  AOC  und  BOD  bei  O  gleiche  Winkel  haben,  se  ist: 

^BOD      OB. OD 

^AOC  ■"  OA.OC 
also: 

^BOD  =  ^^.^AOC, 


•)  Her  Eiisiti  if  9e<SM  ist  L^y. 
TlMaXXXTIII. 
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folglich : 

Pyr.  OABC=\.Uk.äkAOC, 

Pyr.  O^CD=i.J5frf.A^OC; 

Pyr.  OBCD=i.Hc.^^./^AOa 

Offeobar  sind  ferner  OA,  OB,  OC,  OD  gegen  die  Ebenen 
AOC  and  BOD  sämmtllch  gleich  geneigt»  und  es  ist  also: 

Ua.Uh.Ut.H4-  OAiOß.OC.OD 

oder 

folglich : 

Pyr.  OABC=^i.^.  Ua.  ^AOCs 

Pyr.  OACD=zi.^,Ua.^AOC; 

Pyr.  OÄi>il=i.^^^.Ä.A^OC, 

Pyr.  OBCD=i.^^.^.Ua.  \AOa 

Setzt  man  nuo  diese  Ausdrücke  In  die  identische  Gleichung ,  von 
welcher  wir  ausgingen ^  so  ergiebt  sich,  weun  man  durch 

i.Um.^^AOC 

dividirt,  die  Gleichuog: 

OB     OD_OB.OD     OB.  OD  OC 
OA^  OA'^  OA.  OC  +  OA.OC  *  OA' 

also,   wenn  man  mit 

OA.OC.  OA 
multiplicirt: 

OA.OB.  OC-k^OA.  OC.  OD'=z  OA.OB.  OD^OB.  OC.  OD, 

und»  w^nn  man  nun  mit 

OA.OB.OC.OD 


dividirt: 

'    i   '    -    '    a.    • 
(JB  +  OB  -  ÜC+ Ö3 

oder 

wie  bflwiMen  werden  sollte.  / 


Coojugirte  Piukte  der  Ellipse. 

Von  dem   H«raatgebcr. 

Zwei  Ponkto  einer  Ellipse,  deren  Uklbazen  wie  gewObnlich 
dareh  a,  b  beselcboet  werden,  seien  {xn)  nod  (x'^);  so  aiod  die 
Gleiefanngen  der  Nomiftlen  der  Ellipae  In  diesen  Punkten,  wenn 
die  lanfendeD  CoordinateD  durch  u,  t  bezeichnet  werden,  bekann ttich : 


,  wie  man  leicht  findet: 


Beseichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Normalen 
Ton  dem  Mittelpunkte  der  Ellipae  durch  p,  p*;  so  Ut  nach  einer 
bekannten  Gmndfonnel  der  uialytischen  Geometrie : 

oder,  wie  mu  mittelst  der  < 

Sollen  nuD  die  beiden  Pi 
solche  Lage  hsbeo,  dess  diel 
tsaten  gleich  w^  von  des  I 


oder,  weil 

ist: 

x*(a*  -  ar«){a«— e»a:'")  =  a:'«(«i»— ;»'■)  (fl*-  ««a;«) 
sein. 

Ordnet  man  diese  Gletchang  rmIi  x,   bo  erbftlt  man: 

«tderi 

(o«-  ^x'*)  .T*  —  (a*—  e*x'*)a»  =  —  a*x'*(a*~x'*) ; 

und  IQst  man  nun  diese  GlelcbmiK  ■»  Bezog  auf  x*  als  oobe- 
kannte  Grüsse  wie  eine  quadratische  Gleichung  auf.  so  «rhilt 
man  zOTStderst  anf  der  Stelle : 

'^  ~2(a*-e«x'»)'^-  4 («•-«■.«'«)«  * 

und  bieraus  ferner  mittelst  lichter  Hechnung : 

Zieht  man  aber  au«'  dem  Zähler  des  Bracbs  aiif  der  rechtsi 
Seite  des  Gleit^beitszeicbeos  die  Quadratwurzel  au»,  so  findet 
man  leicbt,  dass  dieser  ZSbler  das  Tollkommene  Quadrat 

(«•«'•  -  2|i4y»  +  o")«         , 

ist,   und  dass  man  «ho  die  Gleichung 


Au«  dieser   Gleiehnng   erglebt   sich    dnrcli   Anszielnuig  der 
Quadratirnreel: 


n*— e*;c" 

Aus  der  Gleichnng  a:*=:x'*  Mgt  :E=:±y,'  und  diese 
symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der  Nebensxe  liegenden  Punkte 
der  Ellipse,  von  denen  sieb  von  seihst  versteht,  dass  die  ihnen 
entsprechend eo  Normalen  gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  entfernt  siod,  wollen  wir  natürlich  nicht  welter  betrach- 
ten, indem  wir  vielntehr  unser  Augenmerk  lediglicb  auf.  die 
durch  die  Gleichung 


bestimmten  Punkte  der  Ellipse,  in  denen  die  Normalen  auch  gleich 
weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind,  und  die  man  wohl  con- 
jngirte  Punkte  der  Blltpse  genannt  hat,   rtehten  werden. 
Man  findet  leicht; 


"      '—    t^—t'»x'*     — ««— e*:r'*' 


also: 

b*x'* 


und  weil 


»"=  ^(«•— ''*).  ■'»«  a*-x-^=^^ 


ist.    so  ist  nach  dem  Obigen  auch: 


m 
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Die  Gieicbang 


,_«*(«*- o:'«) 


bringt  man  leicht  auf  die  symmetrische  Form: 
und  setzt  man  nun: 

so  erhält  man  mitteist  leichter  Rechnung: 

hat  also  die  beiden  bemerkenswerthen  Gleichungen: 


oder: 


folglich : 


a*  j^  +  a:'*— a*  a:*ar 


t^'« 


6**y«+y'«-6*""     3fV 


oder: 


Bezeichnet  man  jetzt  die  ersten  Coordinaten  der  Durcbschoitts* 
punkte  der  beiden  Normalen  mit  der  Hauptaxe  der  Ellipse  dirch 
u,  u'i  so  Ist  nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen 
der  Normalen: 

aUo,  wie  man  leicht  findet: 


oder: 


ahi        ,      ahi' , 


fol(;lich : 
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also  nach  dem  Obigen: 
oder: 


ter+(i)'i-(f)'©"=(i)' 

Bezeichnet  man  die  Abscissen  der  Darchschnittspunkte  der 
Normalen  mit  der  Abscissenaxe  in  Bezug  auf  die  Fus«punkte  der 
Ordinaten  als  Anfangspunkte  der  Abscissen»  —  nämlich  die  mit 
ihren  gehurigen  Zeichen  genommenen  Subnormalen  ^  —  durch  s 
und  $f;  80  ist: 


also: 


€*S  €*f' 


folglich : 


und  daher  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
oder: 

Bezeichnet  man  die  den  Punkten  (xy)  und  (a?'yO  entsprechen- 
den Krfimmungshalbmesser  der  Ellipse  durch  r  und  r',  so  ist 
bekanntlich : 

also: 
ftiglicb : 


«•«-«l«*-(o*r)»t,    x'*=^\ifl~-(abr'yi\. 
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* 

oder: 

und  hieraus: 

^Ia«-(a6r)l(,    ^«=^* 

Folglich  iatt 

2ii*      a^ 

x*  +  x'^=^^-^{  (abr)i  +  («ftr')l) , 

also  nach  dem  Obigen: 

?~^  ^t(a6r)l  +  (aÄr')»)-5ta«-^(a6r)»Ua«-(a6r')»>  =ci«, 
oder: 

woraus  sich  die  Gleichung: 

o*  —  («6r)* .  (flÄr')*  =:  «M , 
also  die  Gleichung: 

s 

oder,  wie  hierai^s  sogleich  folgte  die  GleieiMiDg:    ab^izrr',  oder 

die  Proportion  airz=:r':b  ergiebt. 

Der  Inhalt  der  Ellipse  ist  bekanntlich  abn,  also  nach  d«iB 
Vorstehenden  rr'n. 

Diese  leicht  noch  weiter  zu  ffehrenden  Bemerkungen  babeo 
onr  den  Zweck»  diesen  Gegenstand»  namentlich  auch  mit  Rück- 
sicht auf  die  übrigen  Kegelschnitte,  zur  Verwendung  zu  Ue- 
bungsaufgaben  zu  empfehlen»  wozu  mir  derselbe  nicht  nnge* 
eignet  zu  sein  scheint. 


Berichtigoni^. 

S.340.  Z.  5  ▼.  II    muM  et  in  dem  Integral- Aasdriicke  von  %  im 
ler  des  Brorhs  unter  dem  Integralzeichen  2dp  statt  2ifdp  heitten. 


•    ^v 
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literarischer  Bericht 


cLu: 


In  der  Nacht  vom  27.-28.  April  1862  starb 

Dr.  Johaim  Heinrich  Traogott  Mfineri 

Oberschulrath  in  Wiesbaden.  Das  Archiv  verdankt  ihm  meh- 
rere werthvolle  Beiträge,  und  wir  wünschen  sehr^  dass  uns  ein 
Necrolog  des  vielfach  verdienten  Mannes  recht  bald  mitgetheilt 
werden  möge. 

Am    27.   Mai   1862   starb   in  der  BlCithe   der   Jahre   der  am 
4.  Jaonar  1834  zu  Verden  im  Königreich  Hannover  geborene 

Dr.  Carl  Ferdinand  Pape, 

nach  gründlicher  Vorbereitung  in  den  roathematiachep  und  astro- 
nomischen  Wissenschaften  seit  dem  Jahre  1856  Caiculator  für  die 
dänische  Gradniessung  und  Observator  an  der  Sternwarte  in  AI« 
tona.  Er  hat  sich  durch  mehrere  ausgezeichnete,  in  den  astro« 
noroischen  Nachrichten  niedergelegte  Arbeiten  um  die  Wissenschaft 
verdient  gemacht,  und  sein  Andenken  wird  in  Seegen  bleiben. 
Er  war  der  Schwiegersohn  des  hochverdienten  Herausgebers  des 
genannten  Journals;  eine  trauernde  Wittwe  und  zwei  Kinder  in 
zartem  Alter  überleben  den  trefflichen  Mann. 


In'  demselben  Monat  ist  der  Wissenschaft  leider  auch   ent- 
rissen worden 

Terqnem, 

der  hochverdiente  Herausgeber  der  Nouvelles  Annales  de 
Math^matiques.  Einen  besonderen  Necrolog  hoffen  wir  später- 
hin bringen  zu  können. 


Thl.  XXXVIII,  Hfl.  4. 
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Geometrie. 

Intorno  alla  curva  gobba  del  quart'  ordine  per  la 
quäle  passa  una  sola  superftcie  di  secondo  grado.  Me- 
moria del  Prof.  Lyigi  Cremona,  letta  ai  7.  dt  Marzo  1861 
dayaoti  all'  Accademia  delle  scienze  delT  Istit'uto  di 
Bologna.  Estratta  dagli  Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata  tom.  IV.  N.  2.  Roma.  Tipografia  della  S.  Cod- 
greg.  di  propaganda  fide.     1862.    4. 

Eine  Torläufige  ganz  kurze  Anzeige  dieser  damals  noeh  nicht 
erschienenen  Schrift  ist  im  Literar.  Her.  Nr.  CXLIII.  nach  einer 
im  ,,Rendiconto.  1860 — 1861."  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna  abgedruckten  Analyse  derselben  gegeben  worden. 
Dieselbe  liegt  in  einem  vollständigen  Abdrucke  aus  den  ,» Annali 
di  Matematica  pura  ed  applicata*'  jetzt  vor  uns  und  liefert  einei 
neuen  Beweis  für  den  Erfolg  und  den  Scharfsinn,  womit  Hen 
L.  Creroona  sich  der  weiteren  Ausbildung  der  reinen  höhe- 
ren Geometrie,  namentlich  rücksichtlich  der  allgemeinen  Theorie  der 
Carven  widmet,  und  dadurch  zur  weiteren  Verbreitung  dieses  scho- 
nen Theils  der  Mathematik  in  seinem  Vaterlande  wesentlich  beiträgt. 
,  Der  Herr  Verfasser  schliesst  sich  bei  dieser  Untersuchung  haupt- 
sächlich an  die  früheren  Arbeiten  von  Cayley  (Journal  de  Ltoa- 
ville.  1845.) 9  Salmon  (On  the  Classification  of  curves  o^  double 
curvature.  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal.  Vol.  V.  1850. 
p.  23.  und  On  the  degree  of  the  surface  reciprocal  to  a  given  one. 
Transactions  of  the  R.  Irish  Acadeniy.  Vol.  XXIII.  Dublin.  1857) 
und  Steiner  (Ueber  Flächen  dritten  Grades.  Crelle's  Journal. 
ThI.  LIII.  1857.),  zugleich  mit  Röcksicht  auf  die  älteren  Arbeiten 
von  Plücker,  an.  in  Folge  der  Untersuchungen  dieser  Mathe- 
matiker unterscheidet  Herr  L.  Cremona  zwei  wesentlich  verschie- 
dene doppelt  gekrümmte  Curven  der  vierten  Ordnung,  welche  als 
Durchschnitte  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  und 
einer  Fläche  der  zweiten  mit  einer  Fläche  der  dritten 
Ordnung  aufzufassen  sind.  Die  Existenz  der  zweiten  doppelt 
gekrümmten  Curve  der  vierten  Ordnung  ist  zuerst  von  Salmon 
und  Cayley  nachgewiesen  worden,  und  der  Untersuchung  dieser 
zweiten  Curve  i^t  die  vorliegende  Schrift  gewidmet,  in  welcher 
nicht  bloss  die  schon  von  Salmon  und  Steiner  gefundenen 
Eigenschaften,  sondern  auch  verschiedene  andere  neue  Eigen- 
schaften dieser  Curve  bewiesen,  so  wie  namentlich  auch  eine 
(lineare)  geometrische  Construction  (mediante  intersezi^ni  de'  piani 
omologhi  di  tre  fasci  projettivi)  gegeben  worden.  Ohne  allen  Cal- 
cul  werden  diese  Untersuchungen,  unstreitig  mit  grossem  Scharf- 
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siooe,  durchaus  nur  mittelst  allgemeiner  rein  geometrischer  Be- 
trachtungen  durchgeführt ,  wodurch  denselben  jedenfalfs  ein  ganz 
besonderer  Reiz  und  ein  eigedthumliches  Interesse  verliehen  wird. 
Näher  auf  das  Detail  dieser  schiinen  Untersuchungen  einzugehen, 
verbietet  uns  die  Beschränktheit  des  Raums  und  der  Zweck  die- 
ser literarischen  Berichte,  weshalb  wir  uns  mit  der  vorstehenden 
allgemeinen  Angabe  der  Tendenz  der  ausgezeichneten  Schrift  be- 
gnOgen,  aber  Alle,  die  sich  solchen  rein  geometrischen  Betrachtun- 
gen mit  Vorliebe  widmen,  dringend  auf  diese  Schrift  aufmerksam 
machen  müssen,  welche  jedenfalls  ein  schönes  Zeugniss  von  dem 
Scharfsinne  ihres  Verfassers  und  von  dem  Erfolge,  mit  welchem 
diese  reine  Geometrie  der  Curven  auch  in  Italien  gepflegt  und 
bearbeitet  wird,  liefert. 


A  ri  th  me.tik. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umfassend 
und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar- 
gestellt von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathema- 
tik an  der  poly technisehen  Schule  in  Karlsruhe.  2te 
umgearbeitete  Auflage.  Stuttgart,  Metzler'sche  Buch« 
haiidlung.     1862.    8. 

Die  im  Jahre  1857  erschienene  erste  Auflage  dieses  Werks, 
welche  auch  in's  Russische  übersetzt  worden  ist,  ist  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CXXII.  S.  1.  angezeigt  worden.  Die  jetzt  vollständig  er- 
schienene, aus  drei  Bänden  bestehende  zweite  Auflage  ist  aber 
unbedingt  als  ein  ganz  neues  Werk  zu  betrachten,  in  verschie- 
denen Punkten  verbessert  und  nach  allen  Richtungen  vervoll- 
ständigt, so  dass  wir,  und  zwar  nicht  bloss  in  der  deutschen 
Literatur,  gegenwärtig  kein  Werk  wüssten,  welches  die  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  nach  ihrem  neuesten  Zustande,  na- 
mentlich auch  mit  Rücksicht  auf  die  Arbeiten  deutscher  Mathe» 
matiker,  so  vollständig  darstellte  wie  das  vorliegende,  das  wir 
daher  der  weitesten  Beachtung  angelegentlichst  empfehlen,  und 
das  nach  unserer  Ueberzengung  Niemand  wird  entbehren  können, 
der  die  genannten  Wissenschaften,  ohne  auf  die  eigentlichen  Quel- 
len zurückzugehen,  in  einigermaa^en  umfassender  Weise  kennen 
lernen  will.  Hiebe!  ist  noch  ganz  besonders  hervorzuheben,  dass, 
ausser  allen  wichtigeren  geometrischen  Anwendungen,  die  Leser 
auch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  lehrreicher  und  interessanter 
Anwendungen  auf  physikalische  Gegenstände  in  dem  Werke  finden. 
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die  mit  besonderem  Danke  aofzanehmen  and  sehr  dienlich  sind, 
das  tiefere  Eindringen  in  die  eigentliche  Natur  der  Wissenschaft 
zu  vermitteln.    Ganz  besotiders  verdienstlich  ist  jedenfalls  die  in 
dritten  Bande  enthaltene  selbstständige  Darstellung  der  Integration 
der    partiellen    Differentialgleichungen,    die  sehr   dazu    beitrageo 
wird,  die  Bekanntschaft  mit  dieser  wichtigen  Partie  der  Integral* 
rechnung  zu  erleichtern  und  weiter  zu  verbreiten,  und  in  der  sieb» 
natürlich  ganz  mit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  völlig  entspre- 
chend,  besonders  viele  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik 
finden.    Ueberall  hat  sich  der  Herr  Verfasser  einer  völlig  wissen- 
schaftlichen Strenge  der  Darstellung  in  der  anerkennungswertbe- 
sten  Weise  befieissigt,  und  dass  er  die  Methode  der  Gränzen  zo 
der  Basis  der  ganzen  Wissenschaft  macht,   bedarf  einer  Hemer- 
kung  wohl  gar  nicht  weiter,  da  alle  anderen  Methoden  gegenwär- 
tig eine  wissenschaftliche  Berechtigung  völlig  verloren  haben,  als 
ganz  antiquirt  zu  betrachten  sind,  und  von  gründlicheren  Mathe- 
matikern auch  nur  einer  Erwähnung  nicht  mehr  >fur  werth  gehalten 
werden,  insofern  es  sich  nicht  um  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft handelt.    Wir  halten  hiernach  das  vorliegende  neue  Werk, 
auf  dessen   Besprechung  im   Einzelnen  bei  seinem  grossen  Um- 
fange wir  hier  natürlich  nicht  eingehen  können,  jedenfalls  für  eine 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfehlen  dasselbe  nochmals 
dringend  zu  sorgfältigster  Beachtung.     Bei   der  Wichtigkeit  des 
Werks  halten  wir  es  für  nöthig,  unseren  Lesern  durch  die  fol- 
gende Angabe  des  Hauptinhalts  den   grossen   Umfang  desselben 
vor  die  Augen  zu  führen. 

Krster  Band.  (Mit  52  in  den  Text  eingedruckten  Figuren.) 
Erstes  Buch.  Differentialrechnung  für  Functionen  mit 
einer  unabhängig  Veränderlichen.  Integration  solcher 
Functionen,  bestimmte  einfache  Integrale  und  An- 
wendungen derselben.  1.  Einleitung.  Sätze  aus  der  niedere 
Analysis.  Gränzwerthe.  IL  Differentialquotient  für  Functionen  einer 
einzigen  unabhängigen  Veränderlichen.  IH.  Differentialquotieoteo 
höherer  Ordnung.  Bedeutung  gewisser  Differentialquotienten.  Ver- 
tauschung der  unabhängig  Veränderlichen.  IV.  Untersuchung  der 
scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  Von  den  grössten  und  klein- 
sten Werthen  für  Functionen  einer  unabhängig  Veränderlichen. 
VI.  Das  unbestimmte  Integral.  VII.  Das  bestimmte  Integral« 
VIII.  .Anwendung  der  bestimmten  Integrale  auf  Berechnung  von 
Flächen-  und  Körper -Inhalten,  so  wie  von  Bogenlängen.  IX.  Die 
Theoreme  von  Taylor  und  Maclaurin,  nebst  deren  Anwendun- 
gen. X.  Die  Sätze  von  Bürmanu  und  Lagrange.  XI.  Näbe- 
rungsweise  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals.  —  Zweites 
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Buch.  Differentialrecbnanff  für  Functionen  mehrerer 
unabhängig  Veränderlichen.  Vielfache  Integrale  und 
deren  Anwendung.  XII.  Differentialquotienten  ftir  Functionen 
mehrerer  unabhängig  Veränderlichen.  Vertauschung  dieser  letz- 
tern. Analytische  Anwendungen.  XIII.  Vielfache  Integrale.  An- 
wendungen. XIV.  Weitere  Untersuchungen  ober  bestimmte  Integrale. 

Zweiter.  Band.  (Mit  15  in  den  Text  eingedruckten  Figu- 
ren.) Drittes  Buch,  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen. XV.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XVI.  Die 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.  XVII.  Von  den  beson- 
dern Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  XVIII.  Integration 
der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen.  Viertes  Buch,  Unter- 
suchungen über  bestimmte  Integrale.  Anhang.  XIX.  Die 
periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange.  XX.  Die 
elliptischen  Integrale.  XXI.  Die  Eul ersehen  Integrale  oder  die 
Gammafunctionen,  so  wie  einige  andere  Functionen.  XXII.  Re- 
duction  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen  Methoden.  An- 
hang: Uebungen  und  Zusätze  enthaltend. 

Dritter  Band.  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen. I.  Integration  gleichzeitiger  Differentialglei- 
chungen mit  partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung.  II.  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
III.  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
drei  Veränderlichen.  IV.  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Ver- 
änderlichen zweiter  Ordnung  und  nicht  linearer  Form,  oder  höhe- 
rer Ordnung.  V.  Partielle  Differentialgleichungen  mit  mehr  als 
drei  Veränderlichen.  VI.  Auflösung  einiger  Probleme  der  Uydro- 
d3rnamik.  VII.  Die  Laplace'sche  Functionen.  Anhang  (welcher 
vorzfiglich  Probleme  der  höhern  Mechanik,  auch  aus  der  physi- 
schen Astronomie,  namentlich  in  Räcksicht  auf  das  Störangs- 
problem,  enthält). 


Ulaschinenlehre. 

AllgemeKne  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vorträge,  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma. 
schinen Wesens,  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei- 
ner Entwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Came- 
ralisten, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes. 
Von  Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Hannover.  Mit  zahlreichen  Holzschn. 
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1.  Bandes  2.  Hälfte.    Braunschweig.    Sehivetscbke  uod 
Sohn.    1862.    8. 

Die  erste  Hälfte  des  ersten  Bandes  dieses  sehr  verdienstlichen 
Werks  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVII.  S.  4.  angezeigt,  und  der 
allgemeine  Charakter  und  die  Tendenz  desselben,   wie  wir  glao- 
/  ben»  dort  schon  so  deutlich  von  uns  dargelegt  worden,  dass  hier 
etwas  Weiteres  darüber  zu   sagen  überflüssig  sein  würde.     Be- 
merken wollen  wir  daher  nur,    dass  der  Herr  Verfasser  seinen 
Zweck,   vorzugsweise  eine  Beschreibung  der  Maschinen  in  mehr 
populärer  Darstell ungs weise  zu  liefern,  unverrückt  vor  Augen  be- 
halten und  sich,  bei  aller  Kürze,  doch  der  grössten  Deutlichkeit 
und  Klarheit  befleissigt  hat,    welche  die  trefflichen  Holzschnitte 
und  überhaupt   die   in  jeder   Beziehung    ausgezeichnete  äussere 
Ausstattung  nur  noch  zu  erhohen  geeignet  sind.    Den  sehr  inter- 
essanten   und    instructiven   geschichtlichen   Einleitungen,   die   in 
einem  Werke  dieser  Tendenz  ganz  an  ihrem  Orte  sind,  scheint 
in  dieser  zweiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  fast  noch  mehr  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden  zu  sein  als  in  der  ersten  HälHe 
dieses  Bandes.    Die  in  der  früheren  Anzeige  von  uns  ausgespro- 
chene Empfehlung  dieses  unserer  Literatur  Ehre  machenden  Werks 
können  wir  daher  hier  nur  aus  vollkommener  Ueberzeugung  wie- 
derholen, und  wollen  nun   im  Folgenden  für  unsere  Leser  noch 
eine  Uebersicht  der  Haupttheile  des  Inhalts  dieser  zweiten  Hälfte 
geben: 

Sechstes  Kapitel.  Theilmaschinen  (Kreistheilmascbi- 
nen,  Längentheilmaschinen  nach  vorausgeschickter  sehr  interes- 
*  santer  geschichtlicher  Einleitung  wie  in  allen  Kapiteln,  was  wir 
nachher  nicht  überall  noch  besonders  bemerken  werden).  Zweite 
Abtbeiluiiff.  Bfaflcbtneii  zur  Terrielitiiiiff  nIliBlIelier 
mecbaniflclier  Arbeiten.  —  L  Abschnitt.  Erstes  Kapi- 
tel. Maschinen  zur  Aufnahme  der  Menschenkräfte 
(Hebel,  Kurbel,  Lauf-,  Tret-  und  Sprossenräder,  Coignet-Maschi* 
nen).  Zweites  Kapitel.  Maschinen  zur  Aufnahme  der 
Thierkräfte  (Göpel,  Tretwerke,  Trittmaschinen).  —  H.  Ab- 
schnitt. Erstes  Kapitel.  Verficale  Wasserräder  (Eio- 
theilung  der  Wasserräder,  Räder  in  geradem  Gerinne,  Räder  in 
gekrümmtem  Gerinne,  unterschlägige  Wasserräder  in  freiem  Strome; 
Kropfräder  mit  Durchlassschützen,  mit  Ueberfalleinlauf,  mit  €on- 
lisseneinlauf;  rückenschlägige  Wasserräder,  oberschlägige  Was- 
serräder). Zweites  Kapitel.  Horizontale  Wasserräder 
(Eintheilung,  Fourneyron-Vollturbinen ,  Fourneyron-Partialturbinen, 
Henschel-Jonval-Turbinen ,  Turbinen  ohne  Leit-Curven- Apparate, 
die   Turbinen   im  Vergleich    mit    den    verticalen   Wasserrädern). 
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Drittes  Kapitel.  Wassersäalenmaschinen  (Reichenbachs 
Wassersäalenmaschineiiy  die  neuesten  WassersMulenmascbinen).  — 
111.  Abschnitt.  Windräder.  Erstes  Kapitel.  (Geschicht- 
liche Einle,itung.)  Zweites  Kapitel.  Die  BockwindmCihle. 
Drittes  Kapitel.  Die  holländische  Windmühle  (Allge- 
meines über  Windräder).  —  IV.  Abschnitt.  Dampfmaschi- 
nen. Erstes  Kapitel.  (Geschichtliche  Einleitung.)  Zweites 
Kapitel«  (Eintheilung  der  Dampfmaschinen,  Steuerungen  bei 
Dampfmaschinen  im  Allgemeinen,  verschiedene  Expansions  -  An- 
ordnungen, Condensatoren,  Vorwärmer,  Leistungsbestimmung  der 
Dampfmaschinen  durch  directe  und  indirecte  Messung).  Drittes 
Kapitel.  Dampfkessel  und  ZubehOr  (verschiedene  Dampf- 
kesselformen und  deren  Beurtheilung:  Kofferkessel,  Cylinderkessel, 
Kessel  mit  Siederuhren,  Kessel  mit  Vorwärmern,  Kessel  mit  in- 
wendigem Feuerheerde,  AI  bausche  und  Hen  sc  he  Ische  Kessel, 
beste  Kessel  für  den  Gewerbe-  und  Fabrikbetrieb,  Dimensions- 
verhältnisse der  Dampfkessel  und  zugehörige  Feuerungs- An  lagen, 
Sicherheits- Vorrichtungen  bei  Dampfkesseln:  Sicherheitsventile, 
Wasserstandsgläser,  Probirhähne,  Manometer;  aber  Kesselstein- 
bildungen, Kessel -Explosionen).  Zusatz«Kapitel  (besondere 
Dampfmaschinen  und  andere  ßetriebsmaschinen  zum  Ersätze  der- 
selben). 

Wir  sehen  den  weiteren  Fortsetzungen  A^b  verdienstlichen, 
einem  Bedürfnisse  in  zweckmässiger  Weise  abhelfenden  Werkes 
mit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  so- 
gleich zur  Anzeige  bringen,  so  bald  sie  zu  unserer  Kenntniss 
gelangen. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  l'Acadt^mie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLL  S.  6.) 

29««  Ann^e,  2"*«  Sär.  T.  IX.  1859.  Occultation  des  pl^iades, 
le  8  d^cembre  1859;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  11.  —  Note 
sur  Ti^coulement  des  eaux  qui  circulent  ä  la  surface  de  la  terre; 
par  M.  Lamarle.  p.  12.  —  Note  sur  la  vitesse  du  bruit  du  ton- 
nerre;  par  M.  Montigny.  p.  56.  —  Note  sur  quelques  proprio- 
t^  des  lignes  trac^es  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Ph. 
Gilbert,  p.  46.  —  Sur  la  p^riode  annuelle  de  l'intensit^  horizon- 
tale du  roagnetisme  terrestre;    par  M.  Lamont    p.  116.  —  Ob- 
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servatioDS  de  la  lun«  et  des  steiles  de  ro^me  culmioatioQ  faitas 
en  1850.  Notice  de  M.  Eroest  Quetelet.  p.  120.  —  Solatiop 
g^om^triqae  d'une  s^rie  de  probl^mea  relatifs  k  l'art  des  construe* 
tioDs;  par  M.  Lamarle.  p.  127.  —  Orage  du  19  f<tfvrier  1860; 
note  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  263.  —  Coromunication  relative 
aux  moyens  de  pr^munir  les  ^dificea  contre  lea  rayages  de  la 
foudre;  par  M.  de  Vaux.  p.  277.  —  Suite  des  observations  sor 
la  lumi^re  zodlacale,  faites  ä  Münster,  du  20  decembre  1859  et 
23f(ävrier  1860,  parM.Heis.  p.359.  —  Solutioo  g^om^triqoe d'ooe 
sörie de problemes relatifs ä  Tart  desconstructions ;  par  M.  Lamarle. 
(Suite  et  fin.)  p.  361.  —  Projet  de  confi^rence  internationale,  poor 
^tendre,  sur  le  globe  entier,  le  Systeme  des  observations  ni4t^ 
rologiques  adoptö  pour  la  mer,  dans  la  ConKrence  de  1853.  Lettie 
de  H.  Maury  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.  415.  —  Pb^oom^nes 
m^töororogiques ;  par  MM.  Ad.  Quetelet  et  Ernest  Quete- 
let.   p.  433. 

29««  Ann^e,  2'"«  Sör.,  T.  X.  1860.  Sur  un  nouveaa  systdme 
eoregistreur  des  observations  de  tous  les  Instruments  metöorolo- 
giques;  par  M.  Ch.  No^l.  Rapport  de  M.  Duprez.  p.  6.  — 
Recherches  sur  la  capillarit^,  par  M.  Bdde.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  47.  —  T^l^grapbes.  Note  sur  les  effets  de  l'orage  du 
15  roai  1860,  aux  environs  de  Tirlemont;  par  M.  V  in  eben  t.  p.  56. 
—  Note  sur  Täclypse  de  soleil  du  18  juillet  1860,  observ^e  k 
rObservatoire  royal  de  Rruxelles;  par  M.  Ernest  Quetelet 
p.  181.  —  Note  sur  Töclipse  partielle  du  soleil,  observ^  a  Ken- 
sington le  18  juillet  1860;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  185.  — 
Determination  et  comparaison  des  bauteurs  barom^triques  sous 
i'influence  des  differents  vents,  avec  les  intensit^s  et  les  tempe- 
ratures  de  ces  vents,  d'apr^s  les  observations  faites  ä  Brnxelles; 
par  M.  Ch.  Montigny.  p.  187.  —  Notice  sur  les  paratonnerres; 
par  M.  Jas  par.  p.  396.  —  Sur  les  steiles  filantes  du  7  ao  11 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  410.  —  Sur  les  #toi* 
les  filantes  du  10  aoüt;  Lettre  de  M.  Duprez  k  M.  Ad.  Que- 
telet p.  412.  ~  Sur  les  ^tolles  du  10  aoüt  et  sur  les  ph^ne- 
mdnes  p^riodiques  en  g^n^ral.  Lettre  de  M.  Herrick  k  M.  Ad 
Quetelet  p.  414.  —  Note  sur  les principales perturbations  magn^- 
tiques  de  1860,  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  420.  —  Aurores  bo- 
reales  observees  pendant  le  roois  d'aoüt  1860;  communieation  de 
M.  Heis.  p.  422.  —  Relev^  des  perturbations  qui  ont  ^t^  con- 
stat^es  &  Bruzelles  dans  le  Service  des  lignes  t^l^grapbiques  le» 
8,9, 10,  11  et  12  aoüt  1860;  communiqu^  le  13  aoüt  par  VL  Tlo- 
chant.  p.  423.  —  Occultation  des  pl^iades,  observ^  k  Bmzel* 
les  le  6  septembre  1860.    p.  425.  —  Sur  les  protubi^rances  rooges 


UUrariicker  Bertehi  CLU.  9 

observi^s  pendant  T^lipse  de  noleil  du  18  joillet  I86O1  Lettre 
de  M.  Lamont  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.  426.  (Sebr  ricbtig  sagt 
Herr  Lamont  Hlcksicbtlicb  der  bekannten  Frage  wegen  der  Natur 
dieser  Erscheinungen:  ^,il  faut  conyenir  que  l'applicatlon  des  lois 
Gonnues  de  Toptique  offre  de  grandes  difficult^,  parce  qa'ii  emt 
impossible  dans  Texpörienee  d'imiter  les  conditions 
qni  existent  dans  la  nature'S  worin  wir  ihm  volllcoromen  bei- 
stimmen»  und  jedes  Unternehmen  ^  diese  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Experiments  nachahmen  su  wollen,  für  gans  verfehlt 
und  ffir  von  keiner  richtigen  Kenntniss  und  Erkenntnisse  ja  vOl* 
Kger  Unkenntniss  dessen,  worauf  es  hier  ankommt,  zeugend  hal- 
ten. 6.)  —  Intensit^  des  rents,  obsery^  k  Utrecht  pendant  les 
annöes  1849  k  1854.  p.  510.  —  Sur  les  pb^oXi^nes  p^iodiques 
des  phintes  et  des  animaux;  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  518.  — 
Note  sur  le  d^veloppement  horoolographique  des  surfaces  de  rövo^ 
kition;  par  H.  E.  Lamarle.  p.  530.  —  Sur  la  construction  des 
paratonnerres ;  par  M.  Sacr^.  Rapport  du  major  Li agre.  p.  604. 
<—  Sur  une  nouvelle  fonction  g^n^ratrice  des  fouctions  symmetri- 
ques,  par  M.  F.  Meier,  p.  608.  —  Sur  la  construction  des  pa- 
ratonnerres. Note  de  M.  E.  Sacrö.  p.  631.  —  Rapports  der 
Herren  Ad.  Quetelet,  Dupres,  Liagre  Ober  swei  eingegan- 
gene Bearbeitungen  der  Aufgabe:  „On  demande  d'exposer  la 
thäorie  probable  des  ätoiles  filantes,  et  d'indiquer  les  hauteurs 
oü  elles  se  forment,  apparaissent  et  s'^teignent,  en  appuyant 
cette  th^rie  sur  les  faits  observ^s. 

30^'  Ann^e,  2*^  S^r.,  T.  XI.  Sur  le  minimnm  de  temp^- 
rature  k  Bruxelles;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  9.  —  Extension 
g^n^rale  du  procäd^  suivi  pour  le  d^veloppement  homolographique 
des  surfaces  de  r^volution;  par  M.  E.  Lamarle.  p. 42.  —  Sur 
une  note  de  H.  Florimond,  concernant  l'^lectricitä  atmosph^ri* 
que.  Rapport  des  MM.  de  Hontigny  et  Gloesener.  p.  156. 
—  Sur  une  note  de  ]\|1.  Ph.  Gilbert,  concernant  la  th^orie  des 
^quations  diff^rentielles  lineaires.  Rapport  de  M.  Timroermans. 
p.  176.  —  Sur  la  physique  du  globe;  par  M.  Ad.  Quetelet 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  th^orie  des  ^quations  diff^rentielles 
lin^ires;  par  H.  Pb.  Gilbert  p.  200.  —  Observation  de  l'oc- 
cultation  des  pUiades  et  du  passage  au  m^ridien  de  la  lune  et 
des  ötoiles  de  m4me  culmination,  le  17  f^vrier  1861.  Notice  de 
M.  A.  Quetelet  p.  289.  —  Note  sur  rindinaison  et  la  d^cli- 
naison  de  Taiguille  aimant^e  en  1860  et  1861.  p.  316.  ^  Note  sur 
une  aurore  bor^ale  observ^e  le  9  mars  1861;  par  M.  Ad.  Que« 
telet  p.  317.  —  Note  sur  l'orage  du  28  mars  1861;  par  le  m4me. 
p.  318.  —  De  r^tat  de  la  feuillaison  et  de  la  floraison,  au  com* 
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mencemeDt  de  1861;  par  te  m^me.  p.319«  —  Notesvr  hi  d^er- 
mioation  g^oni^triqae  des  MlicoSdes  gavcbea  aasoepäblea  de 
8*appliquer  Tun  sur  l'autre  san^  dikhlnire  dI  duplioahire ;  par 
H.  Lamarle.  p.  321.  -^  Sar  lainesare  de  Tarc  de  paralMe  eure- 
pden  de  plua  grand  d^veloppettient;  par  M.  le  g^näral  Nerea- 
barger.  p.  467,  —  Rechercbea  aur  la  cause  de  llaflaence  do 
vent  sur  la  presstoa  atmosphi^riqae ;  par  M.  Montigny.  p.  467. 
(Ausführliche,  wohl  zu  beachtende  Abhandlung.)  —  Note  sur  des 
appareils  servant  ^  faciliter  T^ude  de  la  th^rie  des  ondes  limii* 
neuses  ou  de  la  thöorie  des  ondes  sonores;  par  11.  E.  Rons- 
seaa.  p*  607.  -^  Obserratioos  sar  les  effels  de  la  chalenr  4aBS 
les  Siphons  ren^ers^s  ä  trois  branches,  qui  fenetionnent  i  Bar» 
domi^he  au  mont  Ceais  ^  du  cotä  de  Modane;  par  M.  A.  de 
Caligny.  p.  627.  -*•  Note  sar  Tinventioo  et  la  diapositioB»  dea 
vacioes  cyltndriques  dans  les  siphoas  renvers^  4  trois  branches 
vpS  fonetioaaeKt  k  Bardonn^che;  par  le  m^me.  p.  633.  *—  Suite 
des  observatioiis  de  Ja  luni^M  sodiacale  foütea  ä  Mfiasler;  par 
H.  Heis.  p.  640l  —  Etaales  filantes  da  mois  d'aodt  et  da  nois 
de  aerenihre  1860;  par  le  ro^me.  p.  642.  ^  Aarores  bordales 
en  1860  et  1661,  observatioos  reeuelÜea;  par  le  n^nie.    p.  644. 

30>»«  Annöe,  2«>«  Sör.  T.  XII.  1861.  Sur  la  grande  com^te 
de  juillet  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  14.  —  Tariations  des 
Instruments  de  m^töorologie,  pendant  les  orages  du  20  et  du  21 
juin  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  la  statistiqae 
g^n^rale  des  diffdrents  pays;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  99.  — 
Sur  le  Systeme  dreimal;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  110.  —  Comdte 

11  de  1861.  Observations  de  M.  Ernest  Quetelet.  p.  111.  — 
^tolles  6lantes  du  mois  d'aoüt  1861.  Notice  de  M.  Ad.  Quete- 
let. p.  173.  —  Sur  le  m^me  pb^nomdne  observä  aux  Etats-Dnis- 
Lettre  adress^e  ä  M.  Ad.  Quetelet;  par  H.  E.  C.  Herrick, 
p.  175.  —  Sur  le  ro^me  pb^nom^oe  observö  a  Rome;  par  M'*' 
üather.  Scarpellini.  Lettre adress^e  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.i80. 
—  Sur  la  Variation  de  Tinclinaison  annuelle  ä  rObservatotre  de 
Bruxelles;  par  M.  Hansteen.  Lettre  ä  M.  Ad.  Qoetelet. 
p.  186.  "  Aufmerksam  machen  wir  noch  auf  die  in  der  uffantfi- 
eben  Sitzung  vom  16.  December  1861  von  df  m  Präsidenten  d^t 
Akademie  Herrn  Major  Liagre  gehaltene  tlede  über  Stellar- 
Astronomie,  worin  natfirlich  hauptsächlich  die  Verdienste  H er- 
sehe Ts  und  Strpve*s  nach  ihrem  grossen  Verdienst  gewürdigt 
werden. 
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Anzeige  einer  Büste  von  Kopernikus. 

Ich  erlaube  mir  GipeabgQsse  einer  BCUte  von  Nikolaus  Ko- 
peroikus,  die  ich  im  Auftrage  der  Universität  zu  Krakan  für 
das  dortige  Museum  ausgefiihrt  habe,  zum  Verkaufe  anzubieten. 

Dem  Kopfe  ist  das  PortrSt  von  M.  Baseti  zu  Grunde  gelegt. 
Den  Sockel  bilden  zwei  Bficher  mit  den  Aufschriften:  Regio- 
montanus  und  Purbach.  Die  eigentliche  Console  zeigt  vom 
die  Originalzeichnung  des  Weltsystemes  von  Kopernikiis,  die 
abgestumpften  Ecken  sind  mit  dem  Astrolabium  und  der  Armil- 
larsphäre  verziert,  die  linke  SeitenflSche  hat  die  Namen:  Philo* 
laus,  Nicetas,  Aristarchus,  die  rechte  die  Namen:  Rheti- 
cus,  Galilei y  Kepler  eingegraben.  Das  Ganze  wird  von  einer 
£ule  getragen,  die  das  Jagelionische  Wappen  in  ihren  Klauen 
hält.    Die  Rficbwand  soll  sich  an  einer  Hauer  befinden. 

Ein  Exemplar  der  etwas  mehr  als  lebensgrossen ,  dem  Origi- 
nale völlig  gleichen  Büste  liefere  ich  zu  50  Gulden  Österreichi- 
scher Währung  in  Banknoten;  ein  Exemplar  der  kleineren  Nach- 
bildung, sammt  Tragstein  10  Zoll  hoch,  zu  6  fl«,  Verpackung  und 
Spedition  werden  besonders  verrechnet.  —  Geehrte  Aufträge 
erbitte  ich  mir  unter  meiner  Adresse  bis  letzten  Juli  d.  J.  nach 
Wiea  (Akademie  der  bildenden  Kfinste)  vom  1.  August  an  nach 
Krakan. 

Wien,  den  28.  Juni  1862. 

Franz  M.  Wyspiai^ski, 
Bildhauer. 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

Herr  Bildhauer  Wyspiaiiskiin  W4en  hat  mir  eine  Photo- 
graphie der  im  Vorstehenden  angezeigten  Büste  von  Koperni* 
kus  eingesandt,  und  ich  muss  sagen,  dass  ich  durch  die  Schön- 
heit derselben,  namentlich  durch  den  Ausdruck  des  Edeimoths 
und  des  Tiefsinns,  welchen  der  talentvolle  junge  Künstler  dem 
schonen  Gesicht  des  unsterblichen  Mannes  zu  geben  verstanden 
hat,  sehr  erfreut'  worden  bin,  so  dass  ich  für  mich  selbst  unge- 
säumt ein  kleineres  Exemplar  dieses  Kunstwerkes  bestellt  habe, 
da  das  grossere  für  die  bescheidenen  Räume  meiner  Wohoong 
nicht  passend  ist.  Es  macht  mir  ganz  besondere  Freude,  alie 
Mathematiker  und  Astronomen  auf  diese  Büste  aufmerksam  roacben 
zu  können,  und  empfehle  ihnen  dieselbe  recht  sehr  zur  AnschaffaD^. 

Greifswald,  den  2.  Juli  1862. 

Grün  er  t. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes,  enthaltend  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  Flächen,  der  gewun- 
denen Kurven  und  der  Linien  auf  den  Flächen;  die 
Eigenschaften  der  (homofokalen)  Flächen  zweiten 
Grades  und  der  Linien  auf  denselben.  Von  Dr.  Otto 
Boklen.  Mit  Figuren  in  Holzschnitten.  Stuttgart. 
Becher's  Verlag.    1861.    8. 

Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rau. 
mes,  insbesondere^über  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentl.  Professor  ai»  der  Univer- 
sität zu  Heidelberg.    Leipzig.    B.  G.  Teubner.    1861.     & 

Diese  im  vorigen  Jahre  erschienenen  Schriften  betreffen  beide 
die  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  unterscheiden  sich  abo 
sowohl  in  Bezug  auf  den  Inhalt,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Fom 
oder  die  Methode  der  Behandlung,  mehrfach  wesentlich  von  ein- 
ander. Beide  sind  nach  unserer  Ueberzeugung  mit  besonderem 
Dank  aufzunehmende  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  /leot- 
sehen  roatheroatischen  Literatur,  und  müssen  einem  Jeden,  der 
sich  fiir  die  neueren  Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  interessirt,  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  werden. 

Das  Buch  des  Herrn  Böklen  hat  vorzugsweise  die  allge- 
meinsten Eigenschaften  der  Flächen  und  der  Linien  auf  denselben 


uterarischer  Bericht  CLL  S 

im  Auge,  ohne  dabei  in  eingebender,  voraugsweise  aber  immer 
haapUSchlicfa  das  Allgemeinere  im  Auge  behaltend|r  Weiae>  eine 
besondere  Betrachtung  der  Flächen  des  zweiten  Grades  auszo- 
achiiesseii«  and  wir  sind  der  Meinung,  dass  man  jetzt  in  keinem 
anderen  Buche  eine  gleich  vollständige  Darstellung  aller   dieser 
höchst  merkwfirdigen  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen  fin- 
den  därfte,  unter  denen  keine  geringe  Anzahl  von  dem  Herrn 
Verfasser  selbst  gefundener  neuer  Sätze  vorkommt.    Die  Methode 
der  Behandlung  kann    man   eine   rein  analytische  nicht  nennen, 
indem  der  Herr  Verfasser  vielmehr  seinen  Untersuchungen  häufig 
geometrische  Anschauungsweisen  zu  Grunde  legt  und  vielfach  die 
flfilfe    des    sogenannten    Unendlichkleinen    in   Anspruch    nimmt. 
Eben  deshalb  kommen  auch,  wenigstens  nicht  besonders  hervor- 
tretend^  allgemeine  analytische    Transformationen   nicht    vielfach 
vor,  wenn  man  nicht  hierher  den  allerdings  in  sehr  grosser  Aus- 
dehnung gemachten  Gebrauch  der  sogenannten  elliptischen  Coor- 
dinaten  rechnen  will.    Wir  gestehen,  dass  diese,  um  so  zu  sagen, 
mehr  geometrische   Seite  des  Buchs  uns,  wenn   wir  auch  selbst   • 
die  rein    analytische   Behandlung   mit  Vorliebe  pflegen,  ein  ganz 
besonderes   Interesse    abgewonnen   und    uns   von   Neuem    gezeigt 
hat,  wie  leicht  diese  Behandlungsweise   oft  zu    überraschenden 
Resultaten  führt.    Es  ist  also,  ausser  der  ungemein  grossen  Reich« 
haltigkeit  des  Stoffs,  namentlich  auch  diese  Art  der  Behandlung, 
welche  das  Buch  filr  einen  Jeden,   der  die  neuere  Geometrie  der 
Flächen  kennen  lernen  will,  so  empfehlenswerth  macht.     Die  fol- 
gende Angabe  des  Inhalts  wird  den  Lesern  zeigen,  was  sie  rfick- 
sichtlich  des  Stoffs  in  dem  Buche  zu  erwarten  haben:    §.  1.  Von 
den  Winkeln  zwischen  Geraden  und  Ebenen.    §.  2.  Die  Tangen- 
tialebene und  Normale  einer  Fläche.    §.  3.  Konjugirte  Tangenten. 
§.  4.  Die  Krümmungslinieo.    §.  5.  Ueber  die  unendlich  nahen  Nor« 
malen  einer  Fläche.    §.  6.  Die  Krümmungshalbmesser  der  Normal- 
schnitte.   §.  7.  Die  Grössen  d  und  y.    §.  8.  Die  Krümmungshalb- 
messer der  schiefen  Schnitte.     §.9.    Die   Suroskulations- Normal- 
kreise.     §.  10.   Ueber   konjugirte   Liniensysteme.      $.11.   Andere 
Form    der   Gleichungen    für  die    Normale   und  TaugedVialebene. 
§.  12.  Die  gewundenen   Kurven.     §.  13.  Die  gewundenen  Kurven. 
Fortsetzung.      §   14.   Die  gewundenen   Kurven.     Schluss.     §.  15. 
Die  Linien  auf  den  Flachen.     §.  16.  Die  Linien  auf  den  Flächen. 
Fortsetzung.    §.  17.  Die  Linien  auf  den  Flächen.    Schluss.     §.  18. 
Zusammenstellung  von   Formeln  für  die  Flächen  zweiten  Grades. 
Das  Ellipsoid  und  die  Hyperboloide.    §.  19.  Zusammenstellung  von 
Formein  für  die  Flächen  zweiten  Grades.     Fortsetzung.     Der  Ke- , 
gel.    §.  20.  Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  Flächen  zwei- 
ten Grades.    Schluss.     Die  Paraboloide.    §.21.  Die  homofokalen 
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centriseiien  FlXchen  sweiten  Grades.  Das  Ellipsoid  und  «U«  bei- 
den Hyperbol|ide.  §.  22.  Die  bomofokalen  eeotriscbeo  FiScbea 
«weiten  Grades.  Fortsetsang.  §.23.  Die  Krämmongslioien  tier 
centriscben  horoofokateD  Flächen.  §.  24.  Die  geodätiscben  LInin 
anf  den  centriscben  homofokaien  Flächen.  §.  25.  Die  geoditisciMa 
Linien  auf  den  centrischen  bomofokalen  Flächen.  Fortsetamfig. 
§.  26.  Allgemeine  Gleicbnng  der  Linien  auf  den  centrischen  Fli- 
ehen zweiten  Grades.  §.  27.  Die  homofokalen  Fliehen  gweiteu 
Stades.  Homofokale  Kegel.  §.  28.  Die  bomofokalen  Fläcbeo  cwei- 
ten  Grades.  Homofokale  Paraboloide.  §.  29.  Die  hoBMfokale» 
\  Flächen  zweiten  Grades.  Homofokale  Paraboloide.  Schis««. 
§.30.  Ueber  krummlinige  Coordinaten  und  coordinirte  Fläcbeo. 
Anbang. 

Man  muss  den  Reichthum  unserer  Wissenschaft  wahrhaft 
bewundern j  wenn  man  die  vielen  überaus  merkwürdigen  allge- 
meinen Eigenschaften  kennen  lernt,  welche  keineswegs  nach  be- 
stimmten Gesetzen,  sondern  Oberhaupt  nur  in  irgend  einer  Weise 
\  gesetzmässig  gekrümmte  Flächen  und  Linien  haben;  und  diesen 
Reichthum  zu  documentiren,  scheint  uns  das  vorliegende  Buch 
besonders  geeignet. 

Das  Buch  des  Herrn  Hesse,  in  seiner  Art  jedenfalls  ebenso 
empfehlenswerth  wie  das  vorhergehende,  beschäftigt  sich  mit  der 
allgemeinen  Theorie  der  Flächen  nicht  (nur  die  Vorlesungen  XXVll« 
-  XXVIII,  XXIX  enthalten  Allgemeineres  über  Flächen),  soodem 
ist  fast  ausschliesslich  den  Flächen  der  zweiten  Ordnung  gewid- 
met. Die  Darstellung  ist  nicht  bloss  eine  rein  analytische  jsa 
nennen,  sondern  enthält  zugleich  einen  sehr  grossen  Reichthum 
scharÜBinniger  und  höchst  interessanter  allgemeiner  analytischer 
Transformations  •  und  Substitutions  •  Methoden ,  denen  der  Herr 
Verfasser  überall  eine  solche  Allgemeinheit  verleihet«  dass  ste9 
um  so  zu  sagen,  den  Charakter  allgemeiner  analytischer  Unter» 
suchungs- Methoden  erhalten  und  annehmen,  wobei  zugleich  ver- 
schiedene Goordinatensysteme  in  Anwendung  gebracht  und  in 
analytischer  Allgemeinheit  dargestellt  werden,  in  welcher  Be- 
ziehung wir  namentlich  eine  in  mehrfacher  Beziehung  meisterhafte 
Darstellung  der  elliptischen  Coordinaten  in  der  Ebene  und  der 
elliptischen  Raumcoordinaten  in  der  21sten  und  22s ten  Vorlesung, 
so  wie  ganz  besonders  auch  die  darauf  gegründete  Theorie  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid,  wo  auf  S.  81«  auch  das  voll- 
ständige Integral  dieser  Linien  vorkommt,  hervorheben.  Dass 
unter  den  allgemeinen  Transformations -Metboden  auch  die  De- 
terminanten eine  grosse  Rolle  spielen,  versteht  sich  bei  einem 
Verfasser,  dem  die  Theorie  dieser  Grussenformen  so  wesentliche 
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BereicheroDgen  verdankt,  gaos  von  selbst.  Wir  glauben  hiedurch 
das  ansgeseiclRiete  und  in  jeder  Beziehung  dringend  sur  Beaeb- 
tiing  zu  empfehiende  Bocb,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet, 
im  Allgemeinen  hinreichend  charakterisirt  zu  haben,  und  wollen 
nur  noch  durch  die  folgende  Angabe  des  Hauptinhalts  dem  Leser 
zeigen,  wie  viel  Wichtiges  und  Interessantes  ihm  hier  geboten 
wird:  I.  Einleitung.  IL  Die  Ebene  im  Räume.  111.  Ebenen  Im 
Räume.  IV.  Das  PascaFsche  Sechseck  und  damit  verwandte  Fi- 
guren. V.  Der  Punkt  im  Räume  und  Punkte  im  Räume.  Tl. 
Homogene  Coordinaten.  Gerade  Linien  im  Räume.  VII.  Deter- 
minanten. VIII.  Ganze  homogene  Functionen.  IX.  Allgemeine 
Eigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  X.  Pole  und  Po- 
larebenen der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XL  Weitere  allge- 
meine Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XII.  Fort- 
setzung der  zehnten  Vorlesung  über  Pole  und  Polarebenen  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Reciprocität.  XIIL  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Transformation  der  Coordinaten 
mit  Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen.  XIV.  Cri- 
terium  des  Kegels  zweiter  Ordnung.  Tangenten -Pol  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung.  XV.  Criteriura  der  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung.  Die  Schnittcurven  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  aufgefasst. 
XVI.  Kegel,  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnittcurve 
zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung^ hindurchgehen.  XVII.  Grenz- 
flächen zweiter  Ordnung,  welche  acht  beliebig  gegebene  Ebenen 
berflhren.  XVIII.  Transformation  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  durch  lineare  homogene  Substitutionen.  XIX.  Lineare 
Coordinaten  -  Transformation.  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinatensysteme  mit  demselben  Anfangspunkt.  XX.  Transforma- 
tion der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf  die  Hauptaxen.  XXI. 
Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Curven  zweiter  Ordnung.  Con- 
focale  Kegelschnitte  und  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene. 
XXII.  Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung. Confocale  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Confocale  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  und  elliptische  Raumcoordinaten.  XXIII. 
Kürzeste  Linien  auf  dem  Ellipsoid.  XXIV.  Focaicurven  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung.  XXV.  Geometrische  Deutung  der  ku- 
bischen Gleichung  z/=0,  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  abhängen.  XXVI.  Bedingungen  fflr  die 
Rotationsoberflächea  zweiter  Ordnung.  XXVII.  Schnitte  von 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  fibeneii.  Kreisschnitte.  XXVIIL 
Krümmungsradien  der  Normalschnitte  and  schiefen  ebenen  Schnitte 
der  Oberflächen.  XXIX.  Krömmungs- Curven  der  Oberflächen. 
XXX.  Das  Theorem  von  Dupin. 
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Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  rAcad^mie  Royale  des  sciences,  de« 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgiqae.  (Vergl.  Literat. 
Her.  Nr.  CL.  S.  15). 

28««  Aonöe,  2*"«  S^r.  T.  VI.     1859.     Theorie  gäomc^erique 
des  rayons  et  centre  de  courbure;  par  M.  Lamarle.   p. II.  (äffe 
diese  geometrischen  Untersuchungen  i\BS  Herrn  Lamarle  xeicfa- 
neu  sich  durch  grosse  Einfachheit  aus  und  verdienen  nach  uose* 
rer  Ueberzeugung  alle  Beachtung,  \%*as  wir  früher,  auch  im  ArcbW 
selbst,  schon  öfter  ausgesprochen  haben).  —  Sur  la  th^orie  ana- 
lytique  des  coniques;  par   M.  Sc  haar.   p.  42.  (allgemeine  SStze 
Ober  die  Kegelschnitte,  die  Herr  8c haar  mit  grosserer  Einfach- 
heit zu   beweisen    sucht,   als  dies  durch  das  Cartesische  Coordi- 
natensystem  möglich  ist).  ~  Sur  les  observations  m^t^orologiques 
•faites  k  Gand  en  1858;  par  M.  Duprez.    p.68.  —  Sur  un  me- 
moire de  M.  Steichen   concernant  les  cinq  polyödres  reguliers. 
Rapports    de  MM.   Timmerman.s,    Lamarle,   Nerenburger 
(betrifft  den  Satz,   dass  das  Trägheitsmoment  eines  homo- 
genen regulären  Polyeders  für  alle  durch  dep   Mittel- 
punkt gehende  Axen  constant  ist,  welchen  Herr  St  schär- 
fer als  dies  gewohnlich  geschieht  zu  begründen  sucht),  p.  152.  — 
Influence   du  son  des  cloches  sur  la  hauteur  du  barometre;  par 
M.  Montigny.    p.  159.   —   Sur  les    variations  des  äl^ments  des 
orbites  plan^taires;    par    M.  Scbaar.   p.  171.  —  Note    sur   une 
classe  particuliere  de  surfaces  a  aire  minima;  par  M.  Lamarle. 
p.  329.  (guter  Beitrag  zur  Variationsrechnung,  worin  Herr  L.  auch 
Bezug  auf  Physik  nimmt).  —  Table  de  mortalite  pour  le  Brabant, 
d*apres   les,  documents    du    reccnsement    de    1856;  par   iVI.   Ad. 
Quetelet.    p.  345.  —  Sur  le  magnetisme  terrcstre;  par  M.  Han- 
steen.    p.  348.  —   Sur  les   ätoiles   6lantes   pöriodiques   du   mois 
d*aoüt  1858,    observ^es  en  Allenia<;ne.     Lettre  de  M.  Heis  ä  M. 
Quetelet.    p.  360.   —  Reclierches  sur  la  capillarlte;   par  M.  E. 
B^de.    p.  405.  —  Theorie  geometrique  des  centres  et  axes  inslan- 
tanes  de  rofation;  par   M.  Lamarle  (Suite),    p.  412.  —  Sur  Tin- 
tensit^  magn^tique;  par  M.  Hansteen.    p. 462. 

28>^  Ann^e,  2<"«  S^r.  T.  VII.  1859.  Theorie  g^om^rique 
des  centres  et  axes  instantari^s  de  rotation;  par  M.  Lamarle. 
p.7.  —  Sur  les  variations  des  el^ments  des  orbites  plan^taires: 
par  M.  Schaar.  p. 44.  (Beide  Abhandlungen  sind  sehr  wohl 
zu  beachten).  —  Note  »%it  l'aurore  bor^ale   du  21  avril  1859;  par 
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M.  F^rn.  Qu  et el et.  p.72.  —  Notice  sur  les  airoanta  de  fer  de 
fönte  tremp^e;  par  M.  Florimond.  p.  332.  Rapport  de  M.GIoe- 
sener.  —  Oceultation  de  Satarne  par  la  lone^  le  8.  mal  1859,  ä 
rObserVatoire  royal  de  Braxelles.  p.  337.  —  Gr^le  eztraordioaire 
observ^e  ä  Bruxelles;  par  M.  A;  Quetelet.  p. 352.  —  R^duc- 
tion  du  temps  des  oscillationa  d'une  aiguille  almant^e  ä  un  arc 
evanouissant.  Lettre  deM.  Hansteen  ä  M.  Eroest  Quetelet. 
p.  356.  —  Note  sur  les  ainiants  de  fer  de  fönte  tremp^e  et  sur 
la  fragiüt^  A^»  Als  de  laiton  expos^s  ä  l'air  sous  l'influence  de 
certaines  variations  de  temperature ;  par  M.  Florimond.  p.368. 
—  Annales  de  TObservatoire  royal  de  Bruxelles.  Communication 
de  M.  Ad.  Quetelet.  p. 406.  —  Sur  la  Variation  des  äl^ments 
magn^tiques.  Lettre  du  Pdre  A.  Secchi,  directeur  de  l'Obser- 
vatoire  de  Roroe,  ä  M.  Quetelet.  p. 520.  —  Note  sur  un  arc- 
en-ciel  remarqnable;  par  M.  A.  Quetelet.  p.528.  —  Tableau 
des  angles  fondameutaux  des  corps  simples,  observäs  et  calcul^s 

d'apr^s  la  formule:  tga=-;  par  M.  Zenger.    p.  608. 

28^«  Atin^e,  2^"«  S^r.,  T.  VIII.  M.  Gloesener  donne  lec- 
ture  du  rapport  sur  un  memoire  de  M.  Zenger,  sous  le  titre: 
Recbercbes  sur  la  vitesse  de  la  lumi^re  et  sur  sa  d^pendance 
de  l'action  des  forces  mol^culaires.  p.  55.  —  Sur  le  magn^tisme 
terrestre  et  sp^cialement  sur  la  döclinaison  obsenr^e  k  Bruxelles. 
Lettre  de  M.  Lamont  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.59.  —  Sur  la 
d^clinaison  magn^tique  ä  Bruxelles;  par  M.  Ern.  Quetelet. 
p.75.  —  Aurore  bor^ale,  perturbations  magnötiques  ä  l'Obserya- 
toire  et  sur  les  lignes  t^Iegrapbiques  de  TEtat;  par  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  77.  —  Aurore  bor^ale  observöe  ä  Porto -Rico.  Lettre 
de  M.  Tb.  Du  Colombier  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.81.  —  Ob- 
servations  sur  les  aurores  boröales,  la  lumiöre  zodiacale  et  les 
^tolles  filantes,  recueillies  par  M.  Ueis,  et  communiqa^es  par 
M.  Ad.  Quetelet.  p.82.  —  Sur  la  difflärence  de  longitude  des 
observatoires  de  Bruxelles  et  de  Berlin,  determin^e«  en  1857, 
par  des  signaux  galvaniques.  p.  155.  —  Sur  les  roouvements  pro- 
pres des  ätoiles  et  du  soleil;  par  M.  Liagre.  p.  158.  —  Note 
sur  la  d^termination  du  rayon  vecteur  d'une  plannte  nouvelle> 
parM.  J.  C.  Houzeau.  p.  172.  —  Note  sur  un  opuscule  pea  conna 
de  Simon  Stevin  de  Bruges.  Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet,  par 
M.  Gilbert.  (Die  Scbriflt  betrifft  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen  aller  Grade,  natürlich  durch  Näherung),  p.  192.  —  R^- 
duction  A%%  observations  magn^tiques  de  M.  E.  Quetelet,  par 
M.  Hansteen.  p.  314.  ^  Sur  les  «steiles  filantes  du  10  aodt 
1859,  faurore  bor^ale  du  28.  aodt  1859  et  la  lumidre  zodiacale; 
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I 
lettre   de  VL  Herrick  k  M.  Ad.  Qaetelet.    p.382.    —    Ltettre 

de  M.  Heis  k  M.  Ad.  Qaetelet  sec  lee  pertnrbatioiis  oiagB^ 

tique»  et  la  kinii^re  lodiaealf  obeerv^s  en  1867,  18B8  et  ISBd. 

p.  373.  —  Beeoodere  maeiieD  wir  aoeb  aoeh  anfinerksain  aaf  ela« 

schdne   von  Herrn  Liagce  in  der  S^aaee  publique  du  17.  d^ 

ceiobre  1859   gebalteoe    Rede:    aur  la  plaralit^  dea   moo- 

des.    p.  383. 

rortooisaag  nftchttent. 
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Literarischer  Bericht 

CL. 


Arithmetik. 

Tables  de  Logarithmes  a  cinq  Döciraaies  pour  les 
norobres  et  les  lignes  trigonöm^triques^  suivies  des 
logarithmes  d'additioo  et  de  soustraction  ou  loga- 
rithmes de  Gauss  et  de  diverses  tables  usuelles.  Par 
J.  HoOel«  Ancien  l^Uve  de  T^cole  Normale,  Docteur 
^s  Sciences  (jetzt  Professeur  de  Math^matiques  pures 
ä  ta  Facult^  des  Sciences  de  Bordeaux).  L*Introduc- 
tloo  de  cet  ouvrage  dans  les  Ecoles  publiques  ^&i  au- 
torisöe  par  di^cision  du  Ministre  de  i'lnstruction  pu- 
blique et  des  Cultes,  en  date  du  22  Aoüt  1859.  Paris. 
Mallet-Bacheiier.    1858.    8. 

Wir  bedauern,  dass  diese  im  Jahre  1858  erschienenen  Tafeln 
fünfstelliger  Logarithmen  uns  erst  jetzt  bekannt  geworden  sind, 
halten  uns  aber  ihrer  Vortrefflichlceit  wegen  für  verpflichtet,  die-^ 
selben  auch  jetzt  noch  einer  ausführlicheren  Anzeige  zu  unterziehen. 
Man  weiss,  dass  man  mit  fflnfstelligen  Logarithmen  in  sehr  vielen 
FSllen  Tollkommen  ausreicht,  —  indem  in  solchen  Fällen  der  Ge- 
brauch mehrziffriger  Tafeln  völlig  iSberflfissig  sein  wGrde,  —  und 
dass  dieselben  eine  grosse  Bequemlichkeit  gewähren;  aber  frei- 
lich müssen  die  Tafeln  dann  auch  so  eingerichtet  oder  mit  sol- 
chen Einrichtungen  versehen  sein,  dass  die  in  ihrer  Ausdehnungs- 
Sphäre  Oberhaupt  zu  erreichende  Genauigkeit  sich  durch  sie  auch 
wirklich  erreichen  lässt  Und  so  glauben  wir  denn  in  der  That 
ohne  Uebertreibung  sagen  zu  können,  dass  die  vorliegenden,  durch 
mehrere  eigenthflmlicbe  Einrichtungen  von  früheren  fiinfstelligen 
Tafeln  sich  unterscheidenden,  Tafeln  in  Rücksicht  der  mit  solchen 
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Tafein  za  erreichenden  Genaaigkeit  —  bei  dem  jetz^en 
der  Sacbe  —  das  non  pius  uitra  ielsten.  In  dem  „AvertI 
bezeichnet  der  Herr  Verfasser  selbst  seine  Tafeln  in  sebr 
scheidener  Weise  »yprincipalement*'  als  »»nne  reprodnction 
Tables  de  Lalande*'*),  giebt  aber  zugleich  sieben  Punkte  an»  ii 
denen  dieselben  sich  von  diesen  letzteren  Tafeln  nnterscfaeido. 
Wir  halten  uns  an  diese  Angaben  des  Herrn  Verfasser«  aiek 
weiter,  sondern  wollen  selbst  —  freilich  nur  in  der  Kurse,  wie 
onsere  literarischen  Berichte  dies  fordern  —  die  Punkte  bezeich- 
nen,  welche  nach  unserer  Meinung  diesen  Tafeln  vom^weiae 
zur  Empfehlung  dienen. 

Jede  Seite  der  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahleo  beiteht 
ans  fünf  Colonnen,  in  denen  die  Zahlen  in  ununterbrochener  F«lige 
von  0  bis  10800  fortschreiten  und  unmittelbar  daneben  stehen  Ae 
Logarithmen  mit  Weglassung  der  Kennziffer.  Diese  Einrlcbtm 
(die  übrigens  die  Lalaode'scheii  Tafeln  auch  haben^  aber  nur 
bis  lOOOO  gehen  und  die  völlig  unnütze  Kennziffer  enthalten)  hai* 
ten  wir  für  einen  besonderen  Vorzug  vor  anderen  funfsfell^ 
Tafein  (z.B.  den  bekannten  von  August^  welche  die  geirOlmlicW 
Einrichtung  haben  und  auch  nur  bis  10000  gehen)»  und  %wv 
namentlich  deshalb,  weil  durch  diese  Einrichtung  besonders  d« 
Gebrauch  der  Tafel  als  antilogarithmische  Tafel  jedenfalls  «ehr 
erleichtert  wird,  insbesondere  das  Aufsuchen  wesentlich  an  Be- 
quemlichkeit gewinnt  Von  S.  6.  an  steht  zwischen  jeden  swei 
Logarithmen  die  Differenz,  und  die  zur  Seite  befindlichen  Tafel* 
eben  der  Producte  dieser  Differenzen  in  0,  1;  0,  2;  0»  3;  ....0^  9 
dienen  natürlich  sehr  zur  Abkürzung  der  Rechnungen. 

Die  Tafel  der  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  oder 
Functionen  schreitet,  wie  bei  nur  fünfstelligen  Tafeln  es  sieh  vo» 
selbst  versteht,  von  Minute  zu  Minute  fort,  enthält  aber  die  DiCeies- 
sen  und  die  Proportionaltheile  in  einer  solchen  dem  Rechner  seil 
Geschäft  erleichternden  Vollständigkeit,  Bequemlichkeit  und  fie- 
nauigkeit  wie  keine  andere  der  uns  bekannten  Tafeln  dieser  Art 
Ausserdem  zeichnet  sich  die  Tafel  vor  allen  anderen  Tafeln  noch 
dadurch  aus,  dass  sie  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Coaecaa- 
ten  enthält,  was  für  viele  Rechnungen  von  Wichtigkeit  Ist  Za 
den  Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten  Ist 
nach  altem  Gebrauch  und  aus  bekannten  Gründen  überall  IG  ad- 
dirt;  die  Logarithmen    der  Secanten   und  Cosecantep   sind  aber 


*)  Die  10  eiDtr  ttereotypirten,  durch  den  Baron  Eejnaud  besstg 
ten  Aatgabe  (Parii.    Bachelicr.     1829)   ont  voriiegen   nqd  aar  Vergiei- 
cbnng  mit  den  neuen  Hoüel'schen  Tafeln  dienen. 
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—  oatörlieb  vollkommen  zweckmisflig  *-  sogleich  für  den  dter  Eio- 
lieit  gleicbep  Halbmesser  angegeben.    Es  fiDdet  sich  also  m.  6. 

Iogco842o.4' =  9,87062, 

d.  h.  eigentlicb  fOr  den  Radius  Eins: 

log  cos  42« .  4'  r=  9,87062  — 10, 

alao  ffir  denselben  Radius 

logsec42«.4'  =  -  logcos42o.4'  =  10—9,87062  =  0,12938 

und  fiberall  auf  dieselbe  Weise,  auch  bei  den  Cosecanten.    So 
leicht  auch   die  Logarithmen   der  Secanten  und  Cosecanten   ans 
denen  der  Cosinus  und  Sinus  abgeleitet  werden  können,  halten 
w\t  nach  unseren  Erfahrungen  im  numerischen  Caicul  dieselben 
doch  in  der  so  eben  bezeichneten   Weise  fOr  eine  überaus  dan- 
keoswerthe  Zugabe  in  diesen  Tafeln;  bei  Tafeln  der  sogenann- 
ten  natürlichen  Linien  würde,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die 
Aufnahme  der    natörlicheu   Secanten    und    Cosecanten    ganz    von 
selbst  durch   die  möglichste    Bequemlichkeit    des  Gebrauchs  sol- 
cher Tafeln  geboten  sein,  wie  wir  schon  Öfters  zu  erinnern  Ver- 
anlassung genommen  haben*).    Rücksichtlich  des  Gebrauchs  der 
trigonometrischen    Tafel    müssen    wir    ganz    besonders  auch    auf 
die  in   vielen   Beziehungen  ungemein    lehrreiche   Einleitung   ver- 
weisen, wo    dieser  Gebrauch   nach    zwei    verschiedenen    Metho- 
den   gelehrt   wird,   wenn  man  möglichste    Genauigkeit    erreichen 
will.     Um  die  Anwendung   der  zweiten  Methode  zu    erleichtern 
enthält  die  Tafel  der  Logarithmen   der  Zahlen  (Table  I)  in  der 
obersten  Horizontalreihe  auf  jeder  Seite   noch   gewisse  Zahlen,' 
die  in  keiner  anderen  Tafel  sich  finden,  auf  die  wir  aber  unsere 
Leser  ganz  besonders  aufmerksam  machen,  ohne  dass  leider  der 
Raum  hier  erlaubt,  auf  nähere  ErlSuterungen  uns  einzulassen. 

In  der  dritten  Tafel  hat  der  Herr  Verfasser  die  Tafeln  der 
aogesannten  Additions-  und  Subtractions  -  Logarithmen  getrennt 
von  einander  geliefert,  indem  er  Im  Allgemeinen  die  Anordung 
von  Zech  adoptirt,  jedoch  in  sofern  eioe  Abänderung  hat  eintre- 
ten lassen,  als  er  in  der  zweiten  Tafel  die  Zahl  C  als  «Argument 
genommen  hat,  wodurch  die  Ausdehnung  der  Tafel  verkürst  wird« 
ohne  der  Genauigkeit  zu  schaden.     Ueber  die  Erfindung  dieser 


*)  Namentlich  wänichen  wir  sehr,  dnst  Herr  Ruh I mann  liei  einer 
nmea  Aatgabe  leioer  recht  hdlitchen  Tafeln  die  Aufnahme  der  natur- 
lidifs  Becasten  und  Coteeanten  niclit  unterlatie.  Sie  brauchen  bloae 
I.B*  sufl  den  treflUchea  Tafeln  rooSherwin  abg^eechrieben  s«  werden. 

2» 
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Tafeln  bemerkt  der  Herr  Verfasser  auf  pag.  Tl.  Folgendes :  ,»Les 
logarithmes  d'addition  et  de  soastraction,  connns  g^^ralement 
soQS  le  Dom  de  logarithmes  de  Gauss»  ont  ponr  but  de  faire 
tronver«  par  une  seuie  iecture  daiis  la  Table,  ie  logarithme 
de  la  somme  ou  de  la  diff<^rence  de  deox  nombres,  donnte  par 
leurs  logarithmes.  Ils  ont  ^t^  invent^s,  au  commencement 
de  ce  si^cle»  par  Tl tauen  lieonelli,  qui  exposa  sa  d^croo- 
verte  dans  un  opuscule  tr^s-rare,  iniprim^  k  Bordeaux,  en  Tan 
XI»  sous  le  titre  de  Supplement  iogarithniique.  Mais  le 
peu  de  faveur  avec  lequel  ses  travaux  furent  d*abord  acueillis,  le 
fit  renoncer  k  la  construction»  ou  du  moins  ä  la  publicaüon  de 
cette  Table.  Cependant  une  traduction  allemande  du  Supple- 
ment logarithmique»  faite  en  1806»  tomba  entre  les  miins 
de  Gauss,  qui»  non  moins  habile  calculateur  que  profond  g^- 
mötre»  comprit  l'utilitä  pratique  de  cette  nouvelle  methode»  et 
construisit  lui-m^me  de  petites  Tables  k  cinq  döcimales  sar  le 
plan  proposö  par  Tinventeur.  Ces  Tables»  publikes  pour  la  pre- 
mi^re  fois  en  1812,  dans  la  Correspondanee  de  Zach,  ont 
etö  reproduites»  quelquefois  avec  des  modifications  plus  on 
moins  beureuses»  dans  la  plupart  des  recueils  de  Tables  imprimet 
depuis  cette  ^poque»  en  Allemagne»  en  Angleterre  et  m6me  cm 
Italie.^'  —  Sanni  culqiie!  ist  der  preussische  Wahlspruch  ond 
auch  der  unserige;  deshalb  haben  wir  das  Vorstehende  vollst&ndig 
mitgetheilt»  indem  wir  noch  auf  die  Nou volles  Annales  de 
Mathematiques.  Tome  X.  page  288  und  Tome  XII  page 
171  verweisen. 

Ausser  diesen  drei  den  Hauptinhalt  bildenden  Tafeln  enthält 
das  treffliche  Buch  noch  eine  grosse  Anzahl  anderer  fiir  den  prak* 
tischen  Gebrauch  sehr  nutzlicher  Tafeln»  worüber  wir  schliesslich 
noch  Folgendes  bemerken.  Als  Anhang  zu  Tafel  L  finden  wir 
zuerst  ein  sehr  gut  eingerichtetes  Täfelchen  zur  Verwandlung  der 
Grade»  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile  des  Halbmessers 
und  des  Quadranten ;  der  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile 
des  Grades ;  der  Grade  und  Minuten  in  Secunden  und  umgekehrt. 
Der  Tafel  11.  geht  eine  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Auf- 
lösung der  ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  voraus»  und  als  An* 
hang  ist  dieser  Tafel  beigegeben  ein  Täfelchen  der  natürlichen 
Sinus  und  Cosinus»  Tangenten»  Cotangenten  und  auch  der  Se* 
canteji  und  Cosecanten  für  die  einzelnen  Grade»  so  wie  ein 
Täfelchen  zur  Verwandlung  der  Stunden»  Minuten  und  Secunden 
in  Sexagesimaltheile  des  Kreises  und  Decimaltheile  des  Tages. 
Ferner  finden  die  Leser  Tafeln  zur  Verwandlung  der  natfirlicbes 
Logarithmen  in  gemeine  und  umgekehrt»  eine  Tafel  einer  grOsse* 
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reo  Anxahl  in  der  Mathematik  und  AatroDomie  häatig  In  Anwen- 
doDg  kommender  Zahlen  nebst  Ihren  Logarithmen,  auch  eine  Tafel 
zar  Erleichtemng  bei  Zinszinarechnungeu,  Tafeln  der  Logarithmen 
von  1.2.3....it,  1.3.5....(2it  —  1),  2*,  alle  Logarithmen  mit  8 
Decimalen;  eine  Tafel  der  achtstelligen  Logarithmen  der  Zahlen 
von  100—1000;  eine  Tafel  zur  Berechnung  der  Logarithmen  auf 
20  Decimalen;  Täfelchen  der  Logarithmen  und  Antilogarithmen 
mit  4  und  3  Decimalen ;  eine  Tafel  der  kleinsten  Divisoren  der 
durch  %  3»  5,  11  nicht  theilbaren  zusammengesetzten  Zahlen  von 
49  bis  10841.  Auf  Seite  114-116  sind  ferner  noch  eine  ungemein 
grosse  Anzahl  wichtiger  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen  zusam- 
mengestellt (auch  Anciennes  mesures  fran^aises;  Mesures  anglaises; 
Densit^s  des  solides  et  liquides;  Densit^s  des  gaz  et  des  vapeurs« 
Celles  de  Tair  ^tant  1);  und  den  Beschluss  macht  eine  in  Quart- 
format besonders  beigefSgte  Table  antilogarithmique  ä  4  D^ci- 
roales. 

Das  Format  dieser  sehr  schOnen  Tafeln  ist  zwar  etwas  gross» 
aber  keineswegs  unbequem,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tendenz  der  vorliegenden  nicht  in  der 
Tasche,  sondern  auf  dem  Tische  gebraucht  werden  soll.  Der 
Druck  ist  sehr  deutlich  und  scharf,  das  Papier  billigen  An- 
eprflchen  vollkommen  genfigend;  der  Umfang  der  ganzen  Tafel  nur 
116  Seiten. 

Wir  fassen  unser  Urtheil  dahin  zusammen,  dass  dieser  Tafel 
der  Vorrang  vor  allen  uns  bekannten  jetzt  vorhandenen  ffinfetel- 
Ugen  Tafeln  gebührt;  dass  dieselbe  eine  grossere  Anzahl  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthümlicher  Einrichtungen  besitzt,  welche 
der  Genauigkeit  des  Gebrauchs  in  vielen  Beziehungen  forderlich 
sind;  dass  die  Tafeln  Alles  enthalten,  worauf  der  numerische 
Caicul  zu  seiner  möglichsten  Erleichterung  und  AbkQrzung  bei 
dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  Ansprüche  zu  erheben  be- 
rechtigt ist,  natürlich  immer  innerhalb  der  den  Tafeln  gegebenen ^ 
Ausdehnung  von  nur  fünf  Decimalen;  und  dass  die  Einleitung 
sehr  viel  Lehrreiches  enthält,  was  in  anderen  Tafeln  sich  nicht 
findet,  und  dem  Herrn  Verfasser  eigenthümlich  ist. 

Wir  empfehlen  daher  diese  Tafeln  nameiitÜch  auch  unseren 
deutschen  Schulen  recht  sehr  zur  Beachtung,  und  mochten  wohl 
wQnschen,  dass  Hr.  Mallet-Bachelier  sich  entschlösse,  eine  be- 
sondere Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  u.  s.  w.  zu  yeranstalten, 
wozu  natürlich  er  allein  in  commercieller  Hinsicht  berechtigt  ist. 
Empfange  der  Herr  Verfasser  noch  unseren  besonderen  Dank  für 
das  treffliche  Büchlein,   das,  seitdem  es  uns  bekannt  geworden. 
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Fläche  eingeschlossenen  Körper,  in  welchem  die   Dichtigkeit  tob 
Schicht  zu  Schicht  sich  nach  einem  gewissen  Gesetze  verSnd^rl  *), 
indem  er  übrigens  naturlich  überall  das  Newton*sche  Attractloofi- 
Gesetz  zu  Grunde  legt    Nachdem  er  der  sich  mehr  im  Bereiche 
specielier  Fälle  haltenden  Auflösungen  von  Newton,  Maclam- 
rin,  d'Alembert    und  Lagrauge    kurz  gedacht,  spendet  er 
den  allgemeinen  Auflösungen  von  Legendre,  Laplace,  Poik- 
son  das  gebührende  Lob  und  nennt  diese,  freilich  eineo  grosses 
Apparat  des  Galculs  in  Anspruch   nehmenden  Losungen  ^Boln- 
zioni  dirette'S  wogegen  er  die  Losungen  von  Ivery,  Gas««, 
Rodrigues,  Chasles,  welche  durch  besondere  Kunstgnle  — 
(um  uns  der  Kürze  wegen  dieses,  wenn  auch  nicht  ganz  passen- 
den  Worts  zu  bedienen)  ~  die  Schwierigkeit  und  Länge  der  diredet 
Auflösungen  zu  vermeiden  gesucht  haben,  mit  dem  Nameo  „ss- 
luzioni  indirette''  belegt,  und  zwar,  indem  wir  zur  Verraeidimg 
jedes  Missverständnisses  uns  der  eigenen  Worte  des  Herro  Ver- 
fassers bedienen,  den  Grund  (lir  diese  Benennung  dadurch  aas- 
spricht, dass  er  von  diesen   LiSsungen  p.  5.  sagt:  „lasciane  ad 
foudo  aicun  che  d'incompleto,  non  svelilndo  tutte  ie  intime  e  se- 
grete  attinenze  delle  varie  parti  del  problema." 

Der    Herr  Verfasser    giebt   nun  in  dieser  Abhandlung  eine 
neue   Auflösung  den  berühmten  Problems,  welche  den  von  Ihm 
für  dieselbe  in  Anspruch  genommenen   Namen   einer  völlig  di-     ' 
recten  Auflösung  in  der  That  vollständig  verdient,  indem  er, 
von  den  ersten  und  einfachsten  Principien  ausgehend,  auf  völlig 
directem,  natürlich  analytischem,  Wege  zu  allen  Bestimmungen, 
auf  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  —  um  so  zu  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  und  ohne  allen  weitläufi- 
gen Calcul,  so  wie 'denn  überhaupt  die  ganze  hier  gegebene  Dar- 
stellung durch  besondere  Einfachheit  der  Rechnung  sich  in  der  vor- 
theilhaftesten  Weise  auszeichnet.    In  der  ersten  „Preliminari" 
überschriebenen  Abtheilung  werden  die  allgemeinsten  Ausdrücke 
flir  das  Potential  und  die  Anziehung  eines  Massen -Systems 
in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt,  zuerst  in  Bezug  auf  recht- 
winklige, dann  aber  vorzüi^llch  für  polare  Coordinaten,  von  welchen 
letzteren  überhaupt  in  dieser  Abhandlung  der  vielfachste  und  vor^ 
theilhafteste  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickelt,  wobei  natöriicfa 
auch  die  Besprechung  der  Niveau- Flächen  sich  von  selbst  darbie- 
tet.   Die  ganze  Untersuchung  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,  nämlich:     Capo  1.    Generalitä  risguardanti  l'at- 


*)  M.  s.  U.A.   auch    eine  frühere  Schrift  lon   Schlftniileh:    Der 
Atlfacliontcalcül.    fiioe  Monographie,    Halle  1851.     8«. 
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trazione  dl  ud  Ellissoide.  Art  P:  Formole  difereoziali  re- 
lative all'  attraziooe  ed  al  potenziale  di  uno  strato  eliittico.  Art.  2^* 
Indicazione  del  metodo  piü  diretto  per  determioare  la  legge  ende 
na  Ellissoide  eterogeneo  irradia  al  di  fii^ri  la  sua  forza  attrattiva. 
—  Capo  II«  Applicazione  del  metodo  ad  un  Ellissoide 
eterogeneo,  Art.  1^.  Assi  principali  de*  coni  (ÜT),  e  superficie 
di  livello  nell'  attraziooe  esterna  della  strato  eliittico  if£.  Art.  2^. 
Formole  generali  rappreseotanti  la  legge  onde  an  Ellissoide  ete- 
rogeneo propaga  la  soa  attrazione  da  punto  a  punto.  —  Diesen 
beiden»  Torzugsweise  die  eigene  Lösung  des  Herrn  Verfassers 
enthaltenden  Kapiteln  ist  non  aber  noch  beigefQgt:  Capo  III« 
Solnzioni  indirette  del  prob  lern  a  relative  all*  attrazione 
dl  un  Ellissoide.  Art.  P.  Soluzione  indiretta  d' Ivory.  Art. 2^. 
Soluzione  indiretta  del  Sig.  Chasles.  Art  3^.  Soluzione  indiretta» 
desunta  da  quelle  di  Gauss  e  di  O.  Rodrigues.  —  In  diesem  drit- 
ten Kapitel  entwickelt  also  der  Herr  Verfasser  die  von  den  ge- 
nannten Geometern  gefundenen  besonderen  Sätze  und  Formeln 
in  eigenthümlicher»  denselben  manche  neue  Seito  abgewinnender 
Weise,  wodurch  er  sich  noch  das  besondere  Verdienst  erwirbt, 
dass  man  in  dieser  Schrift  zugleich  in  consequenter »  fär  und 
durch  sich  selbst  verständlicher  Darstellung  das  Wichtigste  bei- 
sammen findet,  was  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  berflhmte 
Problem  geleistet  worden  ist 

Wir  machen  hiernach  alle  Mathematiker  auf  diese  neue  Schrift 
des  Herrn  Professor  Chelini  dringend  aufmerksam,  und  wün- 
schen sehr»  dass  dieselbe  durch  einen  völlig  sachkundigen  Ueber- 
setzer  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  werden  möge,  ein  Wunsch, 
den  wir  auch  schon  in  Bezug  auf  andere  Schriften  desselben 
geehrten  Herrn  Verfassers  uns  in  diesen  literarischen  Berichten 
auszusprechen  erlaubt  haben.  Vielleicht  gelingt  es  dem  Her<- 
ausgeb^,  einen  seiner  ausgezeichnetsten  Schuler,  Herrn  Curtze, 
der  zu  seiner  eigenen  Belehrung  und  seinem  eigenen  VergnOgen 
schon  die  trefflichen  Element!  di  Calcolo  infinitesimale 
di  Barnaba  Tortolini.  Tom.  I.  Calcolo  differenziale. 
Roma.  1844.  8^  in  sehr  anerkennenswerther  Weise  übersetzt  bat 
zu  einer  solchen  Arbeit  zu  veranlassen;  aber  freilich  hält  es  in 
Deutschland  jetzt  schwerer  als  jemals,  ffir  solche  Werke  Ver- 
leger zu  finden»  da  bei  uns  die  populäre  und  der  gewöhnlichen 
Praxis  dienende  mathematische  und  physikalische  Literatur»  in 
Verbindung  mit  einer  wahren  Fluth  der  gewöhnlichsten  Elemen- 
tar-Bücher»  Alles  von  höherer  wissenschaftlicher  Bedeutung  za 
verschlingen  droht»  natürlich  mit  einigen  —  leider  möchten  wir 
fast  wenigen  sagen  —  rühmlichen  Ausnahmen. 
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Krystallographie. 

Solle  forme  crysUlline  di  alcanl  Sali  derivati  dall* 
AmiDODiaca  per  Qalntioo  Sella,  Membro  della  Reale 
Aceademia  delle  Scienze.  Torino.  Staniperia  Reale. 
1861,    40. 

Herr  Quiiitino  Sella  in  Tario  hat  sieb  bekauDÜlch  scfcoa 
durch  mehrere,  auch  in  den  Literarischen  Berichten  unserti  Ar- 
chivs   früher   angezeigte    Untersuchungen   auf  dem    Gebiete  te 
theoretischen  und  praktischen  Krystaliographie»  so  wie  durch  sebe 
schöne,  so  viel  wir  wissen,  auch  in's  Deutsche  fihertrageoe  Da»- 
steliung'der  verschiedenen  Methoden  der  zeichnenden  oder  darstel- 
lenden  Geometrie«  seine  auch  im  Literar.  Ber.  angezeigte  Teorica  e 
Pratica  del  Regele  calcolatore  u.  s.  w.,  sehr  verdient  gemacht.     Die 
vorliegende,  70  Seiten  starke  Schrift  mit  4  grossen  Figoreotafela, 
gehurt  ganz  dem  Gebiete  der  praktischen  Krystallographie  sd,  und 
enthält  eine  Menge  genauer  und  höchst  sorgfiütiger  Messungen  und 
krystallographischer  Bestimmungen  der  auf  dem  Titel  genanntes 
Körper.    Wir  können,  wie  aus  dieser  Natur  der  Schrift  von  selbst 
hervorgeht,  ihrem  lohalte  hier  leider  nicht  weiter  folgen»  sondern 
müssen  uns  begnügen.  Alle,  die  sich  für  solche  Untersocbimgen 
interessiren,    zu   besonderer   Beachtung    derselben   aufzufordern, 
welche  dieselbe  mit  dem  grussten  Rechte  für  sich  in  Ansprach 
nehmen  kann.    Nach  einer  Einleitung  besteht  dieselbe  ans  awei 
Theilen,  nämlich:  Parte  Prlmn«    Descrizione  delle  forme 
cristalline  di  ciascun  Säle  (in  22  Kapiteln).  —  Parte  Se» 
conda*     Paragone  tra  le  forme  cristalline  dei  Sali  de* 
scritti.  —  %uadro  1«    Sopra  aicune  Diamine  e  Diamidi 
monocline.    %uadro  9*    Joduri  romboedricL    %nadro8. 
Sopra  aicuni  Sali  Aloidi  trimetrici.    %aadro  4«  ^las- 
sunto  delle  forme  dei  Sali  descritti  in  questa memoria. 
Noch    genauer  auf  den    Inhalt    einzugehen  gestatten    der  Raum 
und  der  Zweck  dieser  literarischen  Berichte  leider  nicht 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 
S.7.) 

BandXLlV.    Heft  111.   October  1861.    Schmidt:  Neoere 
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• 
Beobachtung«!!  v<^d  Sternschnttppen- Schweifen.  S.  227.  —  Hai- 
dinger:    Bemerkangeto  Ober  vorhergehende  Abbandlang.    S.  229. 
— •  Jelinek:   Theorie  der  Pendelabweichong.   S.241.    (Der  Her- 
ausgeber des  Archivs  hat  bekanntlich  in    zwei  Abhandlungen 
Archiv  TheilXXVU.  Nr.  XXV.   S.  224.  und  Archiv  Tbeil 
XXVIII.  Nr.  II.  S.223.   eine    ihm  eigentharoliche   neue   Theorie 
des  Foucault'schen  Pendelversuchs  geliefert,  in  beiden  Abhandinn-, 
gen  im  Wesentlichen  ganz  auf  dieselbe  Weise ,  aber  mit  dem 
Unterschiede»  dass  die  erste  Abhandlung  die  Erde  als  eine  Ku- 
gel, die  zweite  dieselbe  als  ein  Ellipsoid  voraussetzt,  was  freilich 
im  vorliegenden  Falle  streng  genommen  auf  dasselbe  hinauskommt, 
und  bei  der  zweiten  Voraussetzung  nur  die  Einführung  der  be- 
kannten ModiGcation  des  Begriffs  der  Breite  erfordert.     Die  Un- 
tersuchung ist  in  beiden  Fällen  mit  aller  dem  Herausgeber  m5g- 
Pichen  Eleganz  mit  Hülfe  der  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
im  Räume  geföhrt,  und  überall  ist  auf  ganz  strenge  Grfin zen- 
bestimmungen  zurückgegangen  worden.    Der  Herausgeber  dankt 
dem  Herrn  Professor  Jelinek  recht  sehr  für  das  gute.über  seioe 
Arbeit  gefällte  Urlheil;  die  Nachsicht,  mit  welcher  er  dieselbe 
aufgenommen,  und  die  ihr  von  ihm  gewidmete  Aufmerksamkeit 
Zu  noch  grosserem   Danke  aber  ist  der  Herausgeber  deroselbe« 
auch  im  Namen  der  Wissenschaft  verpflichtet,  dass  er  diese  Theo- 
rie von  Neuem  auf  eigentbümlicbe  Weise  bloss  mittelst  der  sphfi* 
rischen  Trigonometrie  entwickelt  hat,  und  dadurch  allerdings  auf 
noch  etwas  kürzerem  Wege,  —  was  der  Herausgeber  gern  aner* 
kennt  —  aber  freilieb  durch  mancherlei  geometrische,  an  eine  Fi- 
gur nothwendig  sich  anschliessende  Betrachtungen,  genau  zu  den- 
selben Resultaten  wie  er  selbst  gelangt  ist,  namentlich  genau  zu 
demselben  Ausdrucke  eines  Elements  der  Pendelabweichung,  was 
Herr  Jelinek  im   zweiten.  Tbeile  seiner  Abhandlung  auf  interes- 
sante Weise  besonders  nachweist    Der  Herausgeber  freu't  sieh 
sehr,  die  von  ihm  entwickelte  Theorie,  auf  welche  er  einen  ge- 
wissen Werth  zu  legen  keinen  Anstand  nimmt,  von  einem  so  ge- 
schickten Mathematiker  durch  eine  scbOue  eigentbümlicbe  Unter- 
suchung vollkommen  bestätigt  zu  sehen,  und  erlaubt  sich  allen, 
die  sich  für  die  völlig  strenge  Theorie  des  berühmten  Versuchs» 
dessen  sonstige  Theorien,  wie  Herr  Professor  Jelinek  roebr£eich 
ganz  richtig  bemerkt  und  hervorhebt,  an  sehr  grossen  Mängeln, 
Dunkelheiten  und  Ungenauigkeiten  laboriren,  interessiren   und  in 
solche  strenge  mathematische  Untersuchungen  wirklieb  einzuge- 
hen   verstehen    und  den    aufrichtig^  Willen  haben,   diese  uns 
beiden  gemeinschaftliche  Theorie  zur  Beachtung  und  wei- 
teren Anwendung  zu  empfehlen).  —  Knochenbau  er:  Ueber  den 
Gebrauch  des  Luftthermometers.    Zweite  Abtbeilong.    S.259.  — 
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Stodoicka:    Ueber  die   IdeDtitftt  der  Licht-  and  Wimiestraft 
len  VCD  gleicher  Brechbarkeit     S.  289.  —  Zenger:    Mikrosk*- 
pififche  Messangeo  der  Krystallgestalteo  einiger  Metalle.     8. 297. 

Band  XLIV.     Heft  IV.     November.  1861.     Winkler: 
Nachweisung  einiger   Eigenschaden    einer    ausgedehnten   Klasse 
transcendenter  Functionen.   S.477. —  Flochieder:  MittheilangeB 
ans  dem  Laboratorium  zu  Prag.    S.493.  —  Schön feld:  Beob- 
achtungen von  veränderlichen  Sternen.  (Fortsetzung  aus  dem  XUL 
Bande).    S.503.  —  v.  Waltenhofen:  Notiz  über  JohanoKra- 
vogra  Quecksilber -Luftpumpe.    S.603» 


Sitzungsberichte  der  kOnigl.  buhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1861. 
Juli— December    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLV.    S.  18). 

S. 23.    Herr  Professor  Jos.  Ritter  von  Hasner  hielt  einen 
Vortrag:     Zur   Geschichte    der    Kunstaugen,   und   legte 
sein  automatisches   Auge  vor.     (Der  Vortrag  ist  in  einen 
ziemlich  ausfiShrlichen  Aufsatze  mitgethetheilt  und  das  neue  an- 
tomatische  Auge  durch  eine  Zeichnung  erläutert  worden;  wir  hal- 
ten diesen  Aufsatz  für  in  vieler  Beziehung  sehr  interessant»  und 
machen,  so  wie  auf  den  Aufsatz,  auch  auf  das  automatische  Aoget 
welches  von   Herrn  Mechanikus  Spitra  in  Prag  verfertigt  wird, 
aufmerksam).   —  S.  28.    Her^    Pierre    liefert    Mittheilungen 
über  das  sogenannte  unsichtbare  Licht,  namentlich  über 
einige  Weidele'sche  Versuche  (Moser  in  Königsberg  bezog  die 
bekannte  merkwürdige  Erscheinung  auf  die  Wirkung  von  Licht- 
strahlen, welche,  unserem  Auge   nicht  wahrnehmbar,    selbst  im 
Dunkeln  ihren  Einfluss   äussern,  und  nannte  diese  Erscheinung 
deshalb,  freilich  nicht  sehr  spracbrichtig,  das  unsichtbare  Licht 
Herr  Weidele  in  Wien  hat  durch  sehr  sorgföltige  Untersuchun- 
gen bewiesen,  dass  diese  Erscheinung  mit  der  Lichtwirkung  gar 
nichts  zu  tbun   hat,  sondern  sich  auf  Flächenwirkungen  und  die 
Anziehungskräfte  der    feinsten  Molecüle    zurfickliihren  lässt.)  — 
S.29.     Herr  Karlinski:      Geber    die    Verbesserung    der 
Bahnelemente  des  Planeten   (46)  Hestia.     (Ziemlich  an«- 
Ehrlicher  Aufsatz  mit  Mittheilung  von  Formeln  und  sorgfältigen 
Rechnungen). 
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September,  OctobeT  1861.  Christoffel:  Ueber  die 
Dispersion  des  Lichts,  mitgetbeilt  von  Herrn  Weierstrass. 
S.  906  — 921.  —  Encke:  Ueber  den  Pons'scben  Kometen.  S.  926 
— 928.  —  Kronecker:  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen.  S.^33.  (Blosse  MiUheilung,  dass  eine  Abhandhing 
Aber  den  genannten  Gegenstand  gelesen).  —  Weierstrass: 
Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoid. 
S.  986  — S.  997.  (Wir  machen  auf  diesen,  den  ersten  Theil  einer 
grosseren  Arbeit  über  die  geodätischen  Linien  bildenden  Aufsatz, 
worin  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  aus- 
geht, dass  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  werden  kann,  den 
ein  Punkt  durchläuft,  welcher  gezwungen  ist,  auf  der  Fläche  zu 
bleiben,  aber  von  keiner  beschleunigenden  Kraft  getrieben  wird, 
aufmerksam  und  hoffen  auf  diese  Arbeit  später  im  Archiv  selbst 
zorfickzukommen).  —  Christof  fei:  Machtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber  voi^etragenen  Abhandlung  fiber  die  Dispersion  des  Lichts, 
mitgetbeilt  von  Herrn  Weierstrass.    8.997  —  8.999. 

November  1861.  SchOnemann:  Ueber  den  Druck  im 
fliessenden  Wasser,  vorgelegt  von  Herrn  Weierstrass.  S.  1010. 
(Blosse  Mittheilung,  dass  die  Abhandlung  vorgelegt  worden).  — 
Dove:  Ueber  eine  graphische  Methode,  das  Verhältniss  des  Festen 
und  FlQssigen  auf  der  Erde  darzustellen.  S.  1043.  (Blosse  Mit- 
thetlung,  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  —  R.  Baltzer: 
Zur  Geschichte  des  Euler'schen  Satzes  von  den  Polyedern  und 
der  regulären  Sternpolyeder.  (Sich  anschliessend  an  eine  Mit- 
theilung, die  Herr  Pro  übet  am  23.  April  1800  der  Pariser  Aka- 
demie gemacht  hat,  weiset  Herr  Baltzer  in  diesem  interessanten 
Aufsatze  nach,  dass  bereits  Descartes  das  Ober  hundert  Jahre 
später  1752  entdeckte  Grundgesetz  der  Theorie  der  Polyeder  voll- 
ständig gekannt  hat,  und  schliesst  seine  lehrreiche  Mittheilnng 
mit  den  Worten: 

„Demnach  ist  es  nicht  zvreifelhaft,  dass  zu  den  glänzenden 
Leistungen,  welche  Descartes'  Namen  verherrlichen,  auch  die 
Entdeckung  des  Grundgesetzes  der  Polyedrometrie  gehurt,  und 
dass  Euler  hinfort  gemeinschafliich  mit  dem  grossen  Vorgänger 
der  neueren  Analysis  den  Ruhm  jener  Entdeckung  haben  wird.'' 

Ausserdem  nimmt  Herr  Baltzer  rücksichtlich  der  Erfin- 
dung der  regulären  Sternpolyeder  Keppler  gegen  Herrn  Ber* 
trand  in  Paris  in  Schutz,  wdcher  behauptet  hatte,  dass  Kopp* 
ler  bei  der  Erfindung  solcher  Polyeder  genannt  zo  werden  kein 
Recht  habe. 

Wir  wfirden   gern  Herrn  Baltzer 's  Aufsatz  hier  vollständig 
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mittheilen  ^  glauben  aber  dies  nicht  ohne  Erlaubnisa  der  Klhi^. 
Akademie  der  Wissenschaften  thun  su  dfirfen,  nnd  mtoseii  umm 
daher  vorbehalten,  später  anf  denselben  xnrOcbukoninen). 

December  1861.    Kummejr:  Ceber  die  Klassenzahl  der  aas 
fiten  Ein beits wurzeln    gebildeten    eomplexen    Zahlen.      8.  I05I — 
1053.     (Bezugnehmend   auf  die  Arbeiten    der  Herren   Reoscble 
In  Stuttgart  und  Fuchs  in  Berlin.    Eine  ausführlichere  Miffbei- 
lung  wird  in  Aussicht  gestellt)..—  Dove:   Ceber  die  bei  biooco- 
larer  Betrachtung  durch  Rotation  entstehender  Lichtlinien  dorcfc 
verschiedenartige  Gläser  hervortretenden  Farben.  S.  1054 — &1055. 
—  Magnus:   Ueber    den  Durchgang    der   Wärmestrahlen    dntdh 
feuchte   Luft  und  über  die    hygroskopischen   Eigenschaften  dei 
Steinsalzes.  S.  1128— 8. 1132.  —  Schone  mann:  Ueber  den  Druck 
im  fliessenden  Wasser.    S.  1136  — S.  1146.    (S.  vorher  November). 

Januar  1862.  Dove:  Ueber  anometrische  Bestätigung  des 
Drehungsgesetzes  auf  Bermuda  in  Australien.  S.  5  —  S.  6.  — 
Kronecker:  Ueber  die  Discriniinaote  algebraischer  Functioneo 
einer  Variabein.  8.8.  —  Borchardt:  Ueber  vollkommene  Zah- 
len. S.S.  —  (Zwei  blosse  Mittheiluogen,  dass  betreffende  Ab- 
handlungen gelesen  worden). 

Februar  1862.  Encke:  Berechnungen  der  hiesigen  (BerK* 
ner)  Beobachtungen  des  Cometen  von  Pens  bei  seiner  Wieder- 
erscheinung.  S.Ol — S. 97.  —  Dove:  Ueber  das  HOrbarmacben 
von  BeitOnen  durch  Interferenz.  S.  97 — S.  100.  -—  Kiepert:  Dar- 
stellung des  LandSquators  und  Seeäquators,  vorgelegt  von  Herrn 
Dove.  S.  100«  —  Dove:  Ueber  die  Witterungsverhältnlsse  des 
Jahres  1861  und  die  damit  zusammenhängenden  ungewöhnlichen 
üeberschwemmungen  im  Winter  18^Vo«*  S.  100.  — '  Welerstrass: 
Bemerkungen  über  die  Integration  der  hyperelliptischen  Differen- 
tial-Gleichungen. S.  127  — S.  133.  -  Dove:  Ueber  die  dresjähri^ 
gen  Üeberschwemmungen  und  ihre  Gründe.  S.  142.  (Blosse  Mit- 
theilung, dass  ein  betreffender  Tortrag  gehalten).  —  Paalzow: 
L  Ueber  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der  Leydner  Bat- 
terie. II.  Ueber  die  Magnetisirung  der  Stahlnadeln  durch  den 
Strom  einer  Leydner  Batterie;  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus. 
S.  152— S.  156. 

März  1862.  Rüdorff:  Ueber  das  Gefrieren  ven  Salstösun* 
gen,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  S.  163  —  S.  165.  —  Dove: 
Ueber  die  nicht  periodischen  Veränderungen  der  Temperatur, 
dargestellt  durch  fünftägige  Mittel  (zweite  Abhandlung)  und  dar> 
gestellt  durch  monatliche  Mittel  (siebente  Abhandlung).  S.  170. 
(Ohne  Auszug).  —  In  der  in  der  öffentlichen  Sitzung  vom  27.  März 
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gehaltenen  Rede  (S.  172— 8. 182)  macht  Herr  Encke  a.  A.  in- 
terressai^te  Mittheilungen  über  die  beröbmte  Entdeckung  von 
Bansen  nnd  Kirchhoff  mit  Rücksicht  auf  Ihr  Verhältniss  zur 
Astronomie. 


Bulletins  de  l'Acadömie  Royale  des  sclences,  des 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr-  CXXXVL  S.  11). 

Die  grosse  Anzahl  anzuzeigender  Schriften  hat  zu  nelnem 
grOssten  Bedauern  eine  längere  Unterbrechung  in  der  Anzeige  die- 
ser wichtigen  ,,  Bull  et  ins"  herbeigeführt.  Das  Versäumte  soll 
nun  aber  ohne  Unterbrechung  schnell  nachgeholt  werden.      G. 

27««  Annöe«  2»«  S^r.  T.  IV.  1858.  Expose  d'un  principe 
concernant  Tintersection  des  surfaces  avec  application  ä  la  re- 
cherche  des  propri^t^s  des  surfaces  du  second  ordre;  par  M« 
Meier.  Rapport  de  M.  Timmermans.  p. 6.  —  Perturbations 
magn^tiques.  Aurore  bor^ale.  Violent  fremblement  de  terre  en 
Italic;  Communications  de  M.  A.  Quote I et.  p.7.  —  Sur  l'^tat 
roötöorologique  de  la  ville  de  Gand,  pendant  Tann^e  1857;  par 
M.  F.  Duprez.  p.  11.  —  Memoire  sur  lä  Classification  des  lignes 
du  3**'  degr^;  par  M.  Dagoreau.  Rapport  de  M.  Brasseur. 
p.80.  —  Recherches  sur  les  propriötös  g^omötriques  de  mouve- 
mens  plana;  par  M.  Gilbert.  Rapport  de  M.  Lamarle.  p.82. 
—  Eclipse  de  lune  du  27  F^vri^r  1858,  et  occultations  d'^tolles 
par  la  lune,  observ^s  an  1857«  p.  2»i7.  —  Note  sur  un  thöor^me 
relatif  ä  la  th^orie  des  roulettes;  par  M.  Lamarle.  p.239. 
(Sehr  beachtenswerth).  —  Eclipse  de  soleil  du  15  mars  1858; 
notice  par  M.  A.  Quetelet.  p.  282.  —  Memoire  sur  le  calen* 
drter  arabe  avant  Tislamisme,  par  M ahmend  Ef feudi»  astronome 
^gyptien.  Rapport  du  capitaine  Liagre.  p.371.  —  Magoc^tisme 
terrestre  (M.  Ernest  Quetelet).    p.378. 

27"»«  Ann^,  2'»«  Ser.  T.  V.  1858.  Sur  nn  appareil  k  levler 
Substitut  au  microm^tre  des  Instruments  de  pr^cision;  par  M. 
A.  Boblin.  Rapport  du  capitaine  Liagre.  p.3.  —  Tböorle 
gäom^trique  des  rayons  et  centres  de  courbure.  Application  au 
lima^on  de  Pascal.  Rectification.  Rayons  et  centres  de  courbure; 
par  M.  Lamarle.  p.  5  (in  geometrischer  Rücksicht  sehr  beach- 
tenswerth).  —  Note  sur  un  principe  remarquable  en  g^onic^trie; 
par  M.  Ernest  Quetelet.  p.l5.  (Bezieht  sich  auf  die  Curven 
der  dritten  Ordnung;  im  Eingange  sagt  der  Herr  Verfasser:  „II 
y  a  quelque  temps«  m'occupant  de  la  dötermination  des  courbes 
par  un  certaln  nombres  de  leurs  poiots,  mon  attention  fnt  attir<$, 
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sur  ee   fait  assez   curieux:    one  conrbe   de  troisitee  ordre  est 
Gomplötement  d^termiode,  quand  on  coonait  neuf  de  ses  points«  et 
cependant  den  courbes   de  troisi^me  ordre  se  coapent  eo  neuf 
points.    Erweiset  auch  auf  eine  Abhandlung  Euler*s  in  den  Me- 
moires  de  Berlin  1748  über  eine  contradiction  apparente 
dans  la  doctrine  des  lignes  courbes  hin»  und  schliesst  daran 
lehrreiche  Bemerkungen ,   die  wir  einer  weiteren  Ausföhrong  l&r 
sehr  werth  halten«  und  unsere  Leser  deshalb  auf  den  zwar  kurzen, 
aber  lehrreichen  und  interessanten  Aufsatz  aufmerksam  macheo.)  — 
Sur  la  constance  dans  le  nombre  des  mariages  et  sur  la  statistique 
murale  en  gönäral;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  89.  —  «Sur  la  dif^ 
rence  des  longitudes  entre  Berlin  et  Bruxelles,  d^termin^  par  U 
t^legraphie  ^lectrique  (Eztrait  d'un  articte  de  M.  Encke).    p.  115. 

—  Sur  le  magn^tisroe  du  globe;  par  M.  Hanstee n.  p.  120.  — 
Sqr  roccultation  des  Pl^iades  par  la  lune.  Extrait  d*une  lettre 
adress^e  ä  M.  Bacbe  par  Ad.  Quetelet  p.263.  —  l£toiles 
filantes  de  la  päriode  du  mois  d'aoüt  1858,  observöes  par  le  Di- 
recteur  etles  Aides  de  Tobservatoire  royal  äBruxelles.   p.  265. 

—  Experience  d*optique  permettant  d'obtenir  d*une  seule  ^preave  t 
photographique  la  Sensation  d'un  corps  en  relief;  par  M.  A.Bob - 
lin.  p.304.  —  Sur  i'intensit^  du  magnetisme  terrestre,  et  parti- 
culi^rement  ä  Bruxelles;  lettre  de  M.  Hanstee n  ä  M.  Ad. 
Quetelet.  p.336.  —  Theorie  g^ometrique  des  centres  et  axes 
instantan^  de  rotation;  par  M.  Lamarle.  p. 340.  (Besonders 
wegen  der  Einfachheit  der  Betrachtung  beachtenswerth).  —  Sur 
la  Constitution  physique  du  soleil;  par  M.  Charles  No^l.  p. 606. 

(Fortsetsang  folgt  nächstens.) 


AufForderang  an  die  dentschen  Mathematiker  and 

Physiker. 

Alle  Mathematiker  und  Physiker  machen  wir  auf  die  dies- 
jährige in  Karlsbad  Statt  findende  37ste  Versammlung  deut- 
scher Naturforscher  und  Aerzte,  bei  welcher»  wie  wir  zu  unserer 
Freude  huren,  gleichzeitig  auch  eine  grössere  Anzahl  namentlich 
jüngerer  Astronomen  zusammenkommen  werden ,  recht  sehr  auf- 
merksam, und  wQnschen  recht  zahlreiche  Betheiligung,  da  gewiss 
Alles  aufgeboten  werden  wird,  um  die  Versammlung  so  angenehm 
(und  lehrreich  als  möglich  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
Versammlung  gewiss  einladend  genug  ist.  Grüne rt. 

1.  Hai  1862. 
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Am  3t0D  Februar  1862  starb  io  Paria  in  hobem  Alter  ^ 

Jean  Baptlste  Bloti 

geboren  In  Paria  am  21aten  April  1774. 

Welcher  Mathematiker  nnd  Pbyaiker  verdankte  aeinen  treff 
lieben  Schriften  nicht  die  vielfaehate  Belehrang  und  Anregung  I 


Arithmetik. 

Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen.  Versuch 
einer  elementaren  Darstellung  von  Dr.  H.  Dur^ge, 
Docent  am  eidgenössischen  Polytechnicum  und  an  der 
Universität  au  Zfiricb.    Leipsig.    Teubner.    1861.    & 

Der  Herr  Verfasser  hat  uns  durch  die  Herausgabe  dieses 
Buches  eine  besondere  Freude  gemacht,  und  wird  den  Dank  aller 
der  Jflnger  der  Wissenschaft  ernten,  welche,  ohne  auf  die  Quel« 
len  aurackgehen  au  mdssen  oder  zu  wollen,  was  nattfrticb  immer 
aelne  besonderen  Schwierigkeiten  hat,  sich  in  einer  mehr  elemeii* 
taven  Weise,  die  aber  doch  weiter  ftlbrt  wie  die  LehrbGcher  der 
Integralrechnung  überhaupt,  mit  der  ao  wichtigen  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  bekannt  machen  wollen.  Das  Verdienst, 
welches  er  sich  dadurch  erwerben  hat,  verdient  um  so  mehr 
A»erkemiung,  als  ein  ihnlicbes  Werk  die  deutsehe  mathematische 
LÜeratHr,  so  viel  wir  wissen,  noch  nicht  besitzt,  wenn  nicht  viel« 
leicht,  worOber  wir  nicht  genau  unterrichtet  sind,  eine  Ueber- 
Setzung  de^  bekannten  Buchs  von  V erb u Ist  existirt,  was  wir 
jedoch  nicht  glauben.  Dass  bei  der  Darstellung  der  Theorie  Herr 
Doctor  Dur^ge  nicht  der  in  der  allerdiags  trefflichen  Theorie 
des  fonotions  doublement  p^riodiqnes  et,  en  parti- 
c«Uer,  des  fonctions  elliptiques  par  Briot  et  Bouquet 
Paris.  1859.  angewandten,  von  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexeo  Verändetichen  ausgehenden  Behandlungsweise  gleich 

Th I. XXX VIII,  Hfl,  I.  l 


2  Ut9rari9eher  Berteki  CXUX. 

voo  vorn  berein  gefolgt,  sondern  vielmehr,  ankoupfend  an 
dem  Anfönger  hioreichend  bekannte  Fnnctioneo,  mogliciwt 
mentar  verfahren,  und,  gewissermassen  historisch,  den  von  AI 
und  Jacob i,  natOrlich  mit  besonderer  weiterer  Rucksicht 
Legendre  u.  s.  w.,  betretenen  Weg  eingeschlagen  hat,  büligol 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tendenz  des  vorlief^eDdea  Mekl 
bloss  vollkommen,  sondern  erkennen  darin»  mit  RudüHckt  aif| 
den  haaptsSchlichsten  Zweck  des  Werkes:  zur  weiteren  Terftrei- 
tung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  beizatragei,  eroei 
besonderen  Vorzug  desselben.  Dabei  wollen  wir  aber  jkch 
auch  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass  ailerdin^Hi 
Ende  des  Werks  Im  21sten  Abschnitte  aoeh  dim  Fanctionea  «• 
plexer  Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestiaimter  Intef^rale  m 
einsichtsvolle  und  für  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls 
*  chende  Berücksichtigung  gefunden  haben.  Aosaerde 
es  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  das«  der  Herr  \edum 
auch  das  Gebiet  der  Anwendungen  nicht  gana  ■■betreten  gdw- 
sen  hat,  und  glauben  daher  das  Buch  Allen,  die  der  Theorie  dcc 
elliptischen  Functionen  ein  eingehendes  Studiam  widmen  woUci. 
snr  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen,  indem  wir  des  Weitem 
wegen  uns  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hasptuhalts  be- 
gnügen müssen: 

I.  Begriff  der  elÜptischen    Functionen.     II.   Von  d^r    Perio- 
dicitSt  der  elliptischen  Functionen.     III.  Von  der  Redacdon   6er 
elliptischen   Functionen   auf  die  Normalforro.    IV.    Vaa  den  drei 
Gattungen  der  elliptischen   Functionen.     V.  Rectificatiaa  der  EJ- 
lipse    und   Hyperbel.     VI.   Ueber   eine  Substitution   der   zweitee 
Ordnung   zur   Reduction   der  elliptischen  Integrale   a«f  die  Sor- 
malform.     VII.  Das  Additionstbeorem.    VIII.  Ueber   des  2asani- 
menhang  der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Tris<H 
nometrie.     IX.   Das   Additionstbeorem   für  die   zweite  ■sd  dritte 
Gattung.    X.    Integration  der  elliptischen  Differeotiateietchmtr  in 
algebraischer   Form.      XI.    Jacobi's    geometrische    C««$tniction 
des  idditionstbeorems.     XII.  Die  Landen 'sehe  TraHf« 

XIII.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  FactercaMi 

XIV.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  ReiheoL  XV 
Keihenentwickeluo!;  für  die  zweite  Gattung.  XVI.  Reihei 
luwg  für  die  dritte  Gattung.  XVII.  Die  Jacobi'sche 
\\  III.  Darstelluni?  der  elliptischen  Functionen  dorch  die  Jaco- 
bische  Function.  XIX.  Ueber  die  elliptischen  TramsccMfenten 
dw  dritten  Gattung.  —  Anhang.  XX.  Ueber  die  Bewecang  des 
Mph«ri«chen  Pendeis.  XXI.  Ueber  Functionen  einer  cM^exea 
NarUblea  und  die  VieKieutigkeit  bestimmter  InteeraJe. 


fJterarischer  Bericht  CXLJX. 


Astronomie. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittbeilungen  aus  de« 
Gebiete  der  Astronomie  und  verwandter  Wissen 
Schäften.  Herausgegeben  Ton  Professor  Dr.  C.  A.  F.  P^ 
ters,  Directorder  Sternwarte  in  Altena.   Band  I.  Heft 

Bandll.    Heft  1.    Band  II.    Heft2.    Altena,    im.  1861.   S^^ 

. 

Das  3te  Heft  des  ersten  Bancfes  dieser  sehr  verdienstUcbeii 
und  lehrreichen  Zeitschrift  ist  zuletzt  im  Literar.  Ber.  Mr.  CHX  V. 
angeseigt  worden.    Wir  tragen  jetzt  die  kurxe  Anzeige  der  mU- 
dem  erscbieneoen  neuen  Hefte  nach ,  da  wegen  Mangel  an  Ran» 
die  Anzeige  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  bat. 

Band  I.  Heft  4.  Ueber  physikalische  ErscbelBuii- 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
Peilitzscb- 

Band  H.  Heft  1.  Ueber  physikalische  Erscheinun- 
gen bei  totalen  Sonneofinsternissen  von  Dr.  Frb.  Ton 
Feilitzsch.    Fortsetzung  der  vorigen  Abhandlung. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  namentlich  eine  sehr  sorgfkl* 
tige  Zusammenstellung  aller  IVfiher  beobachteten  Erscheinungeo 
aus  einem  reichen  literarischen  Apparate. 

^  Die  Astronomie  des  Alterthuros   und   des  Mittel- 

*  *  

alters  im  Verhältniss  zur  neueren  Entwicklung.    Von 
Dr.  W.  Fdrster. 

För  Leser,  welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  natürlich  voraus- 
setzt, die  Geschichte  der  Astronomie  noch  nicht  hinreichend 
kennen ,  jedenfalls  lehrreich  nnd  interessant  Der  Abhandlung 
liegt  ursprünglich  ein  im  wissenscbaftitcben  Verein  In  Berlin  ge* 
haltener  Vortrag  zu  Grunde,  so  dass  also  ihre  populäre  Haitang 
sich  von  selbst  versteht. 

Band  H.  Heft  2.  Ueber  die  Sonne.  Von  Dr.  A.  Win- 
neckej  AAe  Leser,  welche  sich  fir  die  Nator  unseres  Central» 
klirpers  intereesiren,  machen  wir  auf  diese,  aus  dem  Peterslmiger 
Kalender  für  1802  abgedruckte  Abhandhing  reeht  sehr  aufverfe- 
SBSi^  da  sie  im  Ganzen  zwar  ntr  in  der  Kürze,  aber  in  ungemeio 
lehrreicher  und  allgemein  versÜiuMicfaer  Weise  darni  Alles 
besprochen  finden  werde»,  was  ihnen  über  die  Sonne  m  wissen 
wünschenswerth  sein  dürfte.  Aas  onseren  frÜMren  KtenwtociMn 
Berichten   sind   den   Lesern  die  verdienstlichen   Leistusgen  des 
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Herrn  Verfadsera  bei*  den  Beobachtungen  der  grenseni  Sonnen« 
fiiisternlss  Tom  18.  Juli  1660  in  Spanien  hinreichend  bekannt, 
und  derselbe  kann  also  Aber  vieles  hierher  CrehOrende  recht 
eigentlich  ans  eigener  Erfahrung  sprechen ,  wodurch  der  vorlie- 
gende Aufsatz  i^och  besonders  lehrreich  und  interessant  wird. 
Sein  sehr  liestimnites  Urtheil  über  die  bekannte  Frage,  ob  die 
Protuberanzen  u.  s.  w.  in  der  That  der  Sonne  angehören, 'dem 
wir  aus  vollkommener  üeberzeugung  beistimmen,  spricht 
Herr  W.  auf  S.  133  in  folgender  Weise  ans: 

,,Die  Ansicht^  wonach  die  Protuberanzen  zur  Sonne  geboren, 
wurde  £ast  gleichzeitig  von  mehreren  Astronomen  geäussert;  sie 
schtoss  sieb  ungezwungen  den  herrschenden  Ansichten  über  die 
Natur  der  Sonne  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
die  Protuberanzen  nur  Licbterscbeinungen  sein  sollten,  fand  gleich- 
falls manche  Anhänger.  Wie  diese  Lichterscheinungen  aber 
entstehen,  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogen 
bilden*),  darüber  findet  *man  nur  unhaltbares,  ober- 
flächliches Räsonnement  und  nirgends  eine  Andeutung,  wie 
man  nach  dem  Zeugnisse  aller  vertrauenswürdigen  Beobachter 
feststehende  Erscheinungen  an  den  Protuberanzen,  z.  B.  Ihre  fast 
immer  harten,  starren  Begränzungen,  das  Losgelöstsein  vom  Mon- 
desrande bei  einigen,  ihre  Pik-  oder  Kegelform,  sich  vorstellen 
soll  u.  s.  w.** 

Mögen  der  Zeitschrift  immer  solche  lehrreiche  AnCi&tserfsu 
Theil  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  erfreulich- 
sten  Fortgang  haben. 


An  aecount  of  the  solar  eclipse  of  July  18^  1860, 
as  observed  for  the  United  States  Coast  Sufvey  n«at 
Steilacoom,  Washington  Territory«  by  Lieut.  J.  M.  Gil- 
liss,  U.  S.  Navy.    Wasfaingten  City.    1861.    4<». 

Indem  wir  für  die  gütige  Zuseodimg  d^  obigen  Schrift  hier 
uQgerep  verbindlichsten  Dank  aussprechen,  und  dieselbe,  als  filr 
die  gesamrote  Literatur  über  die  grosse  Sonnenfinsierniss  voni 
18.  Juli  1860  wichtig»  unseren  Lesern  j^er  Beachtung  empfehlen» 
bemerken  wir,  dass  dieselbe  eine  sehr  vollständige  und  genaue 
Darstellung  der  von  Herrn  Gilliss  selbst,  so  wie  der  von  den 
Herren  Mosman,  Goldsborougb,  Haller,  Casey,  Brown 
angestellten    Beobachtungen  enthält.     Eine  beigegebene  schöne 


.  * 


^  Am>  uMsrtr  Seele  getpt e«lieii. 
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colorirle  bildliche  Uarstalloiig  erblüiet  dea  W#rUi  der  Setniik,  die^ 
▼onKeiDem,  der  «ich  für  die  in  Rede  etehende  grossArti^«  Er- 
eobeiDuiig  interessirt»  nnbeadilet  WeibeD  darf,  noch  beiioiBders. 

Sui  Fenomeni  cometari.   Memoria  dei  Prof.  Itor^axo 
Respighi.    Bologna.    1860.    4^. 

An  die   neueren    groesartigeo   cometariseben   ErecWago^eü 
sich    anschliessend^    enthält   diese    lesenswerChe  und   iebrreleib« 
Schrift  sehr  sorgfältige  Untersuchungen  und  Betrachtnngea  fib^r 
diese  Erscheinungen  und  deren  Erklärung,  wegen  welcher  wir  lie 
Leser  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  müssen,  da  der  Raum  n 
einem  einigermassen  genugenden  Auszuge  uns  hier  mangelt.    Aucb 
nach  Besser 6  und  Anderer  früheren  Untersuchungen    verdient 
die  vorliegende  Schrift  jedenfalls  alle  Beachtung. 

Berichtigung. 

Im  vorigen  37sten  Theile  ist  im  Literar.  Ber.  Mr.  CXLVIIL 
S.  10.  Z.  5.  durch  ein  Versehen  „^^niger'^  statt  ,,mehr''  ge- 
setzt worden,  was  zum  Ueberfluss  hier  bemerkt  werden  mag,  v^eoii 
dies  auch  Jeder  sogleich  sieht,  der  die  am  Anfange  aus  dem 
Buche:  «»Die  astronomische  Strahlenbrechung  u.  s.  w.** 
angeführten  Worte  gelesen  hat.  Auf  S.  JO.  muss  es  also  eigent- 
lieb  so  beissen: 

„Die  oben  angefahrten  Worte  sagen  also  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  als  Folgendes  aus: 

Die  Reihe  für  r  wird,  wenn  -z  einer  grossen  Zenitbdistanz 
angebtivt«  nur  etwas  mehr  convergiren  wie  die  divergirende 
Reibe 


*+2  +2.4  +  2.4.«  + 


« 


Dass  dies  wenigstens  eben  so  schlimm,  wenn  nicht  noch  sehliiu- 
mer,  und  ebenso  wenig  zu  begreifen  ist,  als  wenn  „ weniger'* 
gestanden  hfitte,  ist  wohl  kl^.  Anfänger  sollten,  wie  schon  er» 
innert,  nur  gewarnt  werden  vor  solchen  Aussprüchen. 


Physik. 


Lcrbre  von  der  Tbermometrie,  der  Pyrometrie^  Hy- 
grometrfe,    Psychremetrie  and   Barometria    in   ihrer 
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Gesamntbeit  dargestellt  und  naok'deo  QneHen;  na- 
mentlich aachzam  Oebravclie  für  T.ecknikery  bearbei- 
tet von  Dn  H.  Gie^waLd»  Oberlebrer  an  der  St  Jobraa.. 
nis-Realschdle  In  Danzi(^;  Mit  14  Quarttafeltf.  Weinrar. 
Voigt    1861.    «. 

Dieses  Buch  bildet  den  Tlsten  Band  des  bekannten  Neuen 
Schauplatzes  der  Künste  und  Handwerke,  welchen  die 
thStige  Verlagsbandlung  des  Herrn  B.  Fi  Voigt  m  Weimar  her- 
ausgiebt  Aber  die  Leser  haben  durchaus  nicht  eine  etwa  bloss 
fär  den  technischen  Gebrauch  bestimrote  Anleitung,  sondern  ^riel- 
roehr  eine  in  jeder  Beziehung  wissenschaftliche,  mfibsam  aus  den 
Quellen  geschupfte  und  selbstständig  bearbeitete  Darstellung  der 
auf  dem  Titel  genannten  Gegenstände  in  diesem  nach  unserer 
Meinung  recht  empfehleoswerthen  Buche  zu  erwarten,  wobei  wir 
zugleich  nicht  unbemerkt  lassen  dGrfen,  dass  die  Darstellung 
durchweg  ganz  mathematisch  gehalten  ist,  ohne  dabei  den  prak- 
tischen und  technischen  Gesichtspunkt  zu  vernachlässigen.  Wir 
glauben  daher  auf  diese  verdienstliche,  auch  sehr  reiche  und  voll- 
ständige literarische  Nachweisungen  enthaltende  Schrift  hier  auf- 
merksam machen  z«  roössen. 


Vermischte  Schriften* 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLV. 
S.  17.) 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  Band  XLH.  Nr.  29.,  welche 
Nummer  aus  Versehen  noch  nicht  angezeigt  worden  ist,  enthält: 
Sonndorfer:  Darstellung  ^^n  Laufes  der  Asteroiden  im  Jahr 
1861.    (Mit  4  Tafeln).    8.  756. 


Band  XLIIL  Heft  II.  Februar  1861.  Mädler:  Ueber 
kosmische  Bewegungsgeschwindigkeiten  mit  Beziehung  auf  Dopp- 
ler's  Hypothese  der  Entstehung  der  Farben.  S.  285.  —  Winck- 
ler:  Ueber  die  Eigenschaften  einiger  bestimmten  Integrale«   S.315. 

BandXLIIl.  Heft  III.  März  1861.  Sonndorferf  Ueber 
die  Bahn  der  Ooncordia.  S.  371.  —  Politzer:  Beiträge  zur 
Physiologie  des  Gehörorgans.  S.  427.  ^  Haidinger:  Ueber  die 
Netto  der  Meteoriten  In  Ihrer  Zosammeasetzung  und  Erscheinung. 
S.  38». 
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BandXLIIL   Heft  IV.    April  186L    Reitlip^r:   Bilia- 
teningeD  der  Liehtenberg'sdiea  Figoren.   S.  63L  —  RohFer; 
Nachtrag  sa  dem  Aafaatze  über  Regentropfea  und  Scbne^ocke«. 
Sw580.  -^  Aii^:  lieber  die  Bahn  der  Leda.   S.  585.  —  Tscher- 
m  a  k :    Die  speciflache  Wärme  bei  conataotem  VoInmeD.     S.  594 

Band  XLIII.    Heft  V.    Mai  1861.     v.  Lang:    Ueber  die 
(Sesetae  der  Doppelbrechung.   S.627.  •—  Redtenbacher:  U«ber 
die  neuesten  Entdeckungen  durch  die  Spectralanalyae.    S.  9ß4,  — 
Becker  und  Rollet:  Beiträge  zur  Lehre  vom  Sehen  der  dritteo 
Dimeosion.    Erste  Abtheilung.    S.  067.  —  Bericht  der  Coimi«- 
sion  über  die  astronomische  Preisfrage.    S.  71*2. 

Band  XLIV.  Heft  I.  Juni  186L  Struve:  Vergleichoag 
der  Wiener  Maasse  mit  mehreren  auf  der  kais.  russ.  Baaptstem- 
warte  zu  Pulkowa  befindlichen  Maasseinheiten.  S.  7.  —  v.  Lit- 
t  r  o  w :  Nachtrag  zu  vorstehendem  Aufsatze.  8.  2L  —  Schreiben 
des  Herrn  Jan  nicke  an  Herrn  Director  K.  t.  Littrow  (über 
einen  1853  in  der  Mitte  der  Sonne  gesehenen  runden  scharf  be- 
grenzten Fleck).    S.  27. 

Band  XLIV.     Heft   H.     Juli   1861.     Tschermak:    Die 
Wärmeentwickelung  durch   Compression.     S.  141.    —   v.  Lang: 
Zur  Theorie  der  Spiegelung  und  Brechung  des  Lichtes.    S.  147.  — 
Redtenbacher:    Untersuchungen    einiger    Mineralwasser    ond 
Soolen  mittelst  der  Spectralanalyse.    8.  153. 

• 
Sitzungsberichte  der  k5nigl.  bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu   Mdnchen.     (Vgl.  Literar.  Her. 
Nr.  CXLVH.  S.  8.) 

1861.  1.  Heft  V.  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kreis 
unseres  Archivs  gehörend^  so  zeigen  wir  als  allgemein  interessant 
doch  an  die  folgenden  Abhandlungen:  Büchner:  Beiträge 
zur  näheren  Kenntniss  des  brasilianischen  Pfeilgiftes. 
S.  536.  (Strychnin  enthält  nach  Herrn  B.  dieses  merkwQrdige 
GIfl  nicht).  —  Schunbein:  Beiträge  zur  näheren  Kennt- 
niss derNitrification.  S.  543.  (Allgemein  gehalten»  ohne  in 
zu  viele  Special! täten  einzugehen,  und  daher  den  Lehrern  der 
Chemie  zur  Beachtung  zu  empfehlen). 

186L  IL  Heft  I.  A.  Wagner:  Bedenken  aber  eisige 
neuere»  hauptsächlich  auf  naturgeschichtliche  Aa« 
hattspunkte  begründete  Versuche,  das  Alter  der  euro- 
päischen Urbevölkerung  zu  bestimmen.  S.29.  (Einaaeh 
ohne  sehr  specielle  naturgeschichtliche  Kenntnisse  verständlieber, 
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9ehr  iolefessaDter  und  daher  zur  Beachtung  auch,  hier  zu  em- 
pfehlender Aufsatz).  —  Beckers:    Ueber  die  Stellung  der 
Philoeophie    SU    den    exacten   Wissenschafteii«     S.  44. 
Wir  machen  unsere  Le^er  aaf  diese  Abhandlung  recht  sehr  auf- 
roerksam  und  eropfebleu  ihnen  dieselbe  als   in  vieler  Rficksicbt 
überaus  belehrend,  weil  in  derselben  in  sehr  eingehender  Weise 
▼orziiglich  auch  das  \  erhältniss  der  Philosophie  und  Mathematik 
zu  einander  besprochen  wird,  mit  besonderer  Räcksicht  auf  Seh  el- 
lin g,  woför  namentlich  auch  der  Herausgeber  des  Archivs,   für 
welchen  dieser  in  vielen   Beziehungen  wichtige  Gegenstand  von 
jeher  von  besonderem  Interesse  gewesen  ist,  dem  Herrn  Verfas- 
ser  zu  besonderem   Danke  verpflichtet  ist.     Scharf  werden   die 
Unterschiede  der  Philosophie  von  der  Mathematik  und  insbeson- 
dere der  Geometrie  (S.  57.)  festgestellt,  besonders  auch  die  ma- 
thematische Gewissheit  besprochen,  und  S.  57.  ff.  mit  den  folgenden 
Bemerkungen  geschlossen,   die   ich    ihres  besonderen  Interesses 
wegen  den  Lesern  des  Archivs  mittheilen  will:   „Zur  unbeding- 
ten  Gewissheit    kann   uns    also    nach  Sehe  Hing   nur   diejenige 
Wissenschaft  fuhren,  die  bis  zur  Crkenntniss  des  höchsten  Prin- 
cips  und  der  von   ihm   abgeleiteten   Principe  oder   mit   anderen 
Worten»  den  letzten,  reinen  Potenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  vermögen  diess  jene,  die,  wie  die 
mathematischen,   ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
nnnftnothwendigkeit,  dennoch   nur  innerhalb  eines  beschränkten 
Gebietes  sich  bewegen  und  mithin  bloss  relative  Gewissheit  ge- 
währen können.    Und  hierauf  bezieht  sich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung  über   die   Quelle   der    ewigen  Wahrheiten'^ 
wo   Schell ing    gelegentlich   von   der    nahe  liegenden   Meinung 
spricht,  dass  die  Existenz  Gottes  eine  ewig«  Wahrheit  in  dem- 
selben'Sinne  sei,    in  welchem  3  4-3  =  6  eine  solche  ist,   einer 
Meinung,  der  man,  wie  er  beifögt,  sich  doch  vielleicht  ebensowohl 
versucht  finden   könnte  zu  widersprechen,   wie  jener  Abt  eines 
Klosters,  der  den  allzueifrigen  Lehrer,  welcher  sich  hatte  hin- 
reissen  lassen,  zu  sagen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  2  mal  2 
vier  sei,  wegen  dieses  Ausspruchs  zurechtwies,  indem  er  hinzu- 
setzte, Gottes  Dasein  sei  weit  gewisser  als  2x2=4  sei. 
Ich  begreife  vollkommen,  sagt  Schelling  (I.  581.),   wenn,  wie 
ferner  erzählt  wird,  die  Zuhörenden  Ober  eine  solche  Aeusserung 
lachten,  wie  ich  begreife,  dass  es  auch  jetzt  noch  Menschen  gibt, 
die  nicht  begreifen  können,  wie  etwas  gewisser  sein  könne,  als 
dass  2x2=4  ist.    Ohne  den  Auadruck  untersuchen  zu  wollen, 
ist  es  gewiss,  dass  es  Wahrheiten  von  verschiedener  Ord- 
nung gibt,  und  daes  den  Wahrheiten  der  Arithmelik  und  der 
MalheiMdk  übefhaupl  sobon  darttoi  nicht  unbedingte  Gewissheit 
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beivrohnen  kann,  weil  diese  Wisnendchafteii)  wie  leb  «tebon  frtlber 
aB9  Pia  ton  angeflBbrty  mit  Voraassetzangen  20  Werke  gehen, 
die  sie  selbst  nicht  rechtfertigen ,  und  damit,  was  deren  Werth 
und  Geltang  betritt,  einen  höheren  Geriebtshof  anerkennen ;  femer 
weil  sie  Vieles  nar  erfahrangsinässig  wissen,  z.B.  von  geraden 
und  ungeraden,  abgeleiteten  und  Primzahlen,  för  welche  sie  noch 
nicht  einmal  das  Gesetz  des  gegenseitigen  Abstandes  gefunden»^ 
Mögen  sich  die  Leser  nochmals  die  vielfach  ioteressanle  Ab- 
handlang  zar  sorgfältigen  Beachtung  empfohlen  «ein  lassen,  *- 
A.  W.  Volkmann:  (Jeher  die  Irradiation,  welche  auch 
bei  vollständiger  Accomodatlon  des  Auges  stattfindet 
S.  75. 

1861.  11.  Heft  II.  Schönbein:  Beiträge  zur  näheren 
Kenutniss  der  Nitrification.  Beiträge  zur  näheren 
Kenntniss  des  Sauerstoffs  und  der  einfachen  Salz- 
bildner. S.  122.  ~  Sehr  allgemein  interessant  ist  auch  der 
folgende  Aufsatz:  A.  Wagner:  Ueber  ein  neues,  angeb- 
lich mit  Vogelfedern  versehenes  Reptil.    S,  146. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pabi|>licati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torifio,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4P.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVl.  S.  11.) 

Nr.  L  tom.  IV.  186L  Proprietät  di  una  classe  d*inlegraii 
di  irrazionali  algebriei  possibili  eon  soli.logaritmi.  Nota  diCatlo 
Maria  Pinna,  pag.  5.  -^  Courb«s  gauches  ddcrite«  sor  la  sur« 
face  d'nii  hyperbolonide  a  une  nappe.  Par  M.  L.GrerooaaL 
pag.  22.  — -  La  Teorica  delle  funzioni  ellitiche.  Moft^rafia  del 
Prof.  E.  Betti  (Contiiraazione).  pag.  26.  —  Intorno  ad  u»«  for* 
mola  somiuatoriä  delle  poteoxe  intere  de*nomerl  natttrali.  Nota 
di  F.  Siacci.  pag.  46.  —  Snr  quelques  Theor^mes  d'Alg^re 
par  M.  Miehftei  Roberts,    p.50. 

RlTlsta  bibliofi^rafien.^  Sopra  aicune  curve  derivate  dalfel- 
li$se  e  dal  circolo :  Curve  di  Cartesio.  Articolo  del  Prof.  B.  Tor- 
tolini.    pag.  53.  —  Pubblicazioni  recenti.    pag.  56. 

Da  da#  vorliegende  Heft  ilieses  In  jeder  fiealehung  wicfctifei» 
und  ausgezeichneten  Jovrnaki  auf  iem  THel  niohti  me^  ein»  Be- 
zeiehnung  des  beiden  Menatet»  Ür  fr  eiche  ei^  bestimmt  Ist;  jtende» 
bloss  die  Beaeiehnimg  Nr.  1.  tom.  IV,  ]861.  trägt;  so  scheint  es, 
dass  dssselb»  nidif  mehr  km  mdkm  HefMn  ftv  das  Jahr^  js<lM 
für  swei   Mon^e,    sondern   zwaagbs.  naeh  «Inaelnen  ffemmeni' 


/ 
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ersf^ioeo  solly  «ine  Eiorichting  #  die  wit  in  jeder  Beiiehmig 
zweekalgsig- finde»,  und  die  naeh  uoaerer  Metnnng  uoliediiigt  den 
Vorzag  vor  der  früheren  Einrichtung  verdient 


Monatsbericht  der  KSnigl.  Preussiscben  Alrademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  S.  Liter.  Bei,  Nr.  CXLVl. 
S.  12. 

Juni  1861.  Magnus:  Ueber  die  Veränderungen  im  Induc- 
tioDsstroine  bei  Ani^-endung  verschiedener  Widerstände.  S.  563  — 
S.  561.  —  Derselbe:  Ueber  die  Farbenveräuderung  des  eiek- 
irischen  Lichts.  S.  561— 8.  562.  —  Ger  lach:  Ueber  die  Stei- 
gerung der  Vergrosserung  auf  photograpbischem  Wege,  roitgetheilt 
von  Herrn  Du  Bois-Reymond.  $.596  —  S.  599.  — •  Braun: 
Ueber  einige  Verbältnisse  der  ßlaitgestaltung,  welche  zur  Blatt- 
stellung eine  Beziehung  haben.  S.  6UI.  (Blosse  Anzeige  eines  , 
gehaltenen  Vortrags).  —  Kronecker:  Mittheilung  fiber  seine 
algebraischen  Arbeiten.  8.  601 -*  S.  608.  Im  Allgemeinen  be- 
zeichnet Herr  K.  die  Richtong  seiner  neuesten  algebraischen  Stu- 
dien durch  die  folgenden  Worte:  ,Jch  kam  bei  meinen  Studien 
fiber  die  algebraische  AuBHsung  der  Gleichungen  sehr  bald  zur 
Einsicht)  dass  das  Problem  nach. zwei  Seiten  bin  einer  allgemei- 
neren Auffassung  fähig  ist»  und  zwar  in  folgender  Weise:  einer- 
seits siiid  statt  der  f^feichengscoefliclenten,  d.  h.  also  statt  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln,  allgemehiere  rationale 
Functionen  derselben,  welche  ich  Affectfuiictionen  nenne,  als  ge- 
geben vorauszusetzen;  andererseits  sind  statt  der  gewöhnlichen 
Wurzelzeichen,  d.  b.  also  statt  derjenigen  Functioaszeicben,  welche 
rlurch  die  reinen  Gleichungen  definirt  werden,  allgemeinere  alge- 
braische Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflosung  als 
Hulftifunctionen  dienen  sollen."  Dieser  gewiss  fruchtbare  Gedanke 
wird  nun  in  dem  sehr  lesenswerthen  und  interessanten  Aufsatze 
weiter  ausgeführt. 

Juli  1861.  Kummer:  Ueber  zwei  neue  Beweise  der  allge- 
meinen Reciprocitätsgesetze  unter  den  Resten  und  Nichtresten 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  S.  656.  —  Kirch- 
h  o  ff:  Untersuchungen  fiber  das  Sounenspectrum  und  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente,  mitgethellt  von  Herrn  Magnus.  S.657. 
(Beides  blosse  Anzeigen  gehaltener  Vorträge).  ~  Dove:  Ueber 
eine  Interferenzerscbeinung  in  den  Zwillingskrystallen  doppelt 
brechender  Körper.  S.  668.  —  Braun:  Ueber  eine  sonderbare 
Wirkune  der  diesjährigen  Spätfröste  auf  die  Blätter  der  gemeinen 
Rosskastanie  (Aesculus  Hippocastanum)  und  einiger  anderer  Bäume. 
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S.  091— S.  700.  — -  A.  Schmidt:  Ueber  deo  FasM-stoS  luid  die 
Ursachen  seiner  Gerinnung,  initgetheiit  Ton  Herrn  Da  Boij- 
Reymond.    S.  705— S.  706. 

August  1861.  Magnus:  Ceber  metallische  und  flOssige 
Widerstände,  durch  welche  Inductionsstrume  alternirend  werden. 
S.  872  —  S.  880.  —  Dove:  Ueber  die  Anwendung  achromatisirter 
Arragonitprisroen  zu  Polarisatoren.    S.  884 — S.  885. 


Preise  von  EbleU  Horoskop  oder  Stundenzeiger. 

I.  Ausgabe  ßlr  die  Polhohe  von  45—53  Grad  ä  .4  fl.  30  kr. 

=  2  TUr.  18  Sgr. 

ferner  in  grÖMerem  MaasssCab 

IL  Ausgabe  ßr  die  Polhohe  von  45-^  Gr^d  ä  6  fl.  /  J 

=;  3  Thir.  13  Sgr. 


in  grouerem  MaatMtab  and  mit  frann.  Anfselirift  und  Text         I  ^ 
III.  Ausgabe  för  die  Polhühe  von  35—50  Grad  ^  7  fl.  r=  4  TUr.  /  S 

Das  Instrument  ist  vorzugsweise  durch  die  folgenden  Buch- 
handlungen zu  beziehen: 

Rudolf  Engler  in  Eilwangen, 

Paul  Neff  in  Stuttgart, 

Schmid'sche  Buchhandlung  in  Augsburg. 
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